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Vorwort  zur  dritten  Auflage. 


Die  vorige  Auflage  dieses  ersten  Bandes  meiner  OrapMschen  Statik 
(Ut  Bavkonsiruktumen  erschien  1887;  sie  war  inzwischen  durch  zwei 
unveränderte  Neudrucke  ergänzt  worden  und  hatte  schließlich  länger 
als  ein  Jahr  auf  dem  Büchermarkte  ganz  gefehlt,  weil  die  Umarbeitung 
einiger  Abschnitte  mehr  Zeit  in  Anspruch  genommen  hat,  als  sich 
vorher  übersehen  ließ. 

In  der  neuen,  dritten  Auflage  ist  der  erste,  die  wichtigsten  Sätze 
über  das  Eräftepolygon  und  das  Seilpolygon  enthaltende  Abschnitt  un- 
geändert  geblieben,  die  Abschnitte  11  und  III,  die  von  den  Trägheits- 
momenten und  Zentrifugalmomenten  und  den  Normalspannungen  a  in 
geraden  Stäben  handeln,  sind  wesentlich  erweitert  worden.  Besonderer 
Wert  wurde  auf  Gewinnung  einfacher  Formeln  gelegt,  welche  die 
Berechnung  der  Spannungen  <j  und  die  Bestimmung  des  Kerns  ohne 
Zuhilfenahme  der  Hauptachsen  und  Hauptträgheitsmomente  gestatten. 
Über  die  Schubspannungen  infolge  einer  durch  den  Schwerpunkt  des 
Querschnitts  gehenden  Querkraft  ist  nur  das  nötigste  mitgeteilt  worden; 
auf  die  Drehungsfestigkeit  wurde  gar  nicht  eingegangen.  In  beiden 
Fällen  liegen  Aufgabmi  der  Festigkeitslehre  vor,  die  auf  eine  Integrar 
tion  partieller  Differentialgleichungen  mit  meistens  außerordentlich 
schwierigen  Grenzbedingungen  führen  und  deshalb  nicht  in  den  Rahmen 
dieses  Buches  passen. 

Den  Hauptinhalt  des  vorliegenden  Bandes  bildet  die  Theorie  der 
statisch  bestimmten  ebenen  Träger,  bei  deren  Ausarbeitung  die  größte 
YoUständigkeit  und  größte  Einfachheit  angestrebt  worden  ist  Ton 
der  vorigen  Auflage  bin  ich  insofern  abgewichen,  als  ich  diesmal  die 
allgemeine  Theorie  des  Fachwerks  an  den  Schluß  gestellt  habe.  So 
einfach  die  Aufgaben  dieser  Hieorie  auch  immer  sein  mögen,  sie  bieten 
erfahrungsgemäß  dem  Anfänger  —  und  an  solche  wendet  sich  dieser 
erste  Band  —  stets  Schwierigkeiten,  und  da  schließlich  das  Endziel 
dieser  allgemeinen  Untersuchungen  die  planmäßige  Zurückführung 
schwierigerer  Fälle  auf  leichtere  ist,  so  erschien  es  mir  am  zweck- 
mäßigsten, mit  den  einfacheren  Aufgaben  zu  beginnen  und  die  um- 
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IV  Vorwort. 

fangreiche,  die  Mehrzahl  der  Anwendungen  um&ssende  Theorie  des 
Dreiecksystems  yoranzustellen. 

Hinsichtlich  der  Aufgaben  über  die  Berechnung  Yon  Eisenbahn- 
brücken verweise  ich  besonders  auf  die  während  der  Drucklegung 
dieses  Buches  erschienenen  und  im  Anhange  mitgeteilten  neuen  6e- 
lastungSYorschläge  und  auf  das  auf  Seite  121  gesagte.  Auch  bemerke 
ich  zu  den  aus  der  yorigen  Auflage  übernommenen  Beispielen,  daß 
die  ausführliche  Theorie  der  Brückenträger  mit  Oegendiagonalen  noch 
nicht  entbehrt  werden  kann,  trotzdem  neuerdings  Träger  mit  steifen 
Diagonalen  bevorzugt  werden;  allein  die  Umrechnung  der  älteren 
Brücken  für  die  erheblich  gestiegene  Verkehrsbelastung  verlangt  ein 
Eingehen  auf  die  Wirkungsweise  der  Gegendiagonalen. 

Grunewald  bei  Berlin,  den  15.  März  1901. 

H.  MfiUer-Breslau. 


Vorwort  zur  vierten  Auflage. 

In  der  vierten  Auflage  ist  ein  kurzer,  aber  wichtiger  Abschnitt 
über  weitgespannte  Balkenbrücken  hinzugekommen.  Der  Anhang  wurde 
durch  Angaben  über  das  Eigengewicht  eiserner  Brücken  erweitert 
Im  übrigen  konnte  ich  mich  auf  die  Durchsicht  der  vorigen  Auflage 
und  die  Verbesserung  der  mir  in  dankenswerter  "Weise  mitgeteilten 
Druckfehler  beschränken. 

Auf  die  vielen  Anfragen  nach  dem  Zeitpunkt  des  Erscheinens 
der  noch  ausstehenden  Teile  dieses  Werkes  antworte  ich,  daß  die 
Beteiligung  an  größeren  Eonstruktionsaufgaben  und  andere  wissen- 
schaftliche Arbeiten,  die  meinem  Buche  zu  gute  kommen  werden,  die 
Vollendung  verzögert  haben.  Ich  arbeite  aber  jetzt  an  der  Fortsetzung 
und  hoffe,  die  noch  fehlenden  Teile  bald  liefern  zu  können. 

Grunewald  bei  Berlin,  im  Dezember  1904. 

H.  MfiUer-Breslau. 
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Einleitung. 


Die  graphische  Statik  lehrt  die  Zusammensetzung  und  Zerlegung 
der  Kräfte  auf  geometrischem  Wege  und  entwickelt  in  gleicher  Art 
die  Bedingungen,  unter  denen  sich  die  auf  einen  Körper  wirkenden 
Kräfte  im  Gleichgewichte  befinden.  Auch  führt  sie  andere  Aufgaben, 
z.  B.  die  Ermittelung  von  Schwerpunkten  und  Trägheitsmomenten,  die 
Bestimmung  der  Formänderungen  fester  Körper,  auf  Aufgaben  über 
Kräfte  zurück,  wobei  sie  vielfach  an  analytische  Untersuchungen  an- 
knüpft und  diese  auf  zeichnerischem  Wege  zu  Ende  führt  oder  deren 
Ergebnisse  geometrisch  deutet 

Die  Größe  und  Lage  einer  Kraft  wird  in  der  graphischen  Statik 
durch  die  Länge  und  Lage  einer  geraden  Linie  dargestellt  Eine 
Kraft  ist  der  Lage  nach  bekannt,  sobald  ihre  Richtung  und  ein  Punkt, 
durch  welchen  diese  Richtung  geht,  gegeben  ist;  ihre  unzweideutige 
Bestimmung  erfordert  femer  die  Hervorhebung  des  Sinnes,  in  welchem 
sie  in  der  angegebenen  Richtung  wirkt    Dies 

geschieht   am   übersichtlichsten    durch    einen       % "^      >       f 

Pfeil,  oder,  falls  die  Kraft  bei  der  Beschrei- 
bung einer  Figur  mittels    der   Zeichen  ihres       ^^  p  & 
Anfangspunktes    und   Endpunktes    angedeutet               „     '  ' 
werden  soll,  durch  die  Aufeinanderfolge  dieser 

Zeichen  im  Sinne  der  Kraft  Man  sagt:  Die  Kraft  P  in  Fig.  1  wird 
durch  die  Strecke  ab  dargestellt,  weil  sie  von  a  nach  b  wirkt,  und 
die  Kraft  P  in  Fig.  2  durch  die  Strecke  fea,  weil  sie  von  b  nach 
a  wirkt. 

Die  graphische  Darstellung  der  an  einem  Körper  angreifenden 
Kräfte  nennt  man  einen  Kräfteplan.  Die  Aufzeichnung  eines  solchen 
setzt  die  Bildung  eines  Kräftemaßstabes  voraus.    In  der  Regel  werden 

Müller- Breslau,  Omphlsche  Statik.    I.  i 
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2  Einleitung. 

^vi^   festsetzen,   daß    einer  Strecke   von    1*"  Länge  die  Größe  einer 

AM 

Kraft  von  m  Kilogrammen  =  ^^^^  Tonnen  gleichwertig  ist,   so  daß 

lüüü 

z.B.  in  einem  im  Maßstabe  10"^  =  2000*=  2*  gezeichneten  Kräfte- 
plane durch  eine  Strecke  von  62"^  Länge  eine  Kraft  von  12,4'  dar- 
gestellt wird. 
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I.  Abschnitt. 

Zusammensetzung  und  Zerlegung  von  Kräften. 
Statische  Momente. 

§1. 

Zusammensetzung  der  Kräfte  in  der  Ebene. 

Qleichgewichtsbedingungen. 

1.  Zusammensetzung  von  zwei  Kräften.  Greifen  an  einem  Punkte  a 
zwei  Kräfte  I\  und  I\  an,  deren  Richtungen  und  Größen  durch 
die  Richtungen  und  die  Längen  der  Strecken  ab  und  ad  dargestellt 
sind  (Fig.  3  a),  so  ist  bekanntlich  ihre  Mittelkraft  R  gleich  der  Diago- 
nale ac  des  über  ihnen  beschriebenen  Parallelogranimes  abcd.  Man 
erhält  aber  auch  JB,  indem  man  die  beiden  gegebenen  Kräfte  Pj  und 
P,  nach  Größe,  Richtung  und  Sixm  aneinander  setzt,  entweder  in  der 
Reihenfolge  P,,  I\  (Fig.  3b)  oder  in  der  Reihenfolge  Pj,  P,  (Fig.  3c), 


"  t  ''' 

<» 

fp      ftx^ 

V' 

^ 

-<''.  / 

Fig.  3  a,  b  u.  c. 

und  den  Anfangspunkt  a  des  so  erhaltenen  Kräftezuges  mit  dessen 
Endpunkt«  e  durch  die  Gerade  ae  verbindet.  Die  Dreiecke  ade  und 
abc  nennt  man  Kräffedreiecke. 

Umgekehrt  läßt  sich  eine  Kraft  B  mit  Hilfe  des  Kräfteparallelo- 
grammes (bez.  eines  Kräftedreiecks)  in  zwei  Seitenkräfte  1\  und  P^, 
deren  Richtungen  gegeben  sind,  und  welche  R  in  demselben  Punkte  a 
schneiden,  eindeutig  zerlegen. 

2.  Zusammensetzung  beliebiger  Kräfte  mit  gemeinsamem  Angriffs- 
punkte. Fig.  4  a  und  b.  Sollen  mehrere  an  demselben  Punkte  a 
angreifende  Kräfte  P^,  P,,  P3,  P4  zu  einer  Mittelkraft  R  vereinigt 
werden,  so  setzt  man  (am  zweckmäßigsten  in  einer  besonderen  Figur) 

1* 
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4  Erster  Abschnitt.  —  §  1. 

Pj  und  P,  mittels  des  Kräftedreiecks  abc  zu.  der  Mittelkraft  Äj-,  zu- 
sammen, hierauf  JBi-,  mit  P,  zuriJj^,  und  diese  schließlich  mit  P^ 
zur  i2j_^  =  i?. 


Fig.  4  a  a.  b. 

Zu  demselben  Ergebnisse  gelangt  man,  wenn  man  P,,  P„  P,,  P^ 
nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  zu  dem  Kräftezuge  abcde  aneinander 
reiht  und  hierauf  den  Anfangspunkt  a  und  den  Endpunkt  e  desselben 
durch  die  Gerade  a€  =  R  verbindet. 

Man  sagt  auch:  Die  Mittelkraft  ae  =  R  unterspannt  den  aus  den 
Kräften  P^,  P,,  Pj,  P^  gebildeten  Kräftezug  abcde. 

Die  Reihenfolge,  in  welcher  die  Kräfte  P  miteinander  zusammen- 
gesetzt werden,  ist  gleichgültig;  denn  es  wurde  vorhin  gezeigt,  daß 
man  die  Mittelkraft  zweier  Kräfte  P,  und  P,  durch  Unterspannen  so- 
wohl des  Kräftezuges  P,Pj  (Fig.  3  b)  als  auch  des  Zuges  P^P^  (Fig.  3  c) 
erhalten  kann.  Durch  wiederholte  Vertauschung  von  zwei  aufeinander 
folgenden  Kräften  läßt  sich  aber  aus  der  einen  Reihenfolge  beliebiger 
Kräfte  jede  andere  Reihenfolge  ableiten. 

3.  Qleiohgewicht  von  Kräften  mit  gemeinsamem  Angriffspunkte. 
Lassen  sich  Kräfte  P^,  P„  Pj,  P^,  P^,  welche  an  demselben  Punkte  a 


Fig.  5  a  u.  b. 

angreifen    (Fig.  5a)    nach    Größe,    Richtung    und    Sinn    zu    einem 
geschlossenen  Kräftepolygone  (Fig.  6  b)  aneinanderreihen,  so  ist  ihre 
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Mitteltraf t  =  0.  Es  sind  dann  die  Kräfte  P  miteinander  im  Gleich- 
gewicht Projiziert  man  das  Kräftepolygon  auf  irgend  eine  Gerade  LL 
und  denkt  jede  der  Kräfte  P  in  eine  Seitenkraft  parallel  zu  LL  und 
eine  lotrecht  zu  LL  zerlegt,  so  findet  man,  daß  die  Summe  der  nach 
der  Richtung  LL  gebildeten  Seitenkräfte,  d.  i.  die  Summe  der  Pro- 
jektionen der  Kräfte  P  auf  die  Gerade  LL  gleich  Null  ist. 

Hervorzuheben  ist,  daß  ein  Kräftepolygon  nur  dann  geschlossen 
heißt,  wenn  sich  in  demselben  nie  zwei  Pfeile  begegnen,  wenn  man 
also  das  Polygon,  den  Pfeilen  folgend,  ohne  Unterbrechung  um- 
fahren kann. 

Man  sagt  auch:  Das  Kräftepolygon  in  Kg.  5b  besitzt  einen 
stetigen  ümfakrungssinn,  während  das  Kräftepolygon  in  Fig.  4  b  durch 
den  Pfeil  der  Kraft  R  unstetig  wird. 

Kehrt  man  in  einem  geschlossenen  Kräftepoly^one  den  Sinn  irgend 
einer  Kraft  mn,  so  w^ird  diese  Kraft  zur  Mittelkraft  aus  allen  übrigen. 

4.  Zusammensetzung  von  Kräften  mit  beliebigen  Angriffspunkten. 

Wird  die  Mittelkraft  R  von  Kräften  P^,  P^,  P^,  P^ gesucht, 

welche  nicht  an  demselben  Punkte  angreifen,  so  denke  man  P^  und 
P,  in  ihren  Richtungen  so  weit  verschoben,  daß  ihr  Schnittpunkt 
gemeinsamer  Angriffspunkt  wird, 
und  setze  sie  dann  zur  Kraft 
Pj.g  zusammen.  Hierauf  ver- 
einige man  in  gleicher  Weise 
Ri-i  mit  Pj  zur  P^-j,  diese 
letztere  Kraft  mit  P^  zur  P^-^ 
u.  s.  f. 

Dabei  empfiehlt  es  sich,  die 
Größen  imd  Richtungen  der 
Kräfte  R  in  einer  besonderen 
Figur  zu  bestimmen. 

In  Fig.  6  ist  die  Zusammen- 
setzung der  Kräfte  Pj,  P„  P3, 


f 


\^ 


'.^ 


\r 


bY 


P4,  P5  auf  die  beschriebene 
Weise  ausgeführt  worden.  Nach 
Aneinanderreihung  derselben  zu 
dem  stetigen  Kräftezuge  abcclef 
ergaben  sich  (nach  Größe  und 
Richtung)  die  Mittelkräfte 

ac  =  Pi_2^  ad  =  ßi_3 ; 

ae  =  Pj_4;    af  =  Pj.  5  =P. 
Nun  wurde  durch  den  Schnitt- 


^ 


./ß 


1 
\ 

1^ 


>o 


E 


Fig.  6. 


punkt  A  von  Pj  und  Pg  eine  Parallele  zur  Pi_,  gezogen,  welche  P3 
in  B  schneidet,  von  hier  aus  eine  Parallele  zur  Pj-s  bis  zu  ihrem 
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Schnittpunkt  C  mit  P4,  sodann  von  C  aus  eine  Parallele  zur  ^1-4, 
welche  P5  in  D  trifft,  und  schließlich  die  Gerade  I)E\R^^^,  Es 
liegt  dann  die  i?i_,  in  der  Geraden  AB^  die  R^^^  in  der  BC^  die 
iZi_4  in  der  CD  und  die  JB,_5  in  der  Geraden  DE,  Das  Polygon 
ABCDE  heißt  ein  MiUelkraftspolygon  der  Kräfte  P^,  P,,  P„  P4,  Pg. 
Da  man  die  Ordnung,  in  der  die  gegebenen  Kräfte  miteinander  zu- 
sammengesetzt werden,  rerschiedenartig  wählen  kann,  ist  man  im 
Stande,  verechiedene  Mittelkraftspolygone  zu  zeichnen.  Die  letzten 
Seiten  aller  dieser  Polygone  decken  sich;  denn  die  Lage  von  i?i_5 
ist  unabhängig  von  der  Wahl  jener  Ordnung. 

Um  dies  zu  beweisen,  genügt  es,  darzutun,  daß  die  Änderung 
der  Keihenfolge  von  zwei  Kräften  I\  und  P,+i  ohne  Einfluß  auf  die 
Lage  von  R  ist,  weil  durch  die  Wiederholung  einer  solchen  Änderung 
aus  der  einen  Reihenfolge  jede  andere  abgeleitet  werden  kann. 

Wird  die  Mittelkraft  R'  der  Kräfte  P^  bis  P«_,  zuerst  mit  P^  zur 
Kraft  Q'  (Fig.  7)  und  hierauf  mit  P^+,  zur  P"  zusammengesetzt,  so 

ergibt  sich  das  Mittelkraftspolygon 
ABE^  in  welchem  AB[dc  ist  Ver- 
einigt man  hingegen  R'  zuei-st  mit 
P^+i  zur  Q"  und  hierauf  Q"  mit 
P^  zur  P",  so  muß  man  die  Kraft 
R'  soweit  verlängern,  bis  sie  P»+i 
in  C  schneidet,  von  C  aus  eine 
Parallele  zur  Q"  ziehen,  welche  I\  in 
D  tiifft  und  schließlich  von  D  aus 
eine  Parallele  zur  R",  Diese  fällt  aber 
mit  der  vorhin  gefundenen  P"  zu- 
sammen, weil  in  den  beiden  Vierecken 
ABCD  und  ahcd  fünf  entsprechende 
Seiten  einander  parallel  sind,  näm- 
lich AB  II  de,  BC II  hc,  CD  \\  ba, 
D^  II  rfa,  AC^ac,  und  infolgedessen 
auch  DB  11  db  ist. 

Schneiden  sich  die  Kräfte  unter  sehr  spitzen  Winkeln,  womöglich 
außerhalb  des  Zeichenblattes,  so  ist  das  beschriebene  Verfahren  zur 
Bestimmung  von  R  unzweckmäßig;  es  wird  unbrauchbar,  sobald 
sämtliche  Kräfte  parallel  sind.  Es  soll  deshalb  noch  ein  zweites 
allgemeineres  Verfahren  entwickelt  und  zunächst  die  Aufgabe  ge- 
löst werden: 

Gegeben  smd  die  Kräfte  1\,  P„  P3,  P^  (Fig.  8a),  welche  nicht 
an  demselben  Punkte  angreifen  und  auch  parallel  sein  können;  gesucht 
ist  die  Größe  und  die  Lage  derjenigen  Kraft  P,  die  zur  Herstellun{f 
des  Oleichgewwfffs  hinzugefügt  werden  muß. 


Fig.  7. 


Digitized  by 


Google 


Zusammensetzung  der  Kräfte  in  der  Ebene.  7 

Zuerst  werden  die  Kräfte  Pj,  P,,  P3,  P^  zu  dem  Kräftezuge 
abcde  (Mg.  8b)  aneinandergereiht  und  dieser  durch  die  Gerade  ea 
geschlossen.  Es  ist  dann  ea  nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  =  R. 
Um  die  Lage  von  B  in  Kg.  8  a  zu  bestimmen,  wird  die  Kraft  Pj  durch 
zwei  beliebig  gerichtete  Kräfte  /  und  II,  deren  Angriffspunkt  Ä  in  der 
Eichtung  von  Pj  willkürlich  gewählt  werden  darf,  aufgehoben.  Die 
Größen  von  /  und  //  werden  im  Kräfteplane  (Fig.  8  b)  durch  Ziehen 


Fig.  8  a  u.  b. 

der  Parallelen  aO  und  ftO  zu  den  angenommenen  Richtungen  von  / 
und  II  erhalten.  Ihren  Sinn  findet  man,  indem  man  die  Seiten  des 
Kräftedreiecks  afeO  so  mit  Pfeilen  versieht,  daß  der  durch  den  Pfeil 
der  Kraft  Pj  vorgeschriebene  Umfahrungssinn  ein  stetiger  ist  Man 
erhält:  Kraft  /=  Strecke  Oa  und  Kraft  //=  Strecke  bO. 

Im  Schnittpunkte  B  der  beiden  Kräfte  //  und  P,  wird  erstere 
durch  eine  entgegengesetzt  gerichtete,  gleich  große  Krrft  aufgehoben, 
worauf  durch  Hinzufügen  der  durch  die  Linie  cO  des  Kräfteplanes 
nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  gegebenen  Kraft  III  am  Punkte  B 
Gleichgewicht  hergestellt  wird.  Ebenso  wird  am  Punkte  C  nach 
Aufheben  von  III  durch  Hinzufügen  von  IV=dO  und  am  Punkte 
D  nach  Aufheben  von  IV  durch  Hinzufügen  von  V=eO  Gleich- 
gewicht erzielt. 

Nachdem  schließlich  noch  im  Schnittpunkte  E  von  /  und  V 
diese  Kräfte  durch  gleich  große  und  entgegengesetzt  gerichtete  Kräfte 
getilgt  worden  sind,  wird  durch  die  Kraft  B  =  ea  das  Gleichgewicht 
auch  an  dem  Punkte  E  hergestellt 

Da  nun  an  jedem  der  Pimkte  A^  P,  (7,  D,  E  drei  ün  Gleich- 
gewichte befindliche  Kräfte  angreifen  und  die  Kräfte  /,  //,  III^  /Fund 
V  sich  paarweise  aufheben,  ist  B  mit  den  Kräften  Pi,  Pj,  P3  und  P^ 
im  Gleichgewichte. 
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Das  Polygon  ABCDEA  kann  man  als  die  Mittellinie  eines  Seiles 
betrachten,  an  welchem  die  Kräfte  P^,  P,,  P3,  P^  und  R  angreifen, 
und  in  dessen  Seiten  die  Spannkräfte  (Seilkräfte)  I,  II,  III,  IV,  V 
entstehen.  Deshalb  neimt  man  ABCDEA  ein  Seüpolygon  oder  auch 
Oelerikpolygon,  Die  erste  gebräuchlichere  Bezeichnung  ist  allerdings 
weniger  zutreffend,  da,  falls  die  in  Kg.  8  a  angenommenen  Kräfte  Pj, 
Pj,  P3,  P4  und  R  sämtlich  umgekehrt  werden,  in  den  Polygonseiten 
Drücke  entstehen,  und  an  Stelle  des  Seiles  ein  aus  druckwiderstands- 
fähigen Stäben  bestehendes  Polygon  zu  denken  ist.  Die  Linien  Oa^ 
06  ...  im  Kräfteplane  Fig.  8b  heißen  Seiktrahlen,  Den  Punkt  0 
nennt  man  den  Pol  und  das  Lot  vom  Pole  auf  irgend  eine  Kraft  die 
Polweite  dieser  Kraft 

Im  Anschluß  an  diese  Benennungen  ergibt  sich  ftir  die  Be- 
stimmung der  Kraft  R  die  Regel: 

Nach  Aufzeichnung  des  Kräftepolygons  abcdea^  welches 
die  Größe  und  die  Richtung  der  Kraft  R  liefert,  wähle  man 
einen  beliebigen  Pol  0,  ziehe  die  Seilstrahlen  /,  //,  /// .  .  . 
imd  zeichne  durch  einen  beliebigen  Punkt  (z.  B.  den  Punkt  A 
der  Kraft  Pj)  ein  Seilpolygon.  Seine  Seiten  sind  parallel 
den  Seilstrahlen,  imd  es  müssen  sich  zwei  Seilpolygonseiten 
stets  mit  derjenigen  Kraft  P  in  einem  Punkte  schneiden, 
welche  mit  den  zugeordneten  Seilstrahlen  ein  Dreieck  bildet 
Durch  den  Schnittpunkt  der  ersten  und  letzten  Polygonseite 
geht  die  Kraft  R, 

Die  erste  und  letzte  Seilpolygonseite  nennen  wir  in  der  Folge 
die  äußersten  Seiten  für  die  fragliche  Oryppe  von  Kräften,  So  sind 
z.  B.  //  und  IV  die  beiden  äußersten  Seiten  für  die  Gruppe  (P,,  P3). 

Ist  die  Aufgabe  gestellt,  die  Kräfte  Pj,  Pg,  Pg  und  P^  zu  einer 
Mittelkraft  zu  vereinigen,  so  hat  man  nur  nötig,  die  das  Gleich- 
gewicht herstellende  Kraft  R  durch  eine  gleich  große,  entgegengesetzt 
wirkende  zu  ersetzen. 

Zur  Fig.  6  bemerken  wir  nachträglich,  daß  das  Mittelkraftspolygon 
ABCDE  als  ein  Seilpolygon  anzusehen  ist,  dessen  Pol  mit  dem  An- 
fangspunkte a  des  Kräftezuges  abcdef  zusammenfällt  Den  Begriff 
Mittelkraftspolygon  aber  erweitem  wir  noch,  indem  wir  ihn  auf  jedes 
Seilpolygon  ausdehnen,  dessen  Pol  irgend  ein  Eckpunkt  des  Kräfte- 
polygons ist.  Die  vom  Pole  aus  gezogenen  Strahlen  sind  in  diesem 
Falle  Seiten  des  Kräftepolygons  oder  die  Mittelkräfte  der  durch  sie 
unterspannten  gegebenen  Kraft«. 

5.  Beziehung  zwischen  zwei  Seilpolygonen,  die  aas  verschiedenen 
Polen  zu  denselben  Kräften  gezeichnet  werden.  Fig.  9  a  u.  9  b. 
Sind    7,  //,...    die   vom   Pole  0   aus   gezogenen  Seilstrahlen  und 
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/',  //',  ...  die  zum  Pole  0'  gehörigen,  und  bringt  man  die  ent- 
sprechenden Seilpolygonseiten,  nämlich  /  und  T,  femer  II  und  //' 
u.  s.  w.  miteinander  zum  Schnitt,  so  liegen  alle  diese  Schnittpunkte 
auf  einer  Geraden,  welche  der  Verbindungslinie  00'  der  beiden  Pole 
parallel  ist  Denn  in  den  beiden  Vierecken  ABOO'  und  abed  sind  5 
entsprechende  Seiten  einander  parallel,  nämlich  ad\\ÄO\  bc\\  BO^ 
de  II  AB,  ac  II  AO  und  db  \\  O'B.  Es  muß  mithin  auch  ab  \\  O'O  sein. 
Ebenso  folgt,  daß  be  \\  O'O  und  ia  \\  O'O  ist,  daß  also  die  Punkte  iabe 
auf  einer  zur  00'  parallelen  Geraden  liegen. 

Ein  zweiter  Beweis  ist  der  folgende.    Die  Kraft  P,  (Mg.  9  b)  ist 
sowohl   im  Gleichgewichte   mit  den  beiden  Kräften   O'A  =  //'  und 


Fig.  9  a  u.  b. 

BÖ"  =  /IT,  als  auch  mit  den  beiden  Kräften  7)1=  II und  BO  =  777, 
und  es  müssen  sich  daher  die  4  Kräfte  O'A,  BO',  — 0A=^A0, 
—  B0=  OB  das  Gleichgewicht  halten.  Die  Mittelkraft  aus  77' A  =  II' 
and  AO  =  II  geht  in  Fig.  9a  durch  den  Schnittpunkt  a  der  Seil- 
polygonseiten 77'  und  77,  und  die  Mittelkraft  aus  OB  =  III  und 
BO'  =  Iir  geht  durch  den  Punkt  ft.  Beide  Mittelkräfte  sind  parallel 
zur  Geraden  00'-,  sie  müssen  sich  gegenseitig  tilgen,  und  dies  ist  nur 
möglich,  wenn  die  Gerade  ab\\  00'  ist.  In  gleicher  Weise  kann  man 
schließen,  daß  ia  \\  00'  und  be  \\  00'  sein  muß. 
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6.  Eine  unendlich  ferne,  nnendlioli  kleine  Kraft  als  Hittelkraft 
endlicker  Kräfte.  Das  Kräftepaar.  Entspricht  den  Kräften  P^^  P^, 
Pj  und  P4  (Fig.  10)  ein  geschlossenes  Kräftepolygon,  so  ist  die 
Mittelkraft  gleich  Null.  Das  mit  dem  Pole  0  gezeichnete  Seilpolygon 
AB  CD  wird  sich  im  allgemeinen  nicht  schließen.  Denkt  man  dann 
in  den  Punkten  Ä,  B,  C>  D  die  Seilkräfte  tätig,  so  wird  Gleichgewicht 
herrschen,  da  an  jedem  dieser  Punkte  drei  miteinander  im  Gleich- 
gewichte befindliche  Kräfte  angreifen.  Nun  heben  sich  aber  von  den 
Seilkräften  nur  die  77,  777,  IV  paarweise  auf,  so  daß  die  Kräfte  P,, 
Pg,  P3,  P^  nicht  für  sich  allein,  sondern  mit  den  beiden  Kräften  7  im 


Fig.  10  a  u.  b. 

Gleichgewichte  sind.  Diese  beiden  Kräfte  schneiden  sich  auf  der  un- 
endlich fernen  Geraden  der  Ebene;  ihre  Mittelkraft  ist  unendlich  klein; 
ersetzt  man  diese  durch  eine  gleich  große,  aber  entgegengesetzte  Kraft, 
so  erhält  man  die  unendlich  feime,  unendlich  kleine  Mittelkraft  der 
Kräfte  P„  P„  P3,  P,. 

Die  Kräfte  7  in  Fig.  10  a  bilden  ein  Kräftepaar;  ihren  gegen- 
seitigen Abstand  h  nennt  man  den  Ann  und  das  Produkt 

37=  7.  A 
aus  Kraft  und  Arm  das  Moment  des  Kräftepaares:  dasselbe  ist  unab- 
hängig  von  der  Lage  des  Poles  und  wird  deshalb  als  das  Maß  des 
Kräftepaares  beziehungsweise  der  diesem  gleich  zu  achtenden  unendlich 
fernen,  unendlich  kleinen  Kraft  angesehen. 

Der  Beweis  für  diesen  Satz  ist  folgender.  Ist  0'  ein  neuer  Pol 
(Fig.  11),  so  ist  die  Gerade,  welche  den  Schnittpunkt  E  der  einander 
entsprechenden  ersten  Seilpolygonseiten  7  und  7'  mit  dem  Schnittpunkte  F 
der  einander  entsprechenden  letzten  Seiten  7  und  T  verbindet,  parallel 
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zur  Yerbindungslinie  00*  der  beiden  Pole.    Hiemach  ist  bei  ange- 
nommener Lage  der  ersten  Seite  I'  des  neuen  Seilpolygons  die  Lage  der 


Fig.  11  a  u.  b. 


letzten  Seite  /'  gegeben  und  mithin  auch  das  Moment -lf= /'»ä'  des 
Paares  (/'  /'),  dessen  Arm  gleich  K  sein  möge.  Verlängert  man  die 
erste  Seite  T  bis  zu  ihrem  Schnittpunkte  O  mit  der  letzten  Seite  /, 
so  erhält  man  das  Dreieck  OEF,  welches  dem  Dreiecke  aOO'  ähnlich 
ist  Bedeuten  für  das  letztere  Dreieck:  s  und  s'  die  Längen  der  Lote, 
welche  beziehungsweise  aus  den  Ecken  0'  und  0  auf  die  Seiten  /  und 
r  gefällt  werden,  so  ergibt  sich 

h  s 

h         s 
Nun  ist  aber  der  doppelte  Inhalt  des  Dreiecks  aOO'=  I-s  =  T-s^ 

mithin  —7-  =  -—, 


und  es  folgt  deshalb  -n-  =  —f-  und  hieraus  I-h-=  r*h\ 


_r 

K  ~  I 
was  zu  beweisen  war. 

Kehrt  man  in  Fig.  IIa  den  Sinn  der  beiden  Kräfte  T  um,  so 
gelangt  man  zu  einem  Kräftepaare  {T  J^,  welches  mit  dem  Kräfte- 
paare (/  J)  im  Gleichgewichte  ist;  die  Momente  beider  Paare  sind 
entgegengesetzt  gleich. 

7.  Gleichgewiohtsbedingangen.  Verschiebt  man  in  Fig.  10  a  die 
Kraft  P4  parallel  mit  sich  selbst,  bis  sie  durch  den  Schnittpunkt  H 
der  Seilpolygonseiten  I  und  IV  geht,  so  schließt  sich  das  Seilpolygon, 
Die  beiden  Seilkräfte  /  tilgen  sich,  und  die  Kräfte  Pj,  P,,  P3,  P^  sind 
miteinander  im  Gleichgewichte.    Das  von  der  Lage  des  Poles  unab- 
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hängige  Moment  /•  A  wird  infolge  der  Verlegung  von  P^  gleich  Null, 
und  mit  ihm  verschwindet  auch  die  unendlich  ferne,  unendlich  kleine 
Kraft,  welche  vorher  zur  Herstellung  des  Gleichgewichtes  hinzugefügt 
werden  mußte.     Man  darf  aussprechen: 

Pur  das  Gleichgewicht  von  Kräften,  die  in  derselben  Ebene 
an  verschiedenen  Punkten  angreifen,  ist  erforderlich  und  aus- 
reichend, daß  diesen  Kräften  ein  geschlossenes  Kräftepolygon 
nnd  ein  geschlossenes  Seilpolygon  entsprechen  oder,  was  das- 
selbe heißt,  daß  sie  keine  Mittelkraft  besitzen. 
Bei  der  zweiten  Fassung  der  Gleichgewichtsbedingung  ist  zu  be^ 
achten,  daß  die  Kräfte  auch  keine  unendlich  ferne,  unendlich  kleine 
Mittelkraft  haben  dürfen. 

8.  Parallele  Kräfte.  Bestimmung  des  Sohwerpnnktes  einer  Flache. 
Die  Anwendung  des  Seilpolygons  erweist  sich  namentlich  als  vorteil- 
haft, wenn  die  Mittelkraft  paralleler  Kräfte  P^,  Pg,  Pg,  P^  (Fig.  12  b) 
bestimmt  werden  soll.  Der  Kräftezug  ist  hier  eine  Gerade  (Fig.  12  a), 
O  ist  der  beliebig  gewählte  Pol.    Durch  den  Schnittpunkt  der  beiden 


äußersten  Seilpolygonseiten  /  und  V  geht 

Jf?  =  P,  =  P,  +  P,-hP4=SP. 

1 

Es  kann  auch  das  Seilpolygon  zur  graphischen  Bestimmung  des 
Schwerpimktes  einer  Fläche,  welche  sich  in  einzelne  Teile  mit  ge- 
gebenen Schwerpunkten  zerlegen  läßt,  benutzt  werden. 

Um  z.  B.  den  Schwerpunkt  der  in  Figur  13  dargestellten  Fläche 
(welche  etwa  den  Querschnitt  eines  eisernen  Trägers  bedeuten  möge) 
zu  finden,  fasse  man  die  Inhalte  i<\,  t\^  t\  der  3  Rechtecke,  aus 
denen  die  Fläche  besteht,  als  parallele  Kräte  auf,  welche  einmal 
in  der  Richtimg  ÄB^  dann  in  der  Richtung  AB'  wirken.  Hierauf 
bestimme  man  für  diese  beiden  Fälle  die  Lage  der  Mittelkraft  S-F. 
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Man  findet  auf  diese  Weise  zwei  Schwerachsen  S  und  S\  deren 
Schnittpunkt  der  gesuchte  Schwerpunkt  ist  Die  Richtungen  AB  und 
Ä'B'  sind  willkürlich. 


Da  beim  Zeichnen  der  Kräftezüge  in  Fig.  13  die  Flächeninhalte 
der  Rechtecke  durch  Linien  dargestellt  werden,  welche  sich  zueinander 
verhalten  wie  F^:F^:F^^  so  empfiehlt  es  sich,  die  drei  Rechtecke 
in  solche  von  gleicher,  beliebig  gewählter  Grundlinie  zu  verwandeln, 
deren  Höhen  dann  den  Inhalten  F^,  jPj,  F^  proportional  sind. 

Um  z.  B.  das  Hechteck  ABCD^  Fig.  14,  in  ein  anderes 
zu  verwandeln,  dessen  eine  Seite  =  2>^  ist,  zieht  man  die 
Gerade  CE  und  hierauf  AO\\EC.  Es  ist  dann  DO  die 
zweite  Seite  des  Rechtecks,  weil  ED:CD  =  ADiGD^  mit- 
hin ED'GD  =  CDAD. 

Wird  der  Schwerpunkt  einer  krummlinigen 
Figur  gesucht,  so  ist  diese  in  Streifen  zu  zerlegen, 
welche,  wenn  möglich,  gleiche  Breite  erhalten  und 
so  schmal  sein  müssen,  daß  sie  mit  genügender 
Genauigkeit  als  Rechtecke,  Trapeze  oder  Dreiecke 
betrachtet  werden  dürfen. 


B 

c 

/ 

0 

/ 

/ 

// 

/ 
/ 

A 
Fig.  14. 


§2. 
Zerlegung  der  Kräfte  in  der  Ebene. 

9.  Die  Zerlegung  einer  Kraft  R^=ac  (Fig.  3a)  in  zwei  Seiten- 
kräfte, deren  gegebene  Richtungen  die  R  in  demselben  Punkte  a  schnei- 
den, erfolgt  mit  Hilfe  des  Parallelogramms  der  Kräfte.     Vergl.  No.  1. 
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Die  eindeutige  Zerlegung  von  R  in  mehr  als  zwei,  die  Kraft  R 
in  demselben  Punkte  treffende  Seiteniräfte  ist  nicht  möglieh;  vielmehr 
läßt  diese  Aufgabe  unendlich  viele  Lösungen  zu. 

10.  Um  P  in  zwei  ihm  parallele  Seitenkräfte  A  und  B  (Mg.  15) 
zu  zerlegen,  verbinde  man  die  drei  Kräfte  durch  ein  beliebiges  Seil- 
polygon, dessen  Seiten  /,  //  und  III  sein  mögen.    Hierauf  ziehe  man 


Fig.  15  a  u.  b. 

durch  die  Endpunkte  der  Kraft  P  Parallelen  zu  I  und  77,  um  im 
Schnittpunkte  0  derselben  den  Pol  zu  finden.  Eine  durch  0  zur 
Seilpolygonseite  777  gezogene  Parallele  zerlegt  P  in  ^  und  Ä  Den 
Beweis  zu  führen,  vereinige  man  A  und  B  mit  Hilfe  des  dem  Pole  0 
entsprechenden  Seilpolygons  zu  einer  Mittelkraft  Man  findet  dann, 
daß  diese  =  ^  -|-  J5  =  P  ist  und  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden 
äußersten  Seilpolygonseiten  7  und  77  geht.     Vergl.  No.  8. 

11.  In  gleicher  Weise  läßt  sich  jetzt  die  für  die  Folge  wichtige 
Aufgabe  lösen,  zwei  der  Lage  nach  gegebene  parallele  Kräfte  A  und  B 
(Kg.  16)  zu  finden,  welche  den  ihnen  parallelen  Kräften  P^,  P,,  Pj 
und  P^  das  Gleichgewicht  halten. 

Die  Kräfte  P  werden  in  Fig.  16a  aneinander  gereiht;  hierauf 
wird  der  Pol  0  gewählt  und  ein  Seilpolygon  gezeichnet,  dessen  äußerste 
Seiten  7  und  V  (durch  deren  Schnittpunkt  die  Mittelkraft  R  =  2P  geht) 


Fig.  16  a  u.  b. 

die  Richtungen  von  A  und  B  beziehungsweise  in  a  und  b  schneiden. 
Nachdem  das  Seüpolygon  durch  die  Verbindungslinie  s  der  Punkte  a 
und  b  geschlossen  worden  ist,  wird  durch  den  Pol  0  zu  i?  eine  Parallele 
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gezogen.  Diese  zerlegt  die  Kraft  JB  =  2P  in  Ä  und  B,  Der  obere 
Teil  ist  gleich  ^;  denn  diese  Kraft  ist  im  Punkte  a  mit  den  Seil- 
kräften I  und  s  im  Gleichgewichte,  muß  also  mit  den  Seilstrahlen  I 
nnd  s  ein  Dreieck  bilden,  und  ebenso  folgt,  daß  B  mit  den  Strahlen  s 
und   V  ein  Dreieck  bildet 

12.   Sollen  (Fig.  17)  drei  nicht  durch  denselben  Punkt  gehende, 
der  Lage  nach  bekannte  Kräfte  X,  Y\md  Z  gefunden  werden,  welche 


einer  gegebenen  Kraft  R  das  Gleichgewicht  halten,  so  bringe  man 
nach  Belieben  je  zwei  der  vier  Kräfte  iJ,  X,  T  imd  Z  miteinander 
zum  Schnitt,  z.  B.  R  und  Z,  femer  X  und  F,  imd  addiere,  mit  der 
Yerbindungslinie  der  beiden  Schnittpunkte  zusammenfallend,  zwei 
sich  aufhebende  Kräfte  L.  Nun  bestimme  man  L  und  Z  aus  der 
Bedingung,  daß  sich  die  Kräfte  iJ,  L  und  Z  am  Schnittpunkte  [RZ] 
das  Gleichgewicht  halten,  daß  ihnen  also  ein  geschlossenes  Dreieck 
abca  Fig.  17b  entsprechen  muß  und  hierauf  X  und  Y  aus  der  Be- 
dingung, daß  diese  beiden  Kräfte  am  Punkte  [XY]  mit  der  nunmehr 
gegebenen  L  im  Gleichgewichte  sind. 

Ist  die  Aufgabe  gestellt,  eine  gegebene  Kraft  R  in  drei  der  Lage 
nach  bekannte  Kräfte  X,  Y  und  Z,  welche  nicht  durch  denselben 
Punkt  gehen,  zu  .\erlegefi,  so  hat  man  nur  nötig,  die  vorhin  (Fig.  17b) 
gefundenen  Kräfte  X,  Y,  Z  durch  gleich  große  aber  entgegengesetzt 
wirkende  zu  ersetzen. 

Die  eiudeutige  Zerlegung  einer  Kraft  nach  vier  oder  mehr  Rich- 
tungen, die  mit  ihr  in  derselben  Ebene  liegen,  ist  unmöglich.  Es 
besitzt  diese  Aufgabe  unendlich  viele  Lösungen. 

§3. 

Von  den  statischen  Momenten  der  Kräfte. 

13.  Begriffe.  Unter  dem  statischen  Momente  M  einer  Kraft  P 
in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  (Momentenpimkt  oder  Mo7nentenpol)  C 
versteht  man  das  aus  P  und  seinem  Abstände  e  von  C  gebildete  Pro- 
dukt; es  ist  also  M=Pe. 
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Geometrisch  erklärt  ist  das  Moment  M  gleich  dem  doppelten  In- 
halte des  Dreiecks  ABC^  Rg.  18,  dessen  Grundlinie  die  Kraft  P,  und 

dessen  Spitze  der  Drehpunkt  C  ist  Der  Sinn 
dieses  Dreiecks  wird  durch  den  Sinn  der  Kraft 
P  bestimmt.  Die  Momente  der  Kräfte  P  und 
y  in  Kg.  18  haben  also  entgegengesetzten 
Sinn.  Das  Moment  M=Pe  heißt  ein  rechts 
drehendes  (d.  i.  im  Sinne  des  Uhrzeigers 
drehendes);  es  wird  positiv  angenommen,  und 
im  Gegensatze  hierzu  ist  der  analytische  Aus- 
druck für  das  Moment  von  P' 
M'  =  —  PV. 


Fig.  18. 


14.  Lehrsatz:  Die  Summe  der  Momente  beliebig  vieler  in  der- 
selben Ebene  gelegener  Kräfte  y  bezogen  auf  irgend  einen  Punkt 
dieser  Ebene,  ist  ghieh  dem  Momente  ihrer  Mittelkraft  in  Bexug  auf 
denselben  Punkt. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  betrachten  wir  zimächst  die  beiden 
Kräfte  Pj  und  P,  (Rg.  19),  deren  Mittelkraft  =  P  sem  möge,  ver- 
binden den  Punkt  A^  in  welchem 
sie  sich  schneiden,  mit  dem 
Drehpunkte  C  durch  eine  Ge- 
rade imd  projizieren  die  Kräfte 
Pj,  Pg,  R  auf  die  zur  AC  Senk- 
rechte CF.  Sind  die  Projek- 
tionen jener  Kräfte  beziehungs- 
weise: CE  =  P\',  EF=P'^', 
C'F  =  R\  so  ist  das  Moment 
der  Kraft  P^ 


-JB 


^^^C 


Fig.  19. 

M=2'^ABC=ÄC'P',, 


das  Moment  von  P, 

M^=AC'P'^ 
und  dasjenige  von  R 

3f=AC'R\ 
Da  nim  iJ'  =  P'j  -f-  P',  ist,  so  folgt 

M=  M^  -\-  JM,,  w.  z.  b.  w. 

Um  den  Satz  für  zerstreut  in  der  Ebene  wirkende  Kräfte,  z.  B. 
Pi,  Pj,  P3,  P^  Rg.  20*)  zu  beweisen,  setze  man  dieselben  mittels 
eines  Seilpolygones  zu  ihrer  Mittelkraft  R  zusammen  und  denke  in  den 
Endpunkten  des  Seilpolygons  die  sich  paarweise  aufhebenden  Seilkräfte 


♦)  Vergl.  auch  Fig.  21. 
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tätig;    sie   wurden    in    Mg.  20   mit   J,    I\   II,   IT,   III,  IIT 
bezeichnet,  wobei  /=/;  11=11';  111=111'  u.  s.  w. 

Da  nun  am  Punkte  Ä  die  drei  Kräfte 
II,  T  und  P^  miteinander  im  Gleichge- 
wicht sind,  so  ist  die  der  Kraft  //  ent- 
gegengesetzt gleiche  IT  die  Mittelkraft 
aus  den  Kräften  /'  und  P^,  und  ihr  Mo- 
ment ist  deshalb  gleich  der  Summe  der 
Momente  von  T  und  P, .  Bezeichnet  man 
also  ganz  allgemein  das  Moment  einer 
Kraft  Q  mit  M^,  so  erhält  man 

Mn'  =  Mr^M^^ 
und  ebenso  ergibt  sich 

.    Mm'  =  Mu'  +  Mp^ 
Miv'  =  Mm'  +  Mp^ 
Mr'  =  Mjr  +  Mp^=M,'  +  Mp^  +  Mp^  +  Mp^  +  Jfp^. 
Da  mm  R  die  Mittelkraft  aus  V  und  /  ist,  so  folgt  noch 
M^=Mi+Mr'  d.  i. 

M^=M,^M,'^Mp^  +  Mp^-^Mp^  +  Mp^, 
und  in  der  letzten  Gleichung  tilgen  sich  auf  der  rechten  Seite  die  ent- 
gegengesetzt gleichen  Momente  der  entgegengesetzt  gleichen  Kräfte  / 
und  /'.     Es  ist  deshalb 

was  zu  beweisen  war. 

Ganz  ebenso  kann  der  Beweis  für  beliebig  viele  Kräfte  geführt 
werden. 

15.  BesUmmung  des  statischen  Momentes  beliebig  vieler  in  der- 
selben Ebene  wirkender  Kräfte.  Um  das  Moment  der  Kräfte  P^,  P,, 
Pj  und  P^  in  Bezog  auf  den  Drehpunkt  C  zu  ermitteln,  wird  man 
(Mg.  21)  zunächst  die  Mittelkraft  R  aufsuchen,  indem  man  den  aus 
Pi,  Pj,  Pj  und  P4  gebildeten  Kräftezug  durch  die  Linie  LN=R 
unterspannt  und  diese  Linie  mit  einem  Pfeile  versieht,  welcher  den 
ümfahrungssinn  des  Kräftepolygons  unstetig  macht.  Nim  wählt  man 
den  beliebigen  Pol  0,  zeichnet  das  Seilpolygon  und  findet  in  dem 
Schnittpunkte  E  der  beiden  äußersten  Seilpolygonseiten  einen  Punkt 
der  Kraft  iZ.    Jetzt  kann  man  M=  Rr  berechnen  oder  auch  kon- 

Rr 
stniieren.    Dazu  schreibt  man  if=-— -  und  faßt  Jf  als  vierte  Pro- 
portionale zu  den  Größen  2?,  r  und  1  auf. 

Der  Wert  M  läßt  sich  aber  noch  in  einer  anderen,  für  die  Folge 
sehr  vorteilhaften  Form  daretellen.    Zieht  man  durch  den  Drehpunkt  C 

MAller-Bretlaa,  Orapbitohe  BUtik.    L  2 


Digitized  by 


Google 


18 


Erster  Abschnitt.  -—  §  3. 


ZU  R  eine  Parallele,  welche  die  Seilpolygonseiten  I  und  F  in  J  imd  F 
schneidet,  und  setzt  FJ=^y^  so  folgt  aus  der  Ähnlichkeit  der  beiden 


Fig.  21  a  u,  b. 
Dreiecke  EFJ  imd  OLN  (deren  Seiten  beziehungsweise  parallel  sind) 

wobei  H  die  Polweite  der  Kraft  R  bedeutet     Es  ist  also  Hy  =  Rr^ 
mithin 

und  es  ergibt  sich  der  Satz: 

Das  statische  Moment  beliebig  vieler  Kräfte  in  der  Ebene 
ist  gleich  dem  Produkte  ans  der  Pohreite  ihrer  Mittelkraft  R 
und  aus  der  Strecke,  welche  von  den  äußersten  Seilpolygon- 
seiten  auf  einer   durch   den  Drehpunkt   C  xu  R  gezogenen 
Parallelen  abgeschnitten  wird. 
Über  das  Vorzeichen  des  Momentes  entscheidet  sein  Drehungs- 
sinn.   Das  Moment  der  Kraft  R  in  Pig.  21a  ist  rechtsdrehend,  also 
positiv.    Je   näher   C  an  R  rückt,   desto   kleiner  wird  y   und   desto 
kleiner   auch   M.    Fällt  C  mit  R  zusammen,  so  wird  y  =  0.     Liegt 
C  oberhalb  Ä,  so  ist  y  negativ  zu  nehmen;    man    erhält   dann    ein 
negatives  M. 

Die  letztbeschriebene  Darstellungsweise  des  Momentes  ist  deshalb 
vorteilhaft,  weil  der  Pol,  dessen  Lage  willkürlich  angenonnnen  werden 
darf,  so  gewählt  werden  kann,  daß  die  Polweite  H  durch  eine  runde 
Zahl  ausgedi'ückt  wird.     Nimmt  man  i7=  1,  so  folgt 

3/=//. 
In  dem  Produkte  Rr  ist  die  Größe  R  in  Kräfteeinheiten  (z.  B.  in 
Kilogi'ammen)  und  /•  in  Längeneinheiten  (z!  B.  in  Metern)  auszudrücken. 
Hingegen  ist  es  bei  der  Berechnung  von  Hy  gleichgültig,  ob  H  mit 
dem  Kräftemaßstabe  und  y  mit  dem  Längenmaßstabe  gemessen  wird, 
oder  umgekehrt. 
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"Wir  werden  in  der  Folge  unter  H  (falls  nicht  das  Gegenteil  be- 
sonders hervorgehoben  wird)  eine  Kraft  verstehen. 

16.  Parallele  Er&fte  In  der  Ebene.  Der  in  No.  15  ausgesprochene 
Satz  findet  namentlich  Anwendung,  wenn  es  sich  um  die  Bestimmung 
des  Momentes  paralleler  Kräfte  handelt. 

Ist  z.  B.  das  Moment  der  parallelen  Kräfte  A,  P^  und  P,  (Fig.  22) 
für  den  Drehpunkt  C  gesucht,  so  werden  die  Kräfte  in  der  Reihen- 
folge -4,  Pj,  Pj  aneinandergesetzt  und  von  dem  beliebig  gewählten 
Pole  aus  die  Sti-ahlen  s^  /,  //,  III  gezogen.  Der  Strahl  s  geht  nach 
dem  Anfangspunkte  und  der  Strahl  ///  nach  dem  Endpunkte  des  Kräfte- 
zuges; mithin  sind  in  Figm-  22  a,  in  welcher  das  Seilpolygon  dargestellt 


4 

c^ 

' 

TS. 

-^ 

^ 

% 

Fig. 

22  a  1 

1.  b. 

— ^ 


ist,  die  Seiten  s  und  ///  die  äußei-sten;  sie  schneiden  auf  dei- 
durch  C  zur  Mittelkraft  A  —  I\  —  P,  parallel  gezogenen  Geraden  die 
Strecke  y  ab,  welche  mit  der  Polweite  jener  Kraft,  d.  i.  mit  dem  vom 
Pole  auf  den  Kräftezug  gefällten  Lote  Ä,  multipliziei*t  das  Moment 
liefert. 

Das  Moment  M=  Hy  ist  positiv;  denn  es  wirkt,  wegen  J^P^-f-Pg, 
die  Mittelkraft  P  ==  ^1  —  P,  —  I\  in  demselben  Sinne  wie  J,  also  auf- 
wärts, und  es  liegt  außerdem  R  links  vom  Drehpunkte  T,  weil  es 
durch  den  Schnittpunkt  der  nach  links  konvergierenden  Seilpolygon- 
seiten III  und  s  geht.  Daraus  folgt  aber,  daß  das  Moment  von  R  ein 
rechtsdrehendes  ist. 

17.  Eine  andere  für  die  Folge  sehr  wichtige  Aufgabe  lautet:  Ge- 
geben sind  die  parallelen  Kräfte  P,,  P„  ig,  P^,  Pg,  Pg,  gesucht  wii-d 
ihr  Moment  M  für  den  Drehpunkt  C,  femer  das  Moment  M'  der 
Kräfte  P,,  P„  Pg  für  den  Drehpunkt  C\    Fig.  23. 

Die  Kräfte  werden  in  der  Reihenfolge  1\,  Pg  .  .  .  1\  (Fig.  23b)  an- 
einandergesetzt, und  der  Pol  wird  in  beliebiger  Weite  //  vom  Kräftezuge 
so  gewählt,  daß  der  Seilstrahl  7  senkrecht  zur  Richtung  der  Kräfte  P 

2* 
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ist    Hierauf  wird  (Fig.  23  a)  das  Seüpolygon  gezeichnet  und  die  Seite  / 
desselben  verlängert.    Zieht  man  jetzt  durch  C  eine  Parallele  zur  Mittel- 

s 

kraft  SP,  und  niißt  die  Strecke  y,  welche  auf  jener  Parallelen  durch 

1 
die  äußersten  Polygonseiten  I  und  VII  abgeschnitten  wird,  so  erhält 


p. 

r               y 

ii^» 

/ 

^J^ 

m,^>^^^^ 

'ik 

Fig.  23  a 

11.  b. 

man  J/,  =  —  Hy,  Dieses  Moment  ist  negativ,  weil  alle  Kräfte  links 
um  C  drehen.  Ebenso  findet  man  für  den  Drehpunkt  C  das  Moment 
der  Kräfte  P^,  1\,  P3, 

M^  =  —  Hy\ 

denn  /  und  IV  sind  die  äußersten  Seilpolygonseiten  in  Bezug  auf  die 
Gruppe  P,,  Pg,  P3.     Man  kann  hiemach  aussprechen: 

Irgend  ehie  Ordinate  des  Seilpohjgon^  paralleler  Kräfte  in 
Fig,  23a,  bezogen  auf  die  zur  Kraftrirhtung  senkrechte  Polygon- 
Seite  I  als  Abscissenacfise,  ist  demMofnente  propartianal,  welches 
die  vor  der  Ordinate  gelegerien  Kräfte  in  Bexug  auf  irgefid 
einen  auf  der  Ordinate  angenommenen  Drehpunkt  ausüben. 


§4- 

Zusammensetzung  der  Kräfte  im  Räume/) 

18.  Statisohe  Momente  und  Mittelkraft  paralleler  Er&fte.  Werden 
parallele  Kräfte  P^^  P^^  P^ durch  eine  zu  ihrer  Rich- 
tung   senkrechte   Ebene   E   in   den   Punkten   A^^  Ä^^  Ä^ 

♦)  Eine  eingehendere  Theorie  der  Kräfte  im  Räume  findet  sich  im  dritten 
Bande  dieses  Buches. 


Digitized  by 


Google 


Zusammensetzimg  der  Kräfte  im  Räume. 


21 


(Fig.  24)  geschnitten,  und  sind  a?^,  y^  (wo  m  eine  beliebige  Ordnungs- 
ziffer) die  Koordinaten  von  A^  bezüglich  eines  in  der  Ebene  E  an- 


Fig.  24. 

genommenen,  im  allgemeinen  schiefwinkligen  Achsenkreuzes,  so  nennt 
man  die  Produkte  P^x^  und  P^y^  die  statischen  Momente  der  Kraft  P^ 
in  Bezug  auf  die  Achsen  y  und  x. 

Sind  weiter  $  und  tj  die  Koordinaten  des  Punktes  S,  in  welchem 
die  Ebene  E  von  der  Mittelkraft  Ä  =  Pi  +  Pj+...  =  SP  geschnitten 
wird,  so  läßt  sich  nachweisen,  daß 

(1)  i27)  =  P,y,  +  P,i/,+  P3i,3+...  =  SPy  und 

(2)  P$=P,x,  +  P,x,+  P,^3  +  ...  =  SPx 

ist,  daß  also,  bezogen  auf  irgend  eine  Achse,  das  Moment  der  Mittel- 
kraft R  gleich  ist  der  Summe  der  Momente  aUer  Kräfte  P 

Vereinigt  man  nämlich  Pj  und  P^  in  einer  durch  diese  beiden 
Kräfte  gelegten  Ebene  E'  zur  Mittelkraft  P,_2?  ^^  i^^  ^^^^  N^-  14 
das  Moment  von  Pi_2  in  Bezug  auf  den  Punkt  P,  in  welchem  die 
Ebene  E'  die  a?- Achse  schneidet,  gleich  der  Summe  der  auf  denselben 
Drehpunkt  bezogenen  Momente  der  Kräfte  P^  und  P,.  Trifft  also 
-Bj-,  die  Ebene  E  im  Punkte  C,  so  ist 
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und  hieraus  folgt,  wenn  die  Ordinate  von  Cmit  ij^.,,  bezeichnet  wird, 

denn  es  verhält  sich 

Indem  man  jetzt  i?i_j  mit  P^  zur  Ri-^  zusammensetzt,  sodann 
jRi_8  mit  P^  zur  i?i_4  u.  s.  f.,  findet  man 

und  gelangt  schließlich  zur  Gleichung  (1)  und  auf  demselben  Wege 
zur  Gleichung  (2). 

Aus  (1)  und  (2)  ergeben  sich  für  die  Koordinaten  des  Punktes  S 
die  Werte 

^^,  SP//        ,    ,       SPx 

(3)     1=2P-   "^^    ^=2P' 

Um  die  Lage  des  Punktes  S  auf  graphischem  Wege  zu  finden, 
nehme  man  die  Kräfte  P  in  der  Ebene  E  wirkend  an,  zuerst  parallel 
zur  .X-Achse,  hierauf  parallel  zur  //-Achse  und  bestimme  mit  Hilfe 
von  Seilpolygonen  (nach  No.  8)  die  Lagen  ihrer  Mittelkräfte  SP, 
deren  Schnittpunkt  der  gesuchte  Punkt  S  ist 

Beim  Zeichnen  der  Kräftezüge  ist  auf  das  Vorzeichen  der  P  zu 
achten.  Es  empfiehlt  sich,  die  positiven  P  im  Sinne  der  positiven 
Koordinatenachsen  aufzutragen.  Ist  also  beispielsweise  für  den  in 
Fig.  24  dargestellten  Fall  die  Ebene  E  wagerecht  und  die  Kraftrich- 
tung im  Sinne  der  Schwere  die  positive,  so  ist  die  im  Sinne  von 
( — x)  bezieh.  ( — y)  gezeichnete  Kraft  Pg  von  unten  nach  oben 
wirkend. 

19.  Allgemeine  Zusammensetzung   der   Kräfte  im  Banme.    Um 

beliebig  gerichtete,  im  Räume  zerstreute  Kräfte  zusammenzusetzen, 
bestimhie  man  den  Durchschnittspunkt  A  jeder  Kraft  P  mit  einer  will- 
küi'lich  angenommenen  Ebene  JE,  verschiebe  die  Kraft  P  in  ihrer  Rich- 
tung bis  zum  Punkte  Ä  und  zerlege  sie  dort  in  zwei  Seitenkräfte, 
deren  eine  in  der  Ebene  E  liegt,  während  die  andere  senkrecht  hierzu 
ist.  Sodann  vereinige  man  alle  zur  E  senkrechten  Kräfte  mit  Hilfe 
des  in  No.  18  gelehrten  Verfahrens  zu  ihrer  Mittelkraft  N  und  alle  in 
der  Ebene  E  gelegenen  Kräfte  nach  §  1  zu  ihrer  Mittelkraft  Q, 

Schneiden  sich  N  und  Q,  so  können  sie  zu  einer  Kraft  R  ver- 
einigt werden;  im  Gegenfalle  aber  lassen  sie  sich  nicht  weiter  zusammen- 
setzen, und  es  ist  dann,  wegen  der  willkürlichen  Lage  der  angenommenen 
Ebene  E^  möglich,  die  gegebenen  Kräfte  auf  unendlich  viele  verschie- 
dene Weisen  durch  zwei  Kräfte  zu  ersetzen. 
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^ 


Soll  eine  zur  Ebene  E  parallele  Kraft  P  auf  die  angegebene  Art  und 
ohne  Benutzung  der  unendlich  fernen 
Geraden  jener  Ebene  zerlegt  werden,  so 
füge  man  zwei  sich  aufhebende,  zur 
Ebene  E  senkrechte  Kräfte  P',  welche 
P  schneiden,  hinzu,  setze  P  mit  der 
einen  zur  Mittelkraft  P"  zusammen,  bringe 
die  P"  mit  der  Ebene  E  zum  Schnitt  /_ 
und  zerlege  sie  dort  wieder  in  P  und  P'. 
Mg.  25. 


-•p lEf- 


Pig.  25. 


r 


IL  Abschnitt. 


Höhere  Momente   paralleler,  in   derselben  Ebene 
wirkender  Kräfte.    Trägheitsmomente  und  Zentri- 
fugalmomente ebener  Querschnitte. 


§5. 
Höhere  Momente  paralleler  Kräfte. 

20.  Bestimmimg  höherer  Momente  mit  Hilfe  des  Gulmannsolien 
Verfahrens.  Sind  Pj,  P,,  P3  .  .  .  .  (Fig.  26)  parallele,  in  ein  und 
derselben  Ebene  {E)  gelegene  Kräfte  und  cTj,  Tg,  a?3  .  .  .  .  ihre  in 
irgend  einer  Eichtung  gemessenen  Abstände  von  einer  ebenfalls  in  der 
Ebene  E  gelegenen  Geraden  LL,  so  nennt  man  die  Summe 

Pj  0:7  +  ^«  •«  2  +  ^8  -^5  +    •  •  •  =  2  Px- 

das  Moment  n*^  Ordnung  der  Kräfte  P  in  Bexivg  auf  die  Achse  LL, 
Im  Falle  ?i  =  1  heißt  dieses  Moment  auch  das  statische  Moment 

der  Kräfte  P  (vergl.  §  3)  und  im  Falle  n  =  2  das  Trägheitsmoment; 

das  letztere  werden  wir  in  der  Regel  mit  J  bezeichnen. 

Kennt  man  für  irgend  eine  Kraft  P  den  Wert  Paf\  so  findet 

man  Px*=(Pj^"*)a?   als    das   Moment    erster    Ordnung   der   Größe 

Paf'^  in  Bezug  auf  die  Achse  LL^   und  es  leuchtet  ein,  daß  man, 

um  SPaf  zu   finden,   nur   nötig  hat,   der  Reihe   nach  die  statischen 

Momente 
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SP:r,  :SiPx)x,  2(Px«)x S(Paf-Ox 


darzustellen. 

Ist  nun  in  Fig.  26:  FN  das  Kräftepolygon  und  ABC  ...  das 
aus  dem  beliebigen  Pole  0  gezeichnete  Seilpolygon,  dessen  Seiten  die 
Achse  LL  in  den  Punkten  1,  2,  3,  4,  5,  6  schneiden  mögen,  so  sind 
die  Dreiecke 

1^2,  2B3,  3C4 , 

welche  die  Achse  LL  mit  je  zwei  aufeinander  folgenden  Seiten  des 


Fig.  26. 

Seilpolygons  bildet,  den  ihnen  entsprechenden  Kräftedreiecken 

FOG,  GOJ,  JOK 

ähnlich,  und  es  folgt,  weim  H  die  in  der  Richtung  x  gemessene  Pol- 
weite ist, 

x^:12  =  H:P^\  x^:  23  =  Ä:  P,;  u.  s.  w. 
und  hieraus 

F^x^  =  H\2\  P2j',=  ff23u.s.  w., 
Tnithin 

SP.T  =  Ä^(12  +  23  +  34 ), 
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wobei  die  einxelnen  Strecket:  12,  23,  34 mit  Bei'iicksichMffung 

ihrer  Vorzeichen,  welche  bei  im  gleichen  (positiven)  Sinne  Korkenden 
Kräften  mit  den  Vorxeiehen  der  entsprechenden  x  überei^istimmen,  zu 
addieren  sind. 

Schneiden  nun  die  äußersten  Seiten  des  Seilpolygons  auf  der 
Achse  LL  die  Strecke  16  =  w  ab,  so  ist,  ohne  Vorzeichen, 

:^Px  =  Hu, 

Für  den  in  Kg.  26  dargestellten  Fall,  in  welchem  die  x  rechts 
von  LL  positiv  angenommen  wurden,  ergibt  sich  SPx  positiv,  weil 
die  Summe  der  positiven  Abschnitte  34,  45,  56  größer  ist  als  die  Summe 
der  negativen  Abschnitte  12,  23. 

Betrachtet  man  jetzt  die  Abschnitte  12,  23,  34 als  Kräfte, 

die  in  den  Richtangslinien  der  Kräfte  P^^  P^^  P^ wirken,  zeichnet  zu 

ihnen  aus  dem  beliebig  gewählten  Pole  O'  das  Seilpolygon  r  IT  IIT  . . . , 

dessen  Seiten  die  Achse  LL  in  den  Punkten  1'  2'  3' schneiden, 

und  setzt  die  der  Richtung  der  x  parallele  zweite  Polweite  =  a,  so 
findet  man,  auf  gleiche  Weise  wie  vorhin 

Xj :  1^2"'  =  a :  12 ;  a:, :  2^'  =  a  :  23 ;  u.  s.  w., 

hieraus   (wegen     r2  =  -^^;    2^  =  -^;....) 

P^x\  =  HaY2',  P^x\  =  Ha¥W\  u.  s.  w. 
und  schließlich 

J=  SPj;«  =  jffa(r~2"'  +  2^T  +  3^+  ....)  =  Hav, 
wo  V  die  Strecke  bedeutet,  welche  die  äußersten  Seiten  des  zweiten 
Seilpolygons  auf  der  Achse  LL  abschneiden  und  welche  stets  positiv 
ist,  sobald  alle  Kräfte  im  gleichen  (positiven)  Sinne  wirken.    Wenn  H 
mit  dem  Kräftemaßstabe  gemessen  wird,  stellen  a  und  v  Längen  vor. 

Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  wie  man  ein  Moment  beliebiger  Ord- 
nung zu  bestimmen  vermag.  Wird  SPa:'  gesucht,  so  faßt  man  die 
Abschnitte  1'2',  2.'3',  3'4'  .  .  .  (mit  Berücksichtigung  ihrer  Vorzeichen) 
als  parallele  an  die  Stelle  der  entsprechenden  P  tretende  Kräfte  auf, 
zeichnet  zu  ihnen  mit  der  Polweite  b  ein  Seilpolygon  und  bestimmt 
die  Strecke  w^  welche  dessen  äußerste  Seiten  auf  der  LL  abschneiden. 
Man  findet  (ohne  Vorzeichen) 

^Px^  =  Habw. 

Um  SPaf  zu  finden,  sind  n  Seilpolygone  zu  zeichnen.  Alle  Pol- 
weiten sind  in  der  Eichtung  der  x  zu  messen. 

21.  Bestimmniig  yon  J  nach  dem  Verfahren  von  Mohr.  Die 
Statik  der  Bauwerke  hat  es  außer  mit  statischen  Momenten  haupt- 
sächlich mit  Trägheitsmomenten  zu  tun.  Die  Ermittelung  der  letzteren 
läßt  sich  auch  mit  Hilfe  des  ersten  Seilpolygons  (7^  II,  III .  .  .  .)  vor- 
nehmen (Kg.  26).    Der  Inhalt  g  der  von  diesem  Polygone,  von  dessen 
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äußersten  Seiten  (/und  VI)  und  von  der  Achse  LL  eingeschlossenen 
Fläche  ilABCDE61)  ist  nämlich 

3  =  A  1^2  -j-  A  2Bd  +  A  304  + 

=  -  sin  a  (x,  12  +  a:,  23  +  X,  34  .  .  .) 

WO  OL  den  Winkel  bedeutet,  welchen  die  Bichtungen  der  P  und  x  mit- 
einander einschließen,  und  es  folgt  mithin 

(1)    J=:2Px^  =  ^^-. 

sm  a 

22.    Beziehungen  zwischen  zwei  auf  parallele  Achsen  bezogenen 

Trägheitsmomenten.    Haben  die  Kräfte  P^^  I\^  P^ (Mg.  26)  von 

der  mit  ihrer  Mittelkraft  SP  zusammenfallenden,  also  durch  den  Schnitt- 
punkt der  äußersten  Seilpolygonseiten  /  und  VI  gehenden  Achse  LqLq 

die  in  der  Richtung  der  x  gemessenen  Abstände  x\^  x\^  x\ , 

so  ist  ihr  Trägheitsmoment  J^,,  bezogen  auf  die  Achse  LqLq^ 

J,=2Px' 

und  ihr  statisches  Moment  in  Bezug  auf  LqLq 

SJV  =  0. 

Bezeichnet  man  nun  mit  e  den  in  der  Richtung  der  x  gemessenen 
Abstand  der  Achse  LL  von  der  LqLq  und  setzt  x  =  x'  -\-e^  so  er- 
hält man 

J=  2Px2  =  S  P(j:'  +  e)^  =  SP.t'2  +  2^SPx'  +  e^SP 
und  hieraus  ergibt  sich 

(2) J=jQ+e'^R 

In  gleicher  Weise  erhält  man  für  eine  zur  LqLq  parallele  Achse 
L^L^,  welche  von  der  LqLq  den  Abstand  e^  hat 

Ji=Jo+e]^P, 
und  es  folgt  deshalb  das  Gesetz 

(3) J,-J=(.;-.«)2P 


§6. 

Trägheitsmomente  und  Zentrifugalmomente  ebener  Querschnitte. 

23.  Erklärungen,  Die  Theorie  der  Momente  zweiter  Ordnung 
findet  namentlich  Anwendung  bei  der  Untei-suchung  von  geraden  Stäben, 
welche  auf  Biegungsfestigkeit  beansprucht  werden.  Bezieht  man  den 
Querschnitt  eines  solchen  Stabes  auf  ein  (in  der  Regel  rechtwinklig 
angenommenes)  Achsenkreuz  x,  y  (Kg.  27),  und  bezeichnet  mit  dF  den 
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Inhalt  eines  unendlich  kleinen  Teilchens  des  Querschnittes,  so  nennt 
man  die  über  den  ganzen  Quei-schnitt  auszudehnenden  Integrale 

J,  =  ///2rfi^;    j^  =  f,r^fiF;  J,^  =  jxydF 
die  Querschnittsmoniente  xireifer  Ordnung,     Es  heißt  auch 
J,  das  auf  die  x-Achse  bezogene  TrägheiUniowent, 

e/.y  das  ZentrifugalmonienL 

Da  die  Biegungsspannungen  in  geraden  Stäben  als  Funktionen 
der  3  Integrale  «/,?  J^i  J»^  dargestellt  werden  können,  so  ist  eine  eiji- 
gehende  Untersuchung  dieser  Werte  für  die  Statik  der  Bauwerke  von 
besonderer  Wichtigkeit.  Zunächst  wollen  wir  uns  nur  mit  den  Träg- 
heitsmomenten beschäftigen. 

24.  Bestimmimg  des  Trägheitsmomentes  einer  unregelmäßigen 
Figur  nach  dem  Verfahren  yon  Culmann.  Das  Trägheitsmoment 
J^  =  fy^dF  ist  unabhängig  von  den  Abscissen  x  der  Querschnitts- 
teüchen,  und  es  darf  mithin  imter  dF  der  Inhalt  eines  der  zur  x-Achse 
parallelen,  unendlich  schmalen  Streifens  vei^standen  werden.  (Vergl. 
Fig.  31  und  32.) 

Bei  der  graphischen  Bestinmiung  von  J  muß  man  nun  diese  un- 
endlich schmalen  Streifen  durch  solche  von  endlicher  Breite  ersetzen 

(Fig.  27).     Sind  F^,  F^,  F^ deren  Inhalte  und  y^,  y^,  y^ 

die  Abstände  ihrer  Schwerpunkte  von  der  j^-Achse,  so  ist  angenähert 
J,  =  F,y\-^  F,y\  +  F,y\+  ,  ,  ,  ,=:&FyK 


^^^^ 


Fig.  27. 

Vei-wandelt    man    sänitUche    Sti-eifen,    die    im    allgemeinen   ver- 
schieden große  Breiten  di,d^yd^  ....  erhalten  werden,  in  Rechtecke 
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von  der  gleichen  Grundlinie  a  und  bezeichnet  mit  x^^  ^2?  ^s  •  •  •  •  ^® 
Höhen  dieser  Bechtecke,  so  ist 

Fi=^ax^\  F^  =  ax^\  F^  =  ax^ 

und  man  erhält 

J,  =  a^y^x. 
Faßt  man  jetzt  die  Höhen  x  als  Kräfte  auf,  die,  in  den  Schwer- 
punkten der  Streifen  angreifend,  parallel  zur  x-Achse  wirken,  bestimmt 
nach  dem  in  No.  20  gelehrten  Verfahren  das  Moment  zweiter  Ordnung 
dieser  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Achse  x  (welche  in  Rg.  27  die  Schwer- 
punktsachse des  Querschnittes  ist)  und  bezeichnet  hierbei 

mit  «1  die  Polweite  für  das  erste  Seilpolygon  (I  II ,  .  .) 
„    ttg     „         „  „      „    zweite        „  {T  IT . . .) 

„    n    die  Strecke,    welche    die    äußersten  Seiten    des  zweiten 
Seilpolygons  auf  der  x-Achse  abschneiden, 
so  erhält  man  zunächst 

'2^y^x  =  a^a^n 
und  hierauf 

J^  =  aa^a^n. 
Die  Strecken  a,  «1,0,,  n^  sind  mit  dem  Längenmaßstabe  zu  messen. 
Für  a,  öj,  a^  sind  Längen  zu  wählen,  die  durch  nmde  Zahlen  aus- 
gedrückt werden. 

Die  einzelnen  Streifen,  in  welche  der  Querschnitt  zerlegt  wurde,  dürfen 
als  Trapeze  betrachtet  werden.  Ist  die  mittlere  Höhe  eines  Trapezes  =ä,  die 
Breite  =(f,  so  ist  sein  Inhalt:  F=hd^  und  es  folgt  aus  F^=az 

hd 


Diese   Länge   z   kann 


durch  Zeichnung  bestimmt  werden  (Fig.  29).  Um 
den  Trapezschwerpunkt  S  zu  finden  (Fig.  28),  trage 
man  auf  den  Verlängeningen  der  einander  parallelen 
Seiten  V,  ä"  die  Strecken  ab 

DE=CF=Aü=:h' 
BG^AH=CD  =  h" 
und    verbinde    G    mit    F   und    E  mit    H  durch 
gerade   Linien;   diese   schneiden   sich   in  S.     Zer- 
legt   man    nämlich    das   Trapez    in   zwei   Dreiecke 

mit  den  Inhalten      -  und  -— ,  so  findet  man  das 

statische  Moment   des  Trapezes   in  Bezug   auf  die 
Seite  W 


d\ 


23~^2'3"  6 

während  sich  andererseits,  wenn  e'  die  Länge  des 
von  S  auf  h'  gefällten  Lotes  ist, 


ergibt.    Hieraus  folgt  aber 


Digitized  by 


Google 


Trägheitsmomente.  29 
ebenso   —-  =- 


d        3(V+Ä")'  d  ~8(Ä'H-V')' 

nnd  schließlich 

e'  _   V+  2V^ 

e"  ~  Ä"+2V  ' 
welcher  Bedingung  die   in  Fig.  28  gefundene  Lage  des  Punktes  S  genügt.     Eine 
dritte   leicht  erhältliche  Schwerlinie  ist  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der 
Seiten  AB  und  CD. 

25.   Trägheitshalbmesser.    Die  durch  die  Oleich ung 

^'  —  F' 
(in  welcher  F  den  Inhalt  des  Querschnittes  bedeutet)  erklärte  Länge  i, 
nennt  man  den  auf  die  a;-Achse  bezogenen  Trägheitshalbmesser  des 
Querschnittes.  Hat  man  mit  Hilfe  des  in  No.  24  entwickelten  Ver- 
fahrens J^  in  der  Form  aa^a^n  dargestellt,  und  setzt  man  F=a2x, 
so  erhält  man 

.,_  a^a^n 

Um  diesen  Wert  zu  finden,  trage  man  zwischen  die  [äußersten 
Seilßtrahlen  /  und  X  des  ersten  Kräfteplanes,  parallel  zur  ÄB  =  2z 
(Kg.  27),  die  Gerade  CD  =  a,  ein,  ziehe  EO^f\^CD,  mache  'Ö^=  n 
und  errichte  in  0^  auf  der  EF  ein  Lot,  welches  den  über  EF  be- 
schriebenen Halbkreis  in  D  schneidet.     Es  ist  dann 


und  man  erhält:  OiZ>  =  4-*) 

26.  Besümmung  yon  J  f&r  einen  Querschnitt,  welcher  ans  Teilen 
besteht,  deren  Trägheitshalbmesser  bekannt  sind.  Es  sei  in  Fig.  30: 
SS  die  Schwerachse  eines  Querschnittes  vom  Lihalte  F,  xx  eine 
zur  SS  im  Abstände  e  gezogene  Parallele 
und  J,  das  Trägheitsmoment  des  Quer- 
schnitts, bezogen  auf  ss.  Dann  ist  nach 
Gleich.  2  in  No.  22,  bezogen  auf  xx 

(1)    J^  =  J.  +  Fe^ 
und,  wenn  J,  =  Fil  gesetzt  wird, 
J^  =  F(tl  +  e'). 
Trägt  man  auf  der  Geraden  ss  von  irgend  ^^*  ^^' 


t— 

•^ 

F 

ji 

l»'**. 

H'     A^-.f       ' 

Vx 

Vv^ 

i 

.r— 

b_ 

T 

-JL..r 

*)   Wird  nur  #,  gesucht  (nicht  J,),  so  nehme  man  ai  =  — Sar.      Es    ergibt 
sich  dann  u=z  1/  — *-n  als  mittlere  Proportionale  zu  o-a^  und  n. 
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einem  Punkte  A  aus  die  Sti*ecke  AB  =  i\  auf,  zieht  ACJ_xx  und 
verbindet  C  mit  B  durch  eine  Gerade,  so  hat  diese  die  Länge 


(2)   4  =  T^T+^ 
und  es  darf  somit  gesetzt  werden 

Es  läßt  sich  also  J,  deuten  als  das  auf  die  Achse  xx  bezogene 
Moment  2**'  Ordnung  einer  Kraft  F,  welche  im  Abstände  4  ^'on  der  xx 
und  parallel  zur  xx  wirkt 

%  ist  der  Trägheitshalbmesser  des  Querschnittes  F  in  Bezug  auf 
die  Achse  xx. 

Gelingt  es  nun,  einen  Quei^chnitt,  dessen  Trägheitsmoment  J^  ge- 
sucht wird,  in  Teile  F  zu  zerlegen,  deren  Trägheitshalbmesser  i^  be- 
kannt sind,  so  ist  man  im  stände,  auch  die  Trägheitshalbmesser  4  jener 
Teile  zu  bestimmen  und  erhält  dann  J^  in  der  Form 

Will  man  also  den  Fehler,  welcher  bei  der  in  Fig.  27  vorge- 
nommenen Ermittelung  von  J,  durch  die  Zerlegung  des  Querschnittes 
in  Streifen  von  endlicher  Breite  entstanden  ist,  beseitigen  (was  aber 
nur  bei  verhältnismäßig  breiten  Sti'eifen  nötig  ist),  so  muß  man  die 
Schwerpunktsabstände  t/j,  /y», .  .  .  .  der  einzelnen  Streifen  durch  deren 
auf  die  Achse  xx  bezogene  Trägheitshalbmesser  /,  ersetzen. 

Geradlinig  begrenzte  Figuren  lassen  sich  stets  in  Parallelogramme 
und  Dreiecke  zerlegen,  deren  eine  Seite  der  Achse  parallel  ist,  auf 
welche  das  Trägheitsmoment  bezogen  werden  soll,  imd  krummlinig  be- 
grenzte Figuren  darf  man  immer  mit  genügender  Genauigkeit  durch 
geradlinige  mit  kurzen  Seiten  ei"setzen.  Es  genügt  also,  die  Trägheits- 
lialbmesser  /,  für  das  Parallelogramm  und  das  Dreieck,  bezogen  auf 
deren  zur  einen  Seite  parallele  Schwerachse  anzugeben. 

a.    Das  Parallelogramnf,     Bedeutet  h  die  Grundlinie  und  h  die 


Höhe    (Fig.  31),    so    erhält   man    in    Bezug   auf   die    zu    b   parallele 
Schwerachse: 
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r,  =  jy*dF==2L*bdy  =  ^*^  und 


.,       J.       J.       h* 


A 

6 


TL  t 

Es  ist  also  i,  die  mittlere  Propoiüonale  zu  -^  und  -^ ;  sie  wurde 
in  Kg.  31  auf  bekannte  Weise  mittels  eines  über  der  Strecke 
-^  +  -^   errichteten  Halbkreises  bestimmt 

b.  Das  Dreieck,  Fig.  32.  Man  findet  zunächst  in  Bezug  auf 
eine  durch  die  Spitze  und  parallel  zur  Grundlinie  b  gelegte  Achse 


J=jy^äF=jy^'^dy=^^ 


Fig.  32. 


und   hieraus   (mittels   Gleich.  2  in  No.  22)  in  Bezug   auf  die  zu  // 
parallele  SchAverachse 

,       r^r^hy      bh*        hh  4A»        bh» 


2      9 


36   ' 


.   ,.        .,       J.        2J.        h»        ,   .       i/h     h 
weshalb      ^.'=_  =  __=_und^==J/3-.g-. 

Es  ist  also  die  /\  die  mittlere  Propoitionale  zu  -^  und  -^ 


*)  Bezogen  auf  eine  mit  b  zusammenfallende  Achse  erhält  man  J  ■- 


bh^ 
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Von  den  vorstehenden  Entwicklungen  wird  man  namentlich  bei 
der  Bestimmung  der  Trägheitsmomente  geradlinig  begrenzter  Figuren 
Gebrauch  machen. 

27.  Das  Holir*8che  Verfahren.  Um  das  auf  die  Achse  xx  be- 
zogene Trägheitsmoment  J  des  in  der  Rg.  27  dargestellten  Querschnittes 
mit  Hilfe  des  ersten  Seilpolygons  (/,  //,  III .  .  .)  zu  bestimmen,  wird 
der  Inhalt  g  der  Fläche  ermittelt,  welche  von  dem  Seilpolygone  und 
den  äußersten  Seiten  desselben  eingeschlossen  wird.  Sodann  ergibt 
sich  (nach  No.  21) 

2xy*  =  2^a^*)  und,  angenähert,  J=^axy*  =  2aa^i^. 

Je  kleiner  nun  die  Breiten  der  Streifen  sind,  in  welche  der  Quer- 
schnitt zerlegt  worden  ist,  desto  genauer  wird  J  erhalten.  Bei  unend- 
lich schmalen  Streifen  geht  das  Seilpolygon  in  eine  krumme  Linie,  die 
Seillinie,  über,  welche  das  für  Flächenstreifen  von  endlicher  Breite 
gezeichnete  Seilpolygon  in  dessen  Durchschnittspunkten  mit  den  die 
Streifen  trennenden  Geraden  berührt.  Denn,  werden  in  den  Punkten 
A^  D,  JE,  B  (Fig.  33),  in  denen  die  Seilünie  von  zur  ir- Achse  parallelen 
Querschnittssehnen  geschnitten  wird,  Tangenten  an  jene  Linie  gelegt, 


Fig.  33. 

SO  sind  je  zwei  aufeinander  folgende  Tangenten  für  den  zwischen 
ihren  Berührungspunkten  gelegenen  Flächenstreifen  äußerste  Seilpolygou- 
seiten;  sie  müssen  sich  daher  auf  der  zur  x-Achse  parallelen  Schwer- 
linie jenes  Sti*eifens  schneiden  und  bilden  ein  der  Seillinie  umschriebenes 
Seilpolygon. 

Meistens  genügt  bereits  eine  geringe  Anzahl  von  Tangenten  und 
Berührungspunkten  zur  hinreichend  scharfen  Aufzeichnung  der  Seil- 


*)  In  Gleich.  (1),  Seite  26,  ist  «==90®  und  H  =  ai  zu  setzen. 
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linie,  so  daß  die  Breite  der  Streifen,  in  welche  der  Querschnitt  zu 
zerlegen  ist,  bei  der  Anwendung  des  Mohrschen  Verfahrens  größer 
gewählt  werden  darf,  als  bei  der  Behandlungsweise  nach  Culmann. 
Auch  bringt  der  von  Mohr  zur  Bestimmung  von  J  eingeschlagene 
Weg  den  Fehler  gut  zur  Anschauung,  der  durch  die  Annahme  von 
Querschnittsstreifen  endlicher  Breite  begangen  wird  und  der  mit  dem 
Inhalte  der  Fläche  zwischen  Seilpolygon  und  Seillinie  wächst 

Die  Ermittelung  des  in  die  Gleichung  J=  2aa^^  einzuführenden 
Flächeninhaltes  %  geschieht  am  schärfsten  mit  Hilfe  der  Simpsf/mcheni 
Formel.  Zu  diesem  Zwecke  zerlegt  man  die  Fläche  ABC  (Fig.  34), 
welche  die  Seillinie  AB  und  deren  äußerste  Tangenten  AC  und  BC 
einschließen,  in  eine  gerade  Anzahl  {m)  gleichbreiter  Streifen,  deren 
Trennungslinien  zu  der  einen  Tangente  (z.  B.  zur  AC)  parallel  sind 
und  die  Längen  ^j,  //,,  //,  .  .  .  .  haben  mögen,  und  erhalt,  wenn  man 
die  Streifenbreite  (senkrecht  zu  den  Ordinaten  y)  mit  e  bezeichnet  und 
'AC=y^  setzt, 

5  =  y(2/o+4i/,  +  2i/,  +  4y,+  ....+4/y_,). 


"in        m  f 

Fig.  34. 

Soll  das  Trägheitsmomente/'  des  Querschnittes  in  Bezug  auf  eine 
zur  XX  parallele  Achse  x'x'  bestimmt  werden  (Fig.  33),  so  ist  zu  dem 
oben  ermittelten  Flächeninhalte  g  noch  der  Inhalt  eines  Dreiecks  CFG 
zu  fügen,  welches  von  der  Geraden  x'x'  und  den  äußersten  Tangenten 
an  die  Seillinie  begrenzt  wird. 

28.  Das  Zentrlfagalmoment.  Wir  nehmen  zunächst  an,  es  sei 
das  Zentrifugalmoment  J,,yi  einer  Fläche  F  in  Bezug  auf  zwei  sich 
rechtwinklig  schneidende  Schwerachsen  x^,  i/j,  gegeben,  und  suchen  das 
Zentrifugalmoment  von  -P,  bezogen  auf  die  zu  .r,,  y^  parallelen  Achsen 
r,  y.    Der  Schwerpunkt  von  F  habe  die  Koordinaten  ^  und  t),  Fig.  35. 

Müller-BreiUn,  Gnphltohe  Stotik.    I.  3 
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Es  ist 

worin  zu  setzen:  jy^dF=Q^   Jx^dF^O^  als  statische  Momente  der 

Mäche  Fy  bezogen  auf  deren  Schwerachsen, 
und  es  folgt  mithin  das  Gesetz 

(3)    J.,  =  J.,^  +  F'iil 

Ist  J,iyi  =  0,  ein  Fall  der  z.  B.  vorliegt, 
sobald  eine  der  beiden  Achsen  x^  oder  y^ 
eine  Symmetrieachse  des  Querschnitts  ist, 
so  ergibt  sich 

(4)    J,,  =  F7il 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichung   läßt  sich  nun 
das   Zentrifugalmoment   eines    Querschnitts 
ermitteln,  der  aus  Rechtecken  besteht,  dessen 
Seiten   den   Achsen  x,  y   parallel    laufen. 
Figur  36  stellt  einen  solchen  Querschnitt  dar.    Entsprechen  den  Schwer- 
punkten aSi,  ^2,  S^  der  drei  Rechtecke  die  Koordinaten  (+irjj,  +Si), 
(— '*]2^  —  ^«X  (—'^3?  + $3)5  so  ergibt  sich: 


Fig.  85. 


J^-'l::ii. 


Fig.  H6. 

Um  dieses  Moment  durch  Zeichnung  zu  bestimmen,  verwandeln 
wir  die  drei  Rechtecke  in  solche  von  der  gleichen  Breite  a,  fassen  die 
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Höhen  x^  = 


-?i  .  _^.  .  -^ 


-,  ^ 


=  -  ,  ^« 


—  der  neuen  Rechtecke  als  Kräfte 


auf,   welche  parallel   zu   der  x-Achse  wii-ken,  und  zeichnen  aus  dem 

beliebigen  Pole  Oj   das  Seilpolygon  I  II III  /F,  dessen  Seiten  auf 

der  a> Achse  die  Abschnitte  12,  23,  34  bestimmen.  Es  ist  dann,  wenn 
a^  die  Polweite  bedeutet, 


12  =  ^^:51; 


23  =  —  -«^«;    34  = 


H'^z 


Jetzt  betrachten  wir  diese  Abschnitte  als  Kräfte,  die  in  den  Punkten 
iSj,  iSg,  Sj  angreifen  und  parallel  zur  ^- Achse  gerichtet  sind,  und 
zeichnen  mit  der  Polweite  a^  das  Seilpolygön  /"  IT'  IIF'  IV*\  dessen 
Seiten  senkrecht  zu  den  Strahlen  T  ir  III'  IV'  sind,  die  von  0,  aus 
nach  den  Endpunkten  der  auf  der  a:- Achse  bestimmten  Abschnitte  1 2, 
23,  34  gezogen  sind.*)  Das  Produkt  aus  der  zweiten  Polweite  und  aus 
der  Strecke  m,  welche  die  äußersten  Seiten  (/"  u.  7F")  dieses  Polygons 
auf  der  y-Achse  abschneiden,  ist  gleich  dem  statischen  Momente  der 
Kräfte  12,  23,  34  in  Bezug  auf  die  y- Achse.  Es  folgt  mithin 
Ojw  =  12  $1  —  23  $,  4-  34  $8 


^•^«5s  _2:?^ifjS 


«1  «1 

und   hieraus   ergibt  sich,   da  in  Fig.  36   die  Strecke  m   positiv   ist. 


Fig.  37. 


Fig.  38. 


Nun  ist  aber  J,^  =  ^Ft\h,  =  a^zri^^ 
und  es  folgt  deshalb 


*)  ZxL  demselben  Ergebnisse  gelangt  man,  wenn  man  jene  Abschnitte,  und 
mit  ihnen  den  Strahlenbdschel  /'  ir  Ilt  IV\  um  90''  nach  links  dreht  und 
hierauf  r\\r,  IZ"  ||  ü'  u.  s.  w.  zieht 

3* 
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Es  leuchtet  ein,  daß  das  beschriebene  Verfahren  zur  Bestimmung 
der  Zentrifugalmomente  beliebiger  Querechnitte  benutzt  werden  kann. 
Im  allgemeinen  muß  der  Querschnitt  in  Sti-eifen  zerlegt  werden,  welche 
einer  der  beiden  Koordinatenachsen  parallel  laufen  und  so  schmal  sein 
müssen,  daß  sie  als  Rechtecke  aufgefaßt  werden  dürfen. 

Besonders  wichtig  ist  der  in  Kg.  37  dargestellte  Sonderfall.  Die 
Mittelpunkte  der  zur  j>Achse  parallelen  Querschnittssehnen  liegen  in 
einer  Geraden,  welche  die  x- Achse  unter  dem  Winkel  a  und  im  Ab- 
stände a  vom  Ursprung  O  schneidet.     Man  erhält 

,/,y  =  /  xydF  =  j{a--\-y  cotg  a)  ydF 

=  afydF-\- cotga fy^dF, 

oder,  wenn  man  mit  yj  die  Ordinate  des  Querschnitts-Schwerpunktes 
bezeichnet, 

(5)    f/,y  =  i' «7]  -f  J,  cotg  a. 
Für  das  Dreieck  (Fig.  38)  ergibt  sich  z.  6. 

Jjt^  =  —r-  cotg  a  und  Ja,  y  =  -^^  cotg  a. 
4  ob 

Der  in  Fig.  39  abgebildete  Querschnitt  (Parabelabschnitt)  sei  dui-ch  die 
Gleichung  bestimmt: 


■='V/f 


Fig.  39. 


Der  Flächeninhalt  ist 


'=h= 


bh 


und  das  statische  Moment  des  Querschnitts  in  Bezug  auf  die  x- Achse 


/ 


zydy  =  --6Ä*. 


Der  Schwerpunkt  S  liegt  also  im  Abstände  -  h  von  der  x- Achse.   Weiter  ist 

5 


Digitized  by 


Google 


Trägheitsmomente  und  Zentrifagalmomente.  37 

-.■=?--|»(¥)-=if5»'- 

Das  Zentrifugalmoment  für  das  Achsenkreuz  x'if'  ist  also 

(6)  J,V  =  j|^6Ä»cotga. 

29.  Das  polare  Trägheitsinomeiit  des  Qaersclmitts  in  Bezug  auf 
einen  in  der  Ebene  des  Querschnitts  gelegenen  Punkt  0  ist  durch 
die  Gleichung  erklärt 

(7)  J,  =  fr'dF, 

WO  r  den  Abstand  des  Quer- 
schnittsteilchens dF  vom  Punkte  0 
bedeutet.  Für  rechtwinklige  Ko- 
ordinaten ist  (Eg.  40) 

r*  =  oc^  +  y^ 
mithin 

(8)     J,  =  J,  +  «/.. 

In  Bezug  auf  einen  in  der 
X-Achse  im  Abstände  e  von  0  ge- 
legenen Punkt  0'  erhält  man  das 
polai-e  Trägheitsmoment 

es  ist  also 

J',  =  '/p  + '/  y  —  Jp- 
Ist  die  ^-Achse  eine  Schwer- 
achse, so  besteht  zwischen  J\  und  J,  die  Beziehung 

J\  =  J,+  Fe^; 
man  erhält  dann 

(9)    J\  =  J,+  Fe^. 


^^ 


Fig.  40. 


30.  EinfiLlinmg  soUefwlnkliger 
Koordinaten.  Ist  ein  Querschnitt 
anfänglich  auf  ein  rechtwinkliges 
Achsenkreuz  x,  y  bezogen,  und  dreht 
man  die  x-Achse,  bei  festliegender 
y-Achse,  um  den  Winkel  90°  —  ß 
in  die  Lage  x  (Kg.  41),  so  ergeben 
sich  die  schief  winkligen  Koordinaten : 
y'  =  y  —  X  cotg  ß  und  x'  =  x  cosec  ß. 


Fig.  41. 
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Aus  den  für  rechtwinklige  Koordinaten  bestimmten  Querechnitts- 
momenten 

J.  =  fy^dF;  J^  =  jx^dF',  J,^  =  fxydF 

findet  man  demnach  die  auf  schiefwinklige  Koordinaten  bezogenen: 

(10)  J^'=fx^dF=cos(}c^(^fx^dF=J,cosec^(^ 

(11)  J.v=/2/'a;'rfi^=cosecß[/^^^^^— cotgß/a:«rfi^] 

=  cosec  ß  [  J,y  —  J,  cotg  ß]. 

Die  letzte  Gleichung  führt  zu  dem  wichtigen  Gesetze:  Bestimmt 
man  ß  mittels  der  Formel 


(12)    cotgß  = 


'/«y 

J/ 


SO  ist  das  auf  die  schiefwinkligen  Achsen  y\x    bexogene  Zentrifugal' 
7noment  gleich  XiilL 

31.  Entwicklimg  einiger  wich^g^r 
Formeln.  Ein  Querschnitt  bestehe  aus  zwei 
Teilen  mit  den  Inhalten  Fi^  F^  und  den 
Schwerpunkten  5i,  Si.  Fig.  42.  Beide  Teile 
seien  auf  rechtwinklige  Schwerachsen  a?i,  yi 
und   0?,,    y,    bezogen.      Gegeben    seien   die 


Querschnittsmomente    J«, 


des 


Teiles  Fi,  femer  J,,,  J^,  Jxtn  ^i^s  Teiles 
Ff,  und  gesucht  seien  die  "Werte  J,,  Jy,  J^^ 
für  den  ganzen  Querschnitt  in  Bezug  auf 
dessen  Schwerachsen  x^  y,  wobei  die  Rich- 
tungen x^  Xi,  x,  einander  parallel  sein 
mögen,  desgleichen  die  Richtungen  y.  yi,  y^. 
Mit  den  aus  der  Fig.  42  ersichtlichen  Be- 
zeichnungen ergibt  sich  (nach  Gleichung  1 
Seite  29): 


also 


Nun  ist  aber  FiTJj  =  F^t^  und  yji  +  tj,  =  a, 


^1  = 


F.  +  F.    ^^^^'*=F,  +  F. 


weshalb 


FiTi;  +  F,Ti;  =  ^^^^»#-''^  und  schließlich: 


Fl  +  i^. 

(13)  Jx  =  Jxi  +  J»i  + 

Auf  dießeibe  Weise  findet  man 

(14)  Jy  =  Jn+Jn  + 


F.Fta^ 

h  +  F, 


Fi  +  F^ 
und  (aus  der  Gleich.:  J,y  =  J'^y,  +  j;^^,  +  FiT„  5»  -f  F,ifit5i): 
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(15)      Jgy  r=  Jan  yi  -f  Jarjyj  + 


F^¥\ah 


Sind   die  Achsen   x^y^    und  x^y^  Hauptachsen  der  Teile  F^  bezieh.  i?*„   so 
ergibt  sich  ^",^^1  =  0,  J'j,y,  =  0,  und  man  erhält: 


(16)     J.y  = 


F,-^F, 


Mit  Hilfe  der  Gleich.  (18)  bis  (16)  kann  man  Jxi  Jy-,  Jxy  finden,  ohne 
die  Lage  des  Schwerpunktes  S  zu  kennen.  Es  bieten  aber  diese  Formeln  auch 
bei  gegebener  Lage  von  S  zuweilen  Vorteile,  weil  die  in  sie  einzuführenden 
Zahlen  meistens  abgerundeter  sind  als  die  Zahlenwerte  für  v)  und  £. 

Ist  die  Lage  von  S  bekannt,  und  sind 
Jxxn  und  J^^  gleich  Null,  so  kann  man  aus 
der  Gleichung 

mit    Hilfe     der    Beziehungen :     F,  Ei  =  F^  gg ; 
i'',7ji  :=!?', Tjj  auch  ableiten: 

(17)    J,y  =  FiSia  =  F,5,a  =  Fitii6 
=  Ftr^h, 

Zahlenbeispiel.  Für  den  in  Fig.  43  dar- 
gestellten Winkeleisen  -  Querschnitt  sollen  die 
"Werte  •/*.  Jy,  Jxy  in  Bezug  auf  die  den 
Schenkeln  parallelen  Schwerachsen  berechnet 
werden. 

Ohne  erst  die  Lage  der  Schwerachsen 
zu  bestimmen,  findet  man,  nach  Zerlegung  des 
Querschnittes  in  zwei  Rechtecke  mit  den  In- 
halten ^1  =  6  8*  und  F,  =  9S«: 


.^ 


1^ 

I   ■ 


^4<S.. 


^^ 


./  il 


i:i^\<^-      K 


^d 


J,=  J-(6. 1- 4-1.  93)6* -f-A^Ö- 


Fig.  43. 
5»8*  =  151,258* 


:  41,258* 


J'.  =  i^,'^'^fi^^- 


:458*. 


MuB  man  die  Lage  des  Schwerpunktes  aus  irgend  welchen  Gründen  haben 
(z.  B.  bei  der  Berechnung  von  auf  Biegung  beanspruchten  Stäben),  so  bestimme 
man  tii  und  Ei  oder  r^  und  £,.  Hierzu  stehen  die  folgenden  Gleichungen  zur 
Auswahl  (vergi.  Fig.  42): 

F^b 


(18) 


'^'^   F,  +  F,'   ^'^'F,  +  F, 


%  = 


F,a 


__F\b 


F,  +  F,'   ^        F,  +  F, 
Im  vorliegenden  Falle  findet  man  t.  B. 

TQi 


ÜL  — ^ 
il''  b 

!)!  —  _?_ 
5.""  b' 


1 


(6-+-9)8^  =  88  und  E,  ^  ,,-=,,-  =  1,58. 


Digitized  by 


Google 


40 


Zweiter  Abschnitt.  —  §  6. 


Durch  diese  beiden  Werte  ist  die  Lage  von  S  bekannt,  und  es  ergibt  sich  jetzt: 

Jx,  =  Fii,a  =  6'  1,5  •  6«*  =  458*. 

Daß  bei  einem  so  einfachen  Querschnitte  wie  der  in  Fig.  43  daigestellte 
die  Rechnung  schneller  zum  Ziele  führt  wie  die  Zeichnung,  braucht  kaum  hervor- 
gehoben zu  werden. 

dd.  Aufgaben. 

1.     Berechnung    der    Trägheitsmomente    des    Ereisquerschnitts. 

Mit  Hilfe  der  auf  Seite  31  für  das  Dreieck  abgeleiteten  Formel  J^~bh^  findet 

4 

man  für  das  polare  Trägheitsmoment  des  Kreises,  Fig.  44,  den  Wert 


Nun  ist  aber 
mithin  eigibt  sich 


Jp=j  —  rd<p'i'»  =  —j  d9  =  —^- . 


•/» vp 


Fig.  45. 


2.   Für  den  Quadranten,  Fig.  45,  erhält  man 


J.  =  Jy: 


Ttr* 


16 


Jp  = 


TZf* 


•^*y  =  /  y da?  |-  ar  =  y  /  ar  (r«  —  a?«)  rfa?  =  y 
Das  statische   Moment  dieses   Querschnitts  in   Bezug  auf  die   x- Achse   ist 

r 

&  =  (y  rf*  f  = -i  J(.- -  *»)  d«  =  y  • 

O 

Der  Abstand  des  Schwerpunktes  des  Querschnitts  von  der  x-Achse  ist 

Ä^_j4r 
F  —  3tc" 
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3.    Für  den  in  Fig.  46  dargestellten  Querschnitt  (UntersoMed   eines 
Quadrats  nnd  eines  Quadranten)  ist*) 


•'•=■''=(1-1?)'* 


'■-*  =  r»-|- 

r 

8    " 

8 

&=«;= 

-i 

3 

"    6 

F=H(,-f). 


1 
e 

«--<?--• 

V                                               > 

r 

1 

1 

1 

1 

1 
1 

^-..^5^ 

B 

^5^                           6 

r 

Fig.  46. 


:  0,776682  r. 


Die  Ordinate  des  Schwerpunktes  ist 

*  ^  3  (4  —  TT) 

Die  auf  die  Schwerachsen  %b  bezogenen  Quersohnittsmomente  sind 

Das  Trägheitsmoment  für  die  zur  x- Achse  parallele  Achse  a  ist 

jr.  =  j-^-f  F(g  +  e)«  =  J,+ ^P  +  2  FE«  +  ^«* 

•'■  =  (i-^)''+T+(-7)-'- 


*)  Yeigl.  für  das  Quadrat  die  Fußnote  auf  Seite  81. 
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Das  Zentiifugalinoment  für  das  Achsenkreuz  ah  ist 

=  J.s  +  FP  +  Fi(e  +  c)  +  Fec 
=  Jx,  +  S»(e+c)+  Fee 

4.  Berechnung  der  Quersclinittsmomente  für  das  in  Fig.  47  ab- 
gebildete Z-Eisen  (Normalprofil  No.  14  für  Schiff baozwecke).  Der  Querschnitt 
ist  auf  rechtwinklige  Schwerachsen  bezogen,  die  y- Achse  ist  parallel  zum  Steg.  Wird 
die  Abrundung  der  Ecken  C  und  E  vernachlässigt,  so  erhält  man 

J.  =  -^  (8  •  14»  —  7  •  11,6*)  =  918,811  rund  =  919  cm* 

1  A 


j;  =  -^  (1,2  •  15»  +  12,8  . 1»)  =  888,567  „ 

Im 


J.y=2    1,2-7.6,4-4,0 


389    „ 
=  480,080  ,,    =4ft0    „ 


il 


■^y 


P 


-_-i 


Kg.  48. 


— -->, 


i_.5.;. 


Infolge  der  Abrundung  der  Ecken  E  und  C  durch  Yiertelkreise  mit  den  Halb- 
messern r  und  Ti  (Fig.  48)  ändern  sich  diese  Werte  um  A  J«,  A  Jy,  ^Jwy^  wo 

y"'=(T-n-)>-T+(-f)'- 
-[(t-^)'^+^+(-t)'!':] 
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Da  nun  ri  =  —  r  ist,  so  wii*d 


A  J.  =  +  0,2568  r*  +  y  r»  [e  +  y  e,)  +  0,4292  r»  (««  -  ^  ^l) 
A  Jy  =  +  0,2568  r*  —  y  r»  (c  4-  ^-  Cx)  +  0,4292  r«  (c«  —  y  cj) 
AJ,y  =-0,2344 r*—  ~r» (<?  —  c  +  ^^-^)  +  0,4292 r»  («c  —  y «1^1)- 


2,547, 


Ä_ ^x 


Die  Einsetzung  von  r  =  d=l"",  c  =  l,5«-,  Ci  =  7*«,  g  =  4,8*-,  <?i=:6,8« 
liefert 

AJ.tt  9,612,  AJy=  — 5,619,  AJ«y  =  - 
die  genauen  Querechnittsmomente  J-f-  A  J  sind  daher 

J.  =  928,423  Jy  882,948  J,y  =  427,133.*) 

Sind  t),  6  die  Schwerpunkts- 
Kooidinaten  des  bei  E  infolge  der 
Abrondung  hinzukommenden  Quer- 
schnittsteilchen AF  und  T]„  gx  die 
Schwerpunkts-Koordinaten  des  bei 

C  fortfallenden   Teilchens  —  A/*, 
4 

SO  darf  man  auch  genügend  genau 

setzen 

AJ,  =  2Af(iq«--^tii) 
AJV  =  2AF(5»--ye?) 

AJ,,  =  2AF(iQg-y7)x6i). 

Der  Flächeninhalt  des  Quer- 
schnitts ist 

F  =  30,6  (ohne  Rücksicht  auf  die  Abrundungen) 
F=  31,1  (mit  „  „     „  „  ). 

5.  Berechnung  der  Querschnittsmomente  des  Trapezes,  bezogen 
auf  die  schiefen  Achsen  x'  y'.  (Fig.  49.)  Die  y '-Achse  falle  mit  der  Trans- 
versalen zusammen ;  es  ist  dann  Jg,y  =  0. 

Zerlegt  man  das  Trapez  in  zwei  Dreiecke,  so  erhält  man  nach  Gleichung  13» 
Seite  88,  in  Bezug  auf  das  rechtwinklige  Achsenkreuz  xy  den  Wert 

(tih      a^h 

a,Ä«   L  ^^_!    1  ^ 
36 


Fig.  49. 


J,= 


36 


Nach  No.  80  ist  nun 


Oih, 
2    "^    2 


— (-V 


J,'  =  Jx  cosec'  p  =  J,  — ,  mithin 
ht*  {      ,         ,     2rtiO,\ 


*)   Das  Normalprufilbuch  gibt  an  J^s  928,4,  Jy  =  882,9;  die  wichtigen  Zen- 
trifogalmomente  sind  in  diesem  Buche  leider  nicht  aufgeführt. 
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Für  den  Flächenstreifen  zdy  erhält  man,  bezogen  auf  das  schiefe  Achsen- 
kreuz x'  y': 


/      2 
x'*<iar'  =  — sin  ^dy. 


Da  nun  dy'=dz 


(Ol  — 0,) 


,  so  folgt 


sin  ßf       r  L^  _  sin  P^ W  -  "?) 
^>'-    12(a,-a,)  j^'^"^""     48(a,-a,) 


Der  Flächeninhalt  ist 


^- 2 


Es  ergibt  sich  also  schließlich 

§  7. 

Beziehuni^en  zwischen  den  Träi^heitsmomenten  und  Zentrifui^al- 
momenten  ffir  Achsen,  welche  durch   einen  und  denselben 

Punkt  liehen. 

33.  Analytisolie  BeziehimgeiL    Dreht  man  das  rechtwinklige  Achsen- 
kreuz (x,  y),  auf  welches  der  Querschnitt  bezogen  ist,  um  den  Winkel  a 


in  die  Lage  x\  y'  (Fig.  50),  so  sind  die  neuen  Koordinaten: 
i^'=:^cosa  —  xsina 
x'=  y  sin  (t-^-x  cos  a, 
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und  es  ergeben  sich  für  die  Querschnittsmomente:  J^'  =  Jy'^dF; 
J^'  =  Jx'^dFj  J,'j;=  j x'y'dF  in  Bezug  auf  die  Achsen  x'  und 
y'  des  neuen  Koordinatensystems  die  Ausdrücke: 

J,'  =  cos*a/y*di^+  sin^afx^dF —  2  sin  a  cos  aJxydF^ 
Jy'  =  sin*a/y*di^+  cos*a/z*di<'+  2  sin a  cos  afxydF^ 
«/,'/  =  sin  a  cos  a  (f  y^dF — fx^dF)  +  (cos*a  —  sin^a)  fxydF, 

Es  bestehen  also  zwischen  den  auf  die  Achsen  x,  y  bezogenen 
Werten 

J^  =  Jy^dF',    J,=lx^dF;    J,^  =  fxydF 

und  den  Werten  J,',  J/,  Jy/  die  Beziehungen 

J,'  =  J,  cos*  a  +  «^y  sin*  a  —  J,^  sin  2  a, 
Jy»  =  J^  sin*  a  +  f/y  cos*  a  +  J.^  sin  2  a, 


(1) 


J^y  =s  —  (J^  —  Jy)  sin  2  a  +  e/«,y  cos  2  a. 


Addiert  man  die  beiden  ersten  dieser  Gleichungen,  so  erhält  man 
das  wichtige  Gesetz 

(2)  .....   J,,  +  J^,  =  J,  +  J^, 

nach  welchem  die  Summe  der  Trägheitsmomente,  bezogen  auf  irgend 
zwei  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehende,  rechtwinklige  Achsen 
konstant  ist*) 

Aus  der  ersten  der  Gleichungen  (1)  ergibt  sich  für  eine  unter 
45°  gegen  die  a;-Achse  geneigte,  in  der  Fig.  50  mit  x  bezeichnete 
Achse  das  Trägheitsmoment 

«/•  =  ^  («^*  +  «^y)  —  '^y 
und  hieraus  folgt  die  Formel 

(3)  j„  =  -|-(,7,  +  j,)_j., 

welche   mitunter   zur  Berechnung   des  Zentrifugalmomentes  aus  drei 

Trägheitsmomenten  benutzt  wird. 

Setzt  man 

,          1  +  cos  2  a      .   „          1  —  cos  2  a 
cos*a  =  — ^— g ,   sm*a  = ^ 

so  geht  J,'  über  in 

(4)    J.'  =  -^(J.  +  J,)  +  ^(J,  — J,)cos2a-J,,sin2a. 

♦)  Dies  folgt  auch  nach  Seite  37  aus  J,,  =  J,  -f  J,  =  J,»  -|-  J/. 
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Dieser  Wert  wird  ein  Maximum  bezw.  Minimum  sobald 
—  9"  (^*  —  ^v)  s"^  2  a  —  J.y  cos  2  a  =  0 
ist,  woraus 

(5)tg2a=-^-. 

Dieser  Gleichung  genügen  zwei  Winkel  a,  die  sich  voneinander 
um  90 "^  unterscheiden.  Die  beiden  Achsen,  für  welche  J  ein  Maxi- 
mimi  oder  Minimum  ist,  stehen  also  aufeinander  senkrecht;  sie  führen 
den  Namen  Hauptachsen.  Die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die 
Hauptachsen  heißen  Hauptträgfieitsmom^ite^  sie  sollen  mit  J^  und  J, 
bezeichnet  werden.    Aus  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  folgt 

=  i-(J.  +  J,)  +  i-(J,-J,)cos2a(l  +  tg»2a) 

=  y(«/.  +  '^,)+  ^  (JL-e/,))/l  +  tg*2a. 
Man  erhält  also  für  die  beiden  Hauptträgheitsmomente  die  Werte 


(6) 


' Wi-'^- 


Aus  der  dritten  der  Gleichungen  (1)  und  aus  Gleichung  (5)  folgt 
schließlich  noch,  daß  das  Zenfrifugalmoment  für  die  Hauptachsen  =  0 
ist.     Jede  Symmetrieachse  ist  zugleich  eine  Hauptachse. 

34.  Geometrisclie  Bezlehnngeii  (nach  Mohr).  Durch  einen  be- 
liebigen Punkt  0  eines  Querschnitts  (Kg.  51)  seien  zwei  Achsen  x 
und  y  gelegt,  die  miteinander  irgend  einen  Winkel  einschließen.  Die 
lotrechten  Abstände  des  Querschnittsteilchens  dF  von  diesen  Achsen 
seien  als  dessen  Koordinaten  eingeführt,  p  sei  der  Abstand  des  Teil- 
chens dF  von  0  und  a  und  ß  seien  die  Winkel,  welche  der  von  () 
nach  dF  führende  Fahrstrahl  mit  den  Aclisen  x  und  y  bildet  Das 
Zentrifugalmoment  des  Teilchens  dF  in  Bezug  auf  die  Achsen  x  und 
y  ist  dann 

rfJ.y  =  dF'  p^  sin  a  sin  ß. 

Legt  man  nun  durch  0  einen  beliebigen  Kreis,  dessen  Radius  r 
ist,  und  bringt  man  die  Achsen  x,  y  und  den  Fahrstrahl  p  mit  dem 
Kreise  in  A^  B  und  C  zum  Schnitt,  so  ist  /_BAC=^  und  Sehne 
-4(7=  2  r  sin  a,  mithin  ist  der  Abstand  des  Punktes  C  von  der  Kreis- 
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sehne  AB  gleich  2rsiii  asinß.    Legt  man  also  dem  Punkte  C  eine 
Masse  von  der  Größe 

2r 


Fig.  51. 

bei,  so  ist  das  statische  Moment  dieser  Masse  in  Bezug  auf  die  Kreis- 
sehne  AB  gleich  dem  Zentrifugalmoment  dJ^^, 

Denkt  man  sich  nun  zu  jedem  dF  den  zugehörigen  Kreispunkt 
und  die  diesem  Punkte  beizulegende  Masse  bestimmt  und  schließlich 
den  Schwerpunkt  T  aller  dieser  Massenpunkte  ermittelt,  so  erhält  man, 
wenn  T  von  der  Sehne  AB  den  Abstand  h^^  hat: 


wo  J,   das  polare  Trägheitsmoment   des   Querschnitts   in    Bezug  auf 
den  Punkt  0  bedeutet 

Fallen  die  beiden  Achsen  x  und  y  zusammen,  so  wird  aus  dem 
ZentrifugaLmoment  ein  Trägheitsmoment  und  aus  der  Kreissehne  AB 
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eine  Tangente.   Bezeichnen  also  A,  und  h^  die  Abstände  des  Punktes  T 
von  den  in  A  und  B  an  den  Kreis  gelegten  Tangenten,  so  ist 


''  =  '''-27 


J  =h  ^ 

'^  —  ^ir   2;. 


Sind  nun  drei  Quei-schnittsnioineiite :  J„  e/y,  J„,  auf  die  ini  vorigen 
Paragraphen  gezeigte  Weise  emiitt(4t  worden,  so  kann  man  die  Lage 
von  T  auf  Grund  der  Bedingung  bestimmen,  daß  sich  die  Abstände 
Kl  Kl  ^^*if  zueinander  verhalten  müssen  wie  J^:J,:J,,  und  hierauf 
ist  man  im  stände,  die  Ti*ägheitsmomente  und  Zentrifugalmomente  für 
alle  durch  den  Punkt  0  gellenden  Achsen  sehr  i^ascli  anzugeben.  An 
die  Stelle  von  J.^  kami  natüilich  auch  ein  drittes  Trägheitsmoment  J, 
als  Bestimmungsstück  treten,  während  sich  andererseits  die  Lage  von 
T  auch  mit  Hilfe  von  drei  Zenüifugalmomenten  oder  mit  Hilfe  eines 
Trägheitsmomentes  und  zweier  Zentrifugalmomente  bestinunen  läßt 


Geht  die  Kreissehne  AB  durch  den  Punkt  T  so  ist  das  Zentri- 
fugalmoment  J„^  =  0;  die  beiden  Achsen  r  und  y  heißen  dann  jui- 
geordnete  oder  konjugierte  Achsen.  In  Fig.  52  ist  eine  Schar  zugeord- 
neter Achsen  x^g^^  x^lß^i  •^sf/st  •  •  •  •  dargestellt  worden;  sie  bilden 
einen  involutorischen  Stralilenbüschel;  das  Zentrum  der  Involution  ist 
der  Pimkt  T.  Führt  man  als  Koordinaten  von  dF  nicht  die  lot- 
rechten Achsonabstände  x  und  y  ein,  sondern  die  schrägen  Abstände 
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5  und  7)  (Mg.  53),  deren  Richtungen  aber  mit  den  Achsen  x  und  y 
die  von  der  Lage  von  dF  unabhängigen,  also  festen  Winkel  y  und  e 
einschlieBen,  so  ist 

Jir,  =  kyidF=-~.~^. [xydF. 

^^       P  '  sinysme  /   ^ 

Ist  also  J,y  =  0,  so  ist  auch 

^-5^  =  0. 

In  der  Folge  werden  wir 
meistens  rechtwinklige  Koordi- 
naten einführen  und  den  bislang 
willkürlich  gelassenen  Kreisdurch- 
messer 

2r  =  J,  =  J.  +  J, 
wählen.  Als  di'ittes  Bestimmungs- 
stüek  werden  wir  in  der  Regel 
ein  Zentrifugalmoment  benutzen. 
Sind  dann  für  irgend  ein  Achsen- 
kreuz e^,  fc^,  e^y  gegeben,  so  be- 
stimmen wir  T  nach  Mg.  54  oder 
Fig.  55.  In  der  ersten  Mgur  ist 
durch  0  ein  beliebiger  Kreis  vom 
Durchmesser  J^-\-J^  gelegt  wor- 
den,   in    der    zweiten    wurde    die 


Fig.  53. 


Fig.  54  und  55. 
Müller-Bretlan,  Oraphiaobe  StaUk.    I. 
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a:- Achse  zur  Kreistangente  gemacht    Beim  Auftragen  von  J,^  ist  auf 
das  Vorzeichen  zu  achten. 

I5g.  56  zeigt  die  Ermittelung  der  Hauptachsen  und  Hauptträgheits- 
momente. Es  wurde  ein  die  a> Achse  berührender  Kreis  benutzt  Der 
durch  T  gelegte  Durchmesser  bestimmt  die  Hauptachsen  OA  und  0B\ 


die  Strecken  TA  und  TB  stellen  die  Hauptträgheitsmomente  dar;  es  ist 

TA  =  c/j  =  J^„^ 

TB  =  «/g  =  e/^^  . 

Aus  der  Fig.  56  lassen  sich  auch  leicht  die  in  No.  33  abgeleiteten 
Formeln  folgern.     Es  ist  nämlich 


e/j e/g  djg «/y 

«A  "f~  «^2  =  ^*  "f"  «Af  ? 


sec2ß 
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Der  Winkel  ß  ist  bestimmt  durch 

(7)    tg2ß  =  JJ  = 


2J.. 


ME       J,  —  J^ 
Macht  man  MH=MT,  so  ist  /  ETH=  ß,  und  man  findet 
¥n=  ÖH—'ÖE  =  Af—  ÖE=.  J^  —  J,  =  J.,tg  ß, 
so  daß  man  auch  erhält: 

Besitzt  ein  Querschnitt  eine  Symmetrieachse,  so  bezieht  man  ihn 
zweckmäßig  gleich  von  vornherein  auf  Hauptachsen.  Dieser  Fall  ist 
in  Kg.  57  dargestellt  worden.     Es  ist  ÖT=  Jj  und  TÄ  =  J^.     Die 


Fig.  57. 

Figur  zeigt  die  Ermittelung  von  «/„  Jy,  J,y  für  ein  beliebiges,  durch 
O  gelegtes  Achsenkreuz.  Rechnerisch  findet  man  aus  den  Hauptträg- 
heitsmomenten 

(9)     J^=iJ^  cos^  a  +  «J«  sin*  a 

(10)  Jy  =  Ji  sin*  OL  +  J^  cos'  a  =  Ji  +  Jg  —  J* 

(11)  J„  =  y(J,  —  J,)sin2a. 
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ZahlenbeiBpiel.     Für   das    auf  Seite  42    untersuchte   Z-Eisen    wurden    ge- 
funden: 

•/;  =  928,428    Jy  =  332,948    J»y  =  427,133. 

Die  Lage  der  Hauptachsen  ist  bestimmt,  durch 

^     *^       J»  —  Jy       595,475 
ß  =  27'*83'88"  tgp  =  0,52191. 

Für  die  Hauptträgheitsmomente  ergeben  sich  die  Werte 

Ji  =  J,  +  J,y  tg  ß  =  J«  +  222,925  =  1151,85  cm* 
jr,  =  JTy  —  222,925  =    110,02    „ 

85.    Wichtige   Beziehung    zwisehen    zwei    zngeoidneton   Bioh- 

tnngeiL  Gegeben  seien  für 
rechtwinklige  Koordinaten  x  y 
die  Querschnittsmomente  J^ 
c^,  «7,^;  gesucht  eine  Be- 
ziehung zwischen  den  Win- 
kebi  OL  und  a\  welche  zwei 
zugeordnete  Richtungen  mit 
der  X-Achse  bilden,  Kg.  68. 
Sind  y'  und  y"  die  Lote  von 
irgend  einem  Querscluütts- 
punkte  auf  die  beiden  zu- 
geordneten Achsen,   so  muß 

jyy"dF=o 


Fig.  58. 
sein.     Nun  ist  aber 


y  =^y  cos  a  —  x  sm  a 
y"  =  oc  sm  a"  —  y  cos  a", 
mithin 

cos a' sin  ol' f  yxdF —  sin  a'  sin  ol"  f  x^dF —  cos a'  cos  a'  jy^dF 
-{-  süia'  qo^ol'  j  xydF==^Q^ 
imd  hieraus  ergibt  sich  die  Beziehung 

(12)     j;,(tga'  +  tga'0  =  '/.  +  '/.tga'tga". 
Ist  a'  gegeben,  so  findet  man 

J.  —  'Ly  tg  %    ^  J, «otg^a'  —  e/.^ 

*Lj,  Jy  ^  ^'  '/rjr  COtg  OL    Jy 


(13)     tga' 


Für  a'  =  0  erhält  man     tg  o"  = 
„     OL  =90°  „        „       tga"  = 


-/,  tg  a' 


-/. 
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Sind  die  Achsen  x  und  y  Hauptachsen,  so  wird  ^,  =  0  und 
•  J,  +  J,tga'tga"  =  0. 


§8. 
Die  Trägheitsellipse. 


-V% 


seien  gegeben. 


36.  Annahme  rechtwinkliger  Koordinaten.  Ein  Querschnitt  sei  auf  die 
liegend  einem  Punkte  0  entsprechenden  Hauptachsen  (1)  und  2)  bezogen. 

Die  Haupt -Trägheitshalbmesser  tj  =  1/  -^  und  t. 

Dann  findet  man  für  den  Trägheitshalbmesser  t«  in  Bezug  auf  eine  unter  dem 
Winkel  a  gegen  die  Hauptachse  (1)  durch  den  Funkt  0  gelegte  x- Achse  die 
Gleichung 

(1)    4  =  t!cos*a-{-i*sin*a(nach  Gleich.  9  auf  Seite  51). 

Tragt  man  auf  der  zur  o;- Achse  senkrechten  y- Achse  die  Strecke  OA'=^ix 
ab  (Fig.  59),  legt  durch  den  Punkt  A  eine  Parallele  zur  «-Achse  und  wieder- 
holt dies  für  alle  möglichen  Lagen  der  or- Achse,  so  umhüllen  jene  Parallelen  eine 


Fig.  59. 


EUipee,  welche  die  Trägheitsellipse  für  den  Punkt  0  heiBt  und  den  beson- 
deren Namen  ZentraleWpse  führt,  sobald  0  der  Schwerpunkt  des  Querschnittes 
ist  Die  Halbachsen  der  Trägheitsellipse  fallen  mit  den  Querschnitts-Hauptachsen 
zusammen  und  sind  =f,  (senkrecht  zur  Achse  2)  und  =i^  (senkrecht  zur  Achse  1). 
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Der  Beweis  für  den  vorstehenden  Satz  ist  der  folgende.  Die  Gleiohung  einer 
Ellipse  lautet,  bezogen  auf  ihre  Hauptachsen  t'i  und  ^  als  Koordinatenachsen,  und 
wenn  die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes  B  der  Ellipse  mit  Xi  und  y^  bezeichnet 
werden  (wobei  y^  If^'i  sein  möge): 

(2)  ^+^=1; 

aus  ihr  folgt  durch  DifFerentiieren: 

tfidyi.XjßXi_  *i<gyi 

♦i  ♦•  ^axi 

und  es  müssen  daher  die  Koordinaten  des  Ellipsenpunktes  B,  dem  eine  unter  a 
gegen  die  Achse  (1)  geneigte  Tangente  entsprechen  soll,  außer  der  Gleich.  (2)  noch 
der  Gleiohung  genügen: 

(3)     «1  =  — yi^tga. 

Nun  folgt  aus  (2)  und  (8)  mit  Beachtung  von  (1): 

, » j  cos'  a  f  *  cos*  a 

^*  ~ifcÖ8»a  +  *;sin*a"~     H 

,  i?  cos  a        ,  , .        ^  fj  sin  a 

also:  yi  =  J— ; —   und  hierauf   «1  =  -=-.  — , 

und  es  ist  deshalb  das  Lot  von  0  auf  die  in  B  an  die  Ellipse  gelegte  Tangente 


7—                      ,                      <•  cos*  a  +  fJ  sin*  a 
OA  =  yi  cos  a  +  a?i  sm  a  = . — = 


was  zu  beweisen  war. 

FiLr  die  mit  e  bezeichnete  Entfernung  des  Punktes  A  vom  Berührungspunkte  B 

ergibt  sich: 

(1?  —  f !)  sin  a  cos  a        (Ji  —  J.)  sin  2  a 
c  =  yi  sm  a  —  «,  cos  a  =  ^^^ *^ =  ^^^ , 

und  aus  dieser  Gleichung  folgt  mit  Beachtung  von  Gleich.  (11)  auf  Seite  51: 
(4)    c  =  .^l,,  also  J,y  =  cimF, 

XxJf 

SO  daß  man  im  stände  ist,  mit  Hilfe  der  Trägheitsellipse  die  Querschnittsmomente 
Je,  Jri  Jmy  für  beliebige  (zunächst  rechtwinklige)  Koordinatenachsen  zu  bestimmen. 

Für  die  Anwendung  viel  bequemer  ist  natürlich  der  im  §  7  benutzte  Kreis. 

Ist  CD  die  der  y- Achse  parallele  Tangente  an  die  Trägheitsellipse  und  2>  ihr 

Berührungspunkt,  so  ist  OC=ii,  und  DC=  .  ~ ,  also,  wenn  2>C  =  «  gesetzt  wird. 

Die  Richtungen  OB  und  OC  sind  konjugierte  Bichtungen  bezüglich  der  Trag- 
heitsdlipae,  desgleichen  OD  und  OA. 

Einfnhrnng  schiefwinkliger  Koordinaten.  Dreht  man  die  x-Achse,  bei 
liegenbleibender  y- Achse  um  den  Winkel  90**  —  ß  in  die  Lage  x'  (Fig.  59  und  41), 
so  erhält  man  (nach  No.  30)  in  Bezug  auf  die  schiefwinkligen  Achsen  y',  x': 

Jp'  =  Jp  cosec*  ß  und  Jxi,*=  cosec  ß  (J^p  —  Jp  cotg  ß), 
woraus,  mit      Jp'^=.Fi\'\  Jp=zFil:  Jgp=zeipFy  sich  ergibt: 

fy'  =z  ty  cosec  ß  und  J,y  =  ly  cosec  ß  («  —  ip  cotg  ß)  F. 
Bezeichnet  man  den  Schnittpunkt  der  or '-Achse  und  der  EUipsentangente  DC 
mit  E,  so  i8tO-E  =  V'    DE=e  —  ipoofgf^^  und  es  folgt  daher: 
JJ  =  F0E'':  J^\'  =  F'ÖEED. 
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Erhält  die  a;'- Achse  die  der  y- Achse  konjugierte  Richtang  OD,  so  wird 
Ja,','=0,  und  es  ergibt  sich  der  Satz: 

Das  auf  konjugierte  Durchmesser  der  Trägheitsellipse  bezogene  Zentrifugair 
tnoment  des  Querschnittes  ist  =  0. 

Der  Winkel    ß',    welchen   die    einander   konjugierten   Richtungen   OD   und 

OA  einschließen,  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung:   cotg  ß'  =  — ^-      Es    eigibt 

sich  dies  sowohl   aus  dem   am  Schluß   von  No.  30  ausgesprochenen  Gesetze,  als 
auch  aus  Flg.  59;   hier  findet  man 

.     ^,       DC         e        J«y 
cotg  ß  =-^^-  =  -^  =  -  ?'. 

OC         h         ^v 

Hat  die  «'-Achse  die  Lage  OD^  so  ist  der  Trägheitshalbmesser  i^*  gleich 
dem  Ellipsenhalbmesser  OD. 

Kennt  man  J,,  Jy,  J^^  für  irgend  ein  Achsenkreuz,  so  ist  man  im  stände,  in 
jedem  Ellipsenquadranten  eine  Tangente  und  deren  Berührungspunkt  anzugeben 
(in  Fig.  59  die  Punkte  B,  2>,  die  Tangenten  AB.^  DC^  sowie  die  entsprechenden 
2  Punkte  und  2  Tangenten  auf  der  anderen  Seite  der  y- Achse).  Die  Ellipse  ist 
also  durch  8  Stücke  gegeben,  mithin  überbestimmt,  da  bereits  5  Stücke  zur 
Bestimmung  eines  Kegelschnittes  genügen. 


III.  Abschnitt. 

Spannungen  in  geraden  Stäben. 

§9. 
Die  Normalspannungen. 

37.  Gleiüligewichtsbedingimgen.  Ein  von  irgend  welchen  end- 
lichen Kräften  ergriffener  gerader,  elastischer  Stab  wird  bei  genügen- 
der Festigkeit  seine  ursprüngliche  Form  so  lange  ändern,  bis  die  in 
seinem  Inneren  hervorgerufenen  Kräfte  den  äußeren  Kräften  das 
Gieichgewicht  halten.  Diesen  Gleichgewichtszustand  wollen  wir  unter 
der  Voraussetzung  betrachten,  daß  die  entstandene  Formänderung 
sehr  gering  ist  und  ihr  Einfluß  auf  die  Lage  der  Angriffspimkte 
und  die  Richtungen  der  Kräfte  vernachlässigt  werden  darf;  wir 
denken  uns  also  bei  Aufstellung  der  Gleichgewichtsbedingungen  alle 
Kräfte  in  denjenigen  Lagen,  welche  sie  im  Falle  eines  vollkommen 
starren  Stabes  einnehmen  würden. 

Durch  einen  zur  Stabachse  A  B  (Fig.  60)  senkrechten  Querschnitt 
F  zerlegen  wir  den  Stab  in  zwei  Teile  und  vereinigen  alle  an  dem 
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einen  der  beiden  Teile,  z.  B.  an  dem  linken,  angi^eifenden  äußeren 
Kräfte  P^,  P,,  P«  ....  (mittels  des  in  No.  19  beschriebenen  Ver- 
fahrens) zu  zwei  Kräften  X  und  Q^  deren  erste  senkrecht  zum  Quer- 
schnitte ist,  während  die  andere  in  der  Ebene  des  Querschnittes  wirkt. 
K  heißt  die  Lätigskraft  für  den  Querschnitt  F\  sie  möge  positiv  an- 
genonunen  werden,  sobald  sie  das  Bestreben  hat,  den  linken  Stabteil 
von  dem  festgehalten  gedachten  rechten  Teile  zu  entfernen.  Die 
Kraft  Q  wird  die  Querkraft  für  den  Querschnitt  F  genannt;  ihr 
Vorzeichen  ist  vorläufig  gleichgültig. 


Neben  den  äußeren  Kräften  greifen  an  dem  betrachteten  linken 
Stabstücke  noch  die  vom  recliten  Stabstücke  auf  den  Querschnitt  F 
ausgeübten  inneren  Kräfte  an.  Die  auf  ein  unendlich  kleines  Quer- 
schnittsteilchen dF  wirkende  Kraft  setzen  wir  gleichmäßig  über  dF 
vei-teilt  voraus;  wir  zerlegen  sie  in  die  Seitenkräfte  adF  und  xdF^ 
eretere  rechtwinklig  zur  Querschnittsebene  gerichtet,  letztere  mit  dieser 
Ebene  zusammenfallend.  Hierbei  bedeuten  a  und  r  die  auf  die 
Einheit  von  dF  wirkenden  Kräfte;  sie  werden  Spannungen  genannt, 
und  zwar  heißt  a  eine  Nmmmlspannuny  und  t  eine  Schvbspaymung. 
a  wird  in  der  Regel  als  Zfugspannvng  positiv  und  als  Druckspannung 
(Pressung)  negativ  angenommen. 

Sollen  die  inneren  und  äußeren  Kräfte  miteinander  im  Gleich- 
gewicht sein,  so  muß 

1)  die  Mittelkraft /ad F  aller  zm*  Querschnittsebene  senkrechten 
Kräfte  (sdF  der  Längskraft  N  entgegengesetzt  gleich  sein 
und  mit  N  zusanmienfaUen. 

2)  die  Mittelkraft  Q'  aller  in  der  Querschnittsebene  wirkenden 
Kräfte  zdF  der  Querkraft  Q  entgegengesetzt  gleich  sein  und 
mit  Q  zusammenfallen. 

38.  Emüttelang  der  Normalspaimimgen  a.  Wir  beschäftigen 
uns  zunächst  nur  mit  den  Spannungen  a,  beziehen  den  Querschnitt 
auf  ein  schiefwinkliges  Achsenkreuz  $,  tq  und  bezeichnen  die  Koordi- 
naten des  Angriffspunktes  K  der  Längskraft  N  mit  h^^  tq^.  Dann 
lauten  die  Gleichgewichtsbedingungen,  denen  die  Spannungen  c  ge- 
nügen müssen 
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(1)  K=lcdF 

(2)  X^  =  l^adF 

(3)  Nri,  =  JyiadF, 

sie  sollen  in  diesem  Bande  unseres  Buches  nur  für  den  Fall  aufgelöst 
werden,  daß  a  eine  üneare  Funktion  der  Koordinaten  $  und  t)  ist, 
daß  also 

(4)     c  =  a  +  b^  +  cri 

gesetzt  werden  darf,  wo  a,  6,  c  für  den  beti-achteten  Querschnitt 
feste  Werte    bedeuten.    Trägt   man    dann   in  .  jedem   Punkte   $•»!   die 


daselbst  herrschende  Spannung  recht\vinklig  zum  Querschnitt  als 
Ordinate  auf,  so  liegen  die  Endpunkte  der  Strecke  a  in  einer  Ebene, 
welche  den  Querschnitt  in  einer  Geraden  nn^  der  sogenannten  Null- 
linie  schneidet.  In  den  Punkten  einer  zur  Nulllinie  parallelen  Ge- 
raden herrschen  gleich  große  Spannungen;  die  größte  Spannung 
entsteht  in  dem  von  der  Nulllinie  am  weitesten  abgelegenen  Quer- 
schnittspunkte. 

Man  erkennt,  daß  sich  für  den  Fall  der  Proportionalität  zwischen 
Spannungen  und  Formänderungen  —  also  für  den  Fall  der  Gültigkeit 
des  Hookeschen  Gesetzes  —  die  Einführung  der  Gleichimg  (4)  mit 
der  .in  der  Festigkeitslelu-e  üblichen  Voraussetzung  deckt,  daß  bei  der 
Berechnung  der  Spannungen  c  die  ursprünglich  ebenen  Querschnitte 
auch  nach  der  Biegung  des  Stabes  als  Ebenen  betrachtet  werden 
dürfen  und  daß  sowohl  die  Krümmung  der  materiellen  Linien,  welche 
entsprechende  Punkte  zweier  benachbarten  Querschnitte  verbinden,  als 
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auch  die  Querkontraktion  vemachlässigbax  ist.  Die  Brauchbarkeit 
dieser  Annahme  ist  für  gerade  Stäbe  mit  im  Verhältnis  zur  Stablänge 
kleinen  Querschnitts- Abmessungen  durch  eine  Reihe  schärferer  Unter- 
suchungen nachgewiesen  worden,  so  von  De  Saint  -  Venant  in  liou- 
villes  Journal,  1856,  von  Kirchhof  in  Grelles  Journal,  1869,  von 
Pochhammer  in  dessen  Werke  über  das  Gleichgewicht  des  elastischen 
Stabes  (Kiel,  1879). 

In  erster  Linie  dürfen  also  die  auf  Grund  der  linearen  Spannungs- 
verteilung gewonnenen  Formeln  für  Stäbe  aus  FluJBeisen,  Schweiß- 
eisen und  Stahl  benutzt  werden,  solange  die  Beanspruchung  innerhalb 
der  für  diese  Stoffe  nachgewiesenen  Proportionalitätsgrenze  liegt 
Aber  auch  bei  der  Berechnung  der  Querschnitts -Abmessungen  von 
Holz-  imd  Steinbauten  (bei  letzteren  nur  im  Falle  des  Überwiegens 
von  Druckspannungen)  hat  sich  jenes  überaus  einfache  Spannungs- 
gesetz recht  gut  bewährt. 

Damit  sich  nim  für  die  mittels  der  3  Gleichgewichtsbedingungen 
N^j(a  +  b^  +  cyi)dF 
.VS.  =  /(a  +  ÄS  +  ci,)§di^ 

Nri^  =  !(p  +  h^  +  or[)r[dF 

zu  berechnenden  Werte  a,  6,  c  möglichst  übersichtliche  Ausdrücke 
ergeben,  wählen  wir  zu  Koordinatenachsen  zwei  einander  zugeordnete 
Schwerachsen  (vergl.  Seite  48);  es  wird  dann 

/$diP=0,  jridF^O,  l^ridF^O 

imd  die  Gleichheitsbedingungen  gehen  über  in 

X=aF 

NL  =  bli^dF=bJ^ 

]Srri^  =  cfri^dF=cJ,. 

Setzt  man  die  hieraus  berechneten  Werte  a,  fe,  c  in  die  Gleichung  (4) 
ein,  so  erhält  man  für  die  gesuchte  Spannung  den  Ausdruck 

(5)     a--^  +  -^-  +  — ^— -. 

Die  Nulllinie  n  hat  die  Gleichung 
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sie  schneidet  auf  den  Koordinatenachsen  die  Strecken 


Jq       *  / 


(7) 


'fc.  =  - 


ab,  ihre  Lage  ist  unabhängig  von  der  Größe  der  Kraft  N, 

Die  durch  den  Angriffspunkt  K  imd  den  Schwerpunkt  0  gelegte 
Gerade  führt  den  Namen  Kraftlinie.  Ihre  Neigung  ist  durch  das 
Verhältnis  tq,  :  S*  gegeben,  und  die  Neigung  der  Nulllinie  durch  die 
Zahl  Tf)^ :  Sn-     Zwischen  beiden  Yerhältniszahlen  besteht  die  Beziehung 

S»      ^Jb  ^f]  **/ 

Aus  den  Gleichungen  (7)  und  (8)  folgt:  Zfu  jedem  Angriffspunkte 
K gehört  eine  bestimmte  Nulllinie  n  und  xu  jeder  Kraftlinien- Richtung 
eine  bestimmte  Nulllimejt- Richtung. 

Liegt  K  im  Schwerpunkte,  so  liegt  die  Nulllijiie  im  Urlendlichen; 
liegt  K  im  Urtendlichen,  so  geht  die  Nulllinie  durch  den  Schtverpunkt. 
Im  zweiten  FaUe  muß  iV"=0  sein;  der  Querschnitt  wird  durch  eine 
unendlich  ferne,  unendlich  kleine  Längskraft  (d.  i.  ein  Kräftepaar)  be- 
ansprucht. 

Wichtige  Schlüsse  lassen  sich  auch  aus  dem  Umstände  ziehen,  daß 
in  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  die  Koordinaten  nur  in  den  Produkten 
^^  imd  7|j7],  deren  Paktoren  miteinander  vertauscht  werden  dürfen, 
auftreten. 

Betrachtet  man  in  Gleich.  (6)  ^  und  t,^  als  die  laufenden  Koor- 
dinaten eines  Angriffspunktes  K  der  sich  in  einer  durch  diese  Gleichung 
bestimmten  Geraden  n  bewegt,  so  sind  ^  und  i]  die  festen  Koordinaten 
desjenigen  Punktes  K\  durch  den  sämtliche  zu  den  Punkten  K  ge- 
hörenden Nulllinien  7i  gehen.  Wird  der  Pimkt  K  Angriff spimkt,  so 
wird  die  Gerade  n    Nulllinie.     Hieraus  folgt  der  wichtige  Satz: 

Beschreibt  eine  Nulllinie  nn  einen       Bewegt  sich  der  Angriffspunkt  K 


Strahlenbüschel,  dessen  Mittelpunkt 
K  ist,  so  bewegt  sich  ihr  Afigriffs- 
punkt  K  auf  der  dem  Punkte  K' 
entsprechenden  Nulllinie  nn. 


auf  einer  (jleraden  nn,  so  beschreibt 
seine  Nulllinie  nn  einen  Strahlen- 
büschel,  dessen  Mittelpunkt  K!  der 
zur  Nulllinie  n  n  gehörige  An- 
griffspunkt ist. 
Aus  der  Gleichung  (5)  aber  folgt  der  Satz: 

Die  Spannimg  a,  welche  eine  im  Punkte  ^j.fii,  angreifende 
Längskraft  N  im  Punkte  ^tq  erxeugt,  ist  ebenso  groß  wie  die 
Spannung,  ^reiche  die  im  Pmtkte  $7)  angreifende  Kraft  N  im 
Punkte  5*'J'l*  hervorbringt. 
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Wir  werden  diesen  Satz  in  der  Folge  dnrch  die  kurze  Gleichung 

ausdrücken,  in  welcher  Cab  die  Spannung  bedeutet,  welche  im  Punkte 
Ä  durch  eine  in  B  angreifende  Last  von  der  Größe  1  erzeugt  wird. 
Ganz  ebenso  ist  Cba  zu  lesen. 

39.  Einfährnng  des  Blegungsmomentes.  Das  Produkt  aus  der 
Längskraft  N  und  ihrer  Entfernung  f  vom  Schwerpunkte  S  nennt 
man  das  Biegungsmoment  (auch  das  Angriffsmoment  oder  kui-z  das 
Moment)  für  den  fraglichen  Querschiitt;  es  möge  mit  M  bezeichnet 
werden.    Die  Produkte 

JVTQ^  =  Jf£  und  N^j,=iMri 
wollen  wir  die  auf  die  Achsen  ^  tmd  tq  bezogenen  Seitenmomente  von 

(9)     M=Nf 
nennen.     Wir  erhalten  dann 

,10)   ,  =  f+*5+|,. 

Ist  iV"=0,  sind  also  beispielsweise  sämtliche  äußeren  Kräfte  senk- 
recht zur  Stabachse  gerichtet,  so  wird  der  Querschnitt  nui*  durch  ein 
Moment  M  beansprucht,  und  es  ergibt  sich 

Es  ist  dies  der  Belastungsfall,  den  wir  vorhin  als  Beanspruchung 
des  Querschnitts  durch  eine  unendlich  kleine,  unendlich  ferne  Längs- 
kraft bezeichneten.  Die  Nulllinie  n  geht  durch  den  Schwerpunkt;  sie 
ist  parallel  zu  einer  Geraden,  die  auf  den  Koordinatenachsen  Strecken 
7]^  und  $^  abschneidet  welche  die  Bedingung 

(12)  '^=-ii^.^ 

ei-füllen.  Die  eine  der  beiden  Sti-ecken  darf  beliebig  groß  gewählt 
werden. 

40.  Elnfohnmg  reohtwinkliger  Koordinaten.  Sollen  die  in  No.  38 
und  No.  39  abgeleiteten  Gleichungen  für  rechtwinklige  Koordinaten 
gelten,  so  muß  der  Querschnitt  auf  Hauptachsen  bezogen  werden;  demi 
diese  sind  die  einzigen  sich  rechtwinklig  schneidenden  konjugierten 
Achsen.  Besitzt  der  Querschnitt  eine  Symmetrieachse,  so  ist  die 
Lage  der  Hauptachsen  von  vornherein  bekannt;  denn  jede  Symmetrie- 
achse ist  eine  Hauptachse.  Die  Hauptachsen  und  Hauptträgheits- 
momente der  Walzeisen-Profile  findet  man  in  dem  bekannten  NormaJ- 
profilbuche  und  in  vielen  Taschenbüchern;  hier  lassen  sich  also 
die  bisher  gewonnenen  Formeln  ebenfalls  sofort  verwerten.  Ftii- 
andere  Fälle  aber  empfiehlt  es  sich,  wenn  rechtwinklige  Koordinaten 
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eingeführt  werden  sollen,  diese  Gleichungen  umzuformen.  Zu  diesem 
Zwecke  vereinfachen  wir  die  für  schiefwinklige  Koordinaten  ent- 
wickelten Gleichungen  zunächst  dadurch,  daß  wir  die  Kjafüinie  zur 
Tj  =  Achse  machen.  Es  wird  dann  ^  ^  0,  M^  =  0,  M^  =  M  und  es 
ergibt  sich 


J. 


J. 


Fig.  62. 

Die  Nnlllinie  wiid  parallel  zur  $- Achse  und  schneidet  die 
tj- Achse  im  Abstände 

(14)     ri,  =  —p=-!^ 

vom  Schwerpunkte.  Wir  erkennen  jetzt y  daß  die  Richtungen  von 
XtdlUiTie  und  Kraftlinie  einander  zugeordnet  siiid,  eine  Eigenschaft, 
die  sich  auch,  allerdings  weniger  einfach,  aus  den  in  No.  38  auf- 
gestellten Gleichungen  hätte  folgern  lassen. 

Nun  beziehen  wir  den  Querschnitt  auf  das  rechtwinklige  Achsen- 
kreuz «,  V  und  wählen  die  der  Kraftlinie  zugeordnete  Achse  (d.  i. 
unsere  bisherige  $ -Achse)  zur  ?/- Achse.  Bezeichnet  a  den  von  den 
Achsen  $  und  tq  eingeschlossenen  Winkel,  so  bestehen  zwischen  den 
bisher  benutzten  und  den  neuen  Koordinaten  die  Gleichungen 


^       sin  a ' 


•n*  = 


sm  OL 


imd  es  ergibt  sich 

j^  =  fyi^dF=^J^fv^dF=  ;V; 

^      J  *  sm*aj  sm^a 


mithin  ist 


rvj. 
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Der  für  a  gefundene  Ausdruck  geht  also  über  in 

(15)    .  =  _  +  -^  =  -  +  _^, 

WO  Jf^  =  ifsina   das  auf  die  m -Achse   bezogene  Seitenmoment  ist, 
und  die  Lage  der  Nulllinie  ist  bestimmt  durch 


(16)    r.= 


Die  für  rechtwinklige  Koordinaten  gültigen  Gleichungen  (16)  und 
(16)  haben  also  dieselbe  Form,  wie  die  für  schiefwinklige  Koordinaten 
gefundenen  Ausdrücke  (13)  und  (14). 

In  Fig.  62  haben  wir  noch  einen  Überblick  über  die  Spannungs- 
verteilung gegeben,  indem  wir  die  Abstände  v  als  Abscissen  und  die 
zugehörigen  a  als  Ordinaten  auftrugen.  Dieses  Spannungsbild  ist  durch 
zwei  Werte  a  bestimmt,  beispielsweise  durch  eine  der  beiden  für  die 
äußersten  Querschnittspunkte  L^  und  L^  berechneten  Spannungen 


(17) 


'''-F'^     J^     ~  F^     J. 
a»  =  -  —      — 


F  J,  F         J, 

und  durch  die  Spannung 

(18)     ao  =  ;^i 

an  der  Stelle  v  =  0.  Es  kann  sich  aber  auch  als  z\veckmäßig  er- 
weisen, (s  für  zwei  Punkte,  deren  Abstände  v  durch  runde  Zahlen 
ausgedrückt  sind,  und  die  auch  außerhalb  des  Querschnittes  ange- 
nonmien  werden  dürfen,  zu  berechnen. 

41.  Weitere  ümfonnimgen  für  rechtwinklige  Koordinaten.  Meistens 
ist  es  am  zweckmäßigsten,  den  Quei-schnitt  auf  solche  rechtwinklige 
Schwerachsen  xy  zu  beziehen,  welche  zu  einer  möglichst  einfachen 
Bereclmung  von  J,,  «/y,  J^^  führen.  Bildet  dann  die  Kraftlinie  mit 
der  X-Achse  den  Winkel  a*  (Fig.  63),  so  ist  der  Neigungswinkel 
a^  der  zur  NuUlinie  parallelen  ?< -Achse  durch  die  auf  Seite  52  ab- 
geleitete Gleichung 

(19)     tea  ^  J^  —  ^Ly  tg  a>^  J^cotgg;,  — j;^ 
^     >      ^  -       J,y  — e/ytga*       '/,,cotgafc  — J, 

bestimmt.  Für  das  in  die  Formel  (15)  einzusetzende  Trägheitsmoment 
J^  findet  man  nach  Gleich.  (1),  Seite  45  den  Wert 

J^  =  J,  cos  ^a,  +  f/y  sin  *a,  —  2  J^^  sin  o«  cos  a« 
=  cos  a^  {J^  cos  «^  —  f/ry  sin  a J  —  sin  a«  (f/,^  cos  o«  —  J^  sin  a») 


Digitized  by 


Google 


NormalspaDnungen  in  geraden  Stäben. 


63 


und  dieser  geht  wegen  der  aus  der  Gleich.  (19)  folgenden  Beäehung 


über  in 


J.y  cos  o«  —  /y  sm  a»  ^  cos  a* 

-f^ y^— ; =  COtg  Oft  =:  — 

«y,  cos  a»  —  J   sm  a^  ^  sin  a» 


«^M  =  ( JL  cos  a»  —  «4y  sin  a^) 


cos  a^  sm  a*  —  sin  a»  cos  olj, 
sinoii 


=  (J,cosa,  — J^ySino,) — ^j^-    • 


Fig.  63. 


Setzt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung 

iST  .   M^r JV      if sin  (a» — a^v 

ein  und  bezeichnet  man  das  auf  die  a::-Achse  bezogene  Seitenmoment 
mit  Jb^, 

(20)     M,  =  ilf  sin  a^fc, 
80  erhält  man  den  einfachen  Ausdruck 


.Y 


M^v 


(21)     a  =  9+7 '  ,     . 

^  jr       J,  cos  o«  —  J^y  sm  a^ 
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Drückt  man  noch  v  durch  x  und  ij  aus, 
V  =  y  cos  oLn  —  X  sin  a^, 
so  findet  mau  für  die  Spannimg  au  der  Stelle  xy  den  Wert 

In  derselben  Weise  läßt  sich  auch  die  Formel  ableiten 

Beide  Formeln  sind  nötig.     Ist  a»  =  0.  also  auch  M,  =  0,  so  ist  die 
Richtung  der  Nulllinie  duieh 

(24)    tg  «.=  -/- 

gegeben,    und    das   zweite  Glied  der  Gleich.  (22)    nimmt  den  unbe- 
stimmten Wert  0:0  an.    Wird  M^  =  0,  so  vei-sagt  die  zweite  Formel; 

es  wird  dann  tg  ot,  =  -p  • 

Setzt  man  a  =  0  und  M,  =  Nyj,,  so  erliält  man  aus  Formel  (22) 
die  Gleichung  der  Nulllinie 

(25)    0  =  Uy.   •'^-^^«- 


während  aus  Formel  (23)  für  dieselbe  Linie  die  Gleichung 

(26)  o=i+.c.-^-jr'"^ 


folgt.     Diese  Linie  schneidet  auf  der  y-Achse  die  Strecke 

'L  —  Jry  tg  O. 


(27)    y. 
Lchse 
(28) 


ab  und  auf  der  x- Achse  die  Sti-ecke 

_  _  J^r-  ^^-ycotgq^ 

Kennt  man  den  einen  der  beiden  Werte  //„,  x^,  so  findet  man  den  an- 
deren auch  mittels  der  Gleichung 

42.  Zelolmerlsolies  Verfahren.  Wir  setzen  den  in  No.  41  be- 
handelten Fall  voraus,  bezielien  also  den  Querschnitt  auf  ein  recht- 
winkliges Achsenki-euz  xy^  das  eine  möglichst  einfaclie  Ermittelung  von 
Jp,  Jy,  J^y  gestattet.  Hierauf  benutzen  w4r  zur  Bestimmung  der  zur 
Ki-aftiinie  k  geh()rigen  XuUlinien-Richtung  den  von  Mohr  eingeführten 
Kreis,    vergl.   Xo.   34.      Wir   ti-agen   auf   der  2/ -Achse   die   Strecken 
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OE=J^  und  EC=Jj,  auf,  und  setzen  von  E  aus  rechtwinklig  zui- 
y-Achse  die  Strecke  ^T=  +  c7^y  ab.  Ist  J^^  negativ,  so  liegt  der 
Punkt  T  im  zweiten  Quadranten.  Nun  wird  die  Kraftlinie  mit  dem  durch 
den  Durchmesser  OC  bestimmten  Kreise  in  Ä  zum  Schnitt  gebracht 
und  mittels  der  Sehne  ATB  die  Kichtung  der  ?*-Achse  festgelegt.    Der 


.^N 


Fig.  64. 


Abstand  des  Punktes  T  von  der  in  i?  an  den  Kreis  gezogenen  Tan- 
gente   stellt    das   Trägheitsmoment   J.  dar,   weshalb  die  Strecke  TB 

den   Wert     .  *     angibt    Dieser  Ausdruck  soll  in  der  Folge  mit  Jß 

bezeichnet  werden.     Nun  ist  nach  Gleich.  (15),  wegen  Jf.  =  il/sinß, 
wo  M=Nf, 

N    ,   ilf  sin  ßr 


Mftller-BreBlaii,  Cteaphlsohe  StaUk.    L 
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lind  man  erhält  daher 


(29)     a  = 


N 


Mv 


Für  die  äußersten  Querschnittspnnkte  ergibt  sich 


(30) 


-1—  F 

N 

9,  =  -^  — 


F 
In  den  Punkten  der  ?<-Achse  herrscht 

iV 

Durch   irgend   zwei   Werte  a   ist   das  Spannungsbild  in  Mg.  64  be- 
stimmt 

43.  Ebfährang  des  BegrUb  „Widerstandsmomeat  des  Quersobnltts''. 
Die  Spannungen  <y,  und  Oj  in  den  beiden  äußersten  Punkten  L,  und 
Lj  des  Querschnitts  (Fig.  61 — 64)  haben  stets  die  Form 

_N       M 

'i-  F^W^ 

N       M 


(31) 


c,= 


F       W\ 


W,= 


WO  W^  und  W^  Werte  bedeuten,  die  un- 
abhängig von  der  Größe  des  Momentes 
M  sind  und  durch  die  Richtung  der  Kraft- 
linie bestimmt  sind.  Man  nennt  TF,  und 
W^  die  zu  der  fraglichen  Kraftlinie  ge- 
hörigen Widerstandsmomente  des  Quer- 
schnitts. Erfolgt  die  Berechnung  der 
Spannungen  beispielsweise  nach  den  Glei- 
chungen (17)  auf  Seite  62,  so  findetTman 

'^^       und   Tr,=      ^^ 


e^  sin  ß  ^2  s^^  ß 

Wird  das  zeichnerische  Verfahren  gewählt,  so  ergibt  sich 

Fällt  die  Kraftlinie  mit  einer  Hauptachse  zusammen,  Fig.  65,  so  ist 

(32)    Tr,=  ^,  Tr,=^. 

Für  die  J- Eisen  und  Q[- Eisen  sind  die  auf  Hauptachsen  bezogenen  Wider- 
standsmomente  W  im  NormalprofUbuche   und   in   vielen  Hil&büchem   zu   finden. 
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Ein    an    beiden    Enden   frei 


Es  wäre  aber  zu  wünschen,  daß  anoh  für  die  mit  den  Hauptachsen  nicht  zusammen- 
fallenden Kraftlinien  die  Werte  W  berechnet  werden  möchten,  etwa  in  der  Weise, 
wie  dies  für  die  Schiffbau-"L-Eisen  von  Herrn  Ingenieur  Meyerhof  in  der  Zeit- 
schrift des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  Jahigang  1899,  Seite  607 — 614  ge- 
schehen ist. 

44.  ZaUeubeispiele.  i.  Atifgabe, 
aufliegendes  400  cm  langes  Winkel- 
eisen (Flußeisen)  ist  gleichmäßig  mit 
P=200*  belastet,  Fig.  66  und  67; 
es  sollen  die  Spannungen  a^  und  c^ 
berechnet  werden,  erstens  für  den  FaU, 
daß  die  zum  längeren  Schenkel  paral- 
lele Schwerachse  Kraftlinie  ist,  zwei- 
tens für  eine  um  30°  gegen  den 
kürzeren  Schenkel  geneigte  Kraftlinie. 

Es  ist 

2*2        2        4~8"" 


200 .  400 


8 


Fig.  66. 


=  10000  kern. 


Fig.  67. 

Die   Querschnittsmomente    für    das  Achsenkreuz  r//  sind   (vergl. 
Seite  39): 

J,  =  151,25  8*        7,  =  41,25  h*        J,,  =  45  8*. 

5* 
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Fällt  die  Kraftlinie  mit  der  y-Achse  zusammen,  so  ist  a»  =  90°  imd 

««■=^=4^6  =  '■'»■ 
Die  Koordinaten  der  äußersten  Querschnittspiinkte  Ä  und  JB  sind 

y^  =  +  3,5  8        x^  =  —  1,5  8 

2/ä  =  —  6,5  8        Xb  =  —  0,5  8. 
Man  erhält  also  nach  der  Formel  (vergl.  Seite  64) 

worin  M^  =  Jf  zu  setzen  ist,  f üi*  8  =  1'"  die  Spannungen 

_M      3,5  +  1,5-1,09      _,    l3/__      .        ,    . 
^^~8»    151,25-45.1,09   ~ "T"  19,9 8» ~ "•" ^""^     "• 

_  M   -6,5  +  0,5-1,09 ^.W^  __;^fto»„    . 

'  ~  S«    151,25  —  45 . 1,09   ~"      17,2  8»  ~      ^       '""  " 
Bildet   die  Kraftlinie   mit   der  jr- Achse    den  Winkel  30°  so  ist 
tga»  =  0,577,  mithin 

Die  äußersten  Querschnittspunkte  sind  nunmehr  A  und  C. 
yc=-\-2,bh    Xc=4,5  5 
i»f,  =  Jf  sin  «»  =  0,5  3/ 
Jf      3,5+1,5-5,91     _  M     _ 

«--"'Ö8T-löi,25'::^"45T5,91  " ~" l8;6'8^ -  ~ ^''*'    '- 
«       (i^^      2,5-4,5-5,91  ,      M  ,   .«=„*,,    . 

Die  Widerstandsmomente    des    Quei-schnitts   sind    für   die   senk- 
rechte Kraftlinie 

TF,  =  19,9  8»       Trg=17,2  8» 
für  die  um  30°  geneigte  Kraftlinie 

1^1  =  9,5  8»         Tr,=  18,6  8». 
2,  Aufgabe,     Der  in  Fig.  68    abgebildete  Querschnitt  eines  ge- 
mauerten Pfeilers  wird  im  Punkte  Z"  mit  iV=  60000*  gedrückt.     Ge- 
sucht ist  die  Lage  der  Nulllinie  und  die  größte  Spannung  a. 

Wir  beziehen  den  Querschnitt  zunächst  auf  das  mit  zwei  Seiten 
zusammenfallende  Achsenkreuz  x'  y'  imd  zerlegen  ihn  in  drei  Recht- 
ecke, deren  Abmessungen  und  Schwerpunkts-Abscissen 
ftj  =  0,25-,    i,  =  0,52-,  6,  =  0,26- 
A^  =  0,77-,    A,  =  0,51-,  A8  =  0,25- 
e,=0,125-   r^  =  0.51-,  C3  =  0,90- 
sind.     Dann  erhalten  wir 

J^=SfcA  =  0,5227  m» 
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N,'  =  ^2feA«  =  0,1499  w»  (statisches  Moment) 


J,'  =  ~   SfeA»  =  0,0624  m^ 
6 

J.','  =  y  S6A«c  =  0,0511  w* 

und  auf  ähnliche  Weise 

S,-  =  0,2178  m» 
J,'  =  0,1320  m«. 


Fig.  68. 


Die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  sind  nun 


U  s  = 


0,287  m; 


'S' 


x',  =  -J,-=  0,417  m 

und  die  Queischnittsmomente,  bezogen  auf  die  Sehwerachsen 
J.  =  J.'  -  Fy's^  =  Jj  -  S^y', 
J,  =  0,0624  —  0,1499  •  0,287  =  0,0194  m* 
J^  =  0,1320  —  0,2178  •  0,417  =  0,0412  ,, 
J.,  =  0,0511  —  0,1499  •  0,417  =  —  0.0114  /«*. 
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Die  Koordinaten  des  Angriffspunktes  K  seien 
y\  =  0,265-  lind  x\  =  0,335". 

Dann  erhält  man 

y„  =  0,287  —  0,265  =  0,022  " 
x»  =  0,417  —  0,335  =  0,082- 

*^»*  =  |  =  iT  =  ^'268 
t-  _  _  J'  —  J'»  tg  «* 

_       0,0194  +  0,0114.0,268  _  _ ,. o«« 
—  0,0114  —  0,0412.0,268  ~        ' 

Die  NulUiuie  schneidet  auf  den  Schwerachsen  die  Strecken  ab: 

„  _  _  '^-  —  J-»^'^  _ _  0,0194-0,0114 ^36  _ _ 
^"~         "      Fiju  ~  0,5227-0,022  ~        '° 

sie  liegt  vollständig  außerhalb  des  Quei-sclinitts,  und  es  haben  deshalb 
alle  Spannungen  a  dasselbe  Vorzeichen.  Der  Querschnitt  wird  nur 
auf  Druck  beansprucht  Die  größte  Spannung  herrscht  im  Punkte  A. 
Man  findet  hier 

_iV  /         y  — .rtgtt,\ 

_  JV^  /        0,287  +  0,417  . 0,836\ 
~J^\    *^  0,858  / 

-  1,74  .V    __      1,74.60000  __  2^,^,^ 


F       ~  5227 

Klinkermauerwerk  in  Kalk-Zementmöi-tel,  vergl.  Seite  101,  ist  das 
beim  Auftreten  solcher  Pressungen  angezeigte  Material. 

5.  Aufgabe.  Der  trapezfönnige  Quei-schnitt  eines  gemauerten 
Pfeilers  habe  die  Abmessungen  (Fig.  69) 

ai  =  2i6"',  «,=  1,4-,  ^  =  6-  (Transversale),  A  =  5,l-. 

Im  Eckpunkte  A  greife  senkrecht  zur  Querschnittsebene  der 
Druck  1'  an.  Verlangt  wird  die  Dai-stellimg  der  Spannungsver- 
teilung. 

Wir  beziehen  den  Querschnitt  auf  die  schiefwinkligen  Schwer- 
achsen 5^  71  und  erhalten  (nach  Seite  43) 
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./=  = 


ht* 
36 


5,1.6« 


J«  = 


36 


ni' 


weshalb 


24 


wo 


^_A(«l+«,)_  5 1.2,0  =  10,2, 


10,2  (2,6»  + 1,4«) 
24 


=  3,706  m*. 


=P — ^ 


Flg.  69. 

Die  Koordinaten  des  Angriffspunktes  A  sind 

5»  =  -2-«x==l,3- 

_      o.  +  2ff,    _       2,6  +  2,8   _ 
'>*-S(a,  +  fl,)-^        3.4        -^'^' 
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es  schneidet  also  die  NulUiiiie  auf  den  Achsen  die  Strecken  ab  (vergL 

Seite  59): 

t  —_jh 3,706     _ 

^-      FL~      10,2.1,3-     ^'^^^ 
J,    _        29,682    _ 

^-  -  -  -i\  — 1072^,7"  -  -  ^'^'^ 

lind  es  ergibt   sich  für  die  Druckspannmig  in  irgend  einem  Punkte 
$,  1)  des  Querschnitts  (nach  Gleich.  5,  Seite  58)  der  Wert 

er  wird  zweckmäßig  umgeformt  in 


~\fv--i:-V 


und  nun  wii-d  das  Spannuugsbüd  mit  Hilfe  des  für  die  Stelle  ij  =  0 
und  $  =  — 104,  =  2,79*'  berechneten  Wertes 

11-^            11-1  1AQ«    •^ 

«  =  -  j^  = 10^2-  =  -  ^'^^  /«-  ) 

bestimmt 

Dieses  Spannungsbild  gestattet  jetzt  mit  Hilfe  des  auf  Seite  59 

bewiesenen  Satzes 

die  Berechnung  der  Kantenpressung  an  der  Stelle  A  infolge  be- 
liebiger Belastungen  des  Pfeilers.  Ist  nämlich  a'  die  einem  Punkte 
B  entsprechende  Ordinate  der  Spannungslinie  gg^  so  erzeugt  ein  in  A 
angreifender  Druck  JV=  1  an  der  Stelle  B  die  Spannung  c\  und  ej^ 
ruft  deshalb  ein  in  jB  angreifender  Druck  N=l  m  A  ebenfalls  die 
Spannung  c'  hervor.     Wirken  also  auf  den  Pfeiler   eine  Reihe  von 

Drücken  JVj,  N^^  JV3, so  erhält  man  für  die  in  J.  entstehende 

Druckspannung  den  Wert 

Man  nennt  die  Linie  gg  auch  die  Einfußlinie  für  die  Spannimg  c 
im  Punkte  A. 

Wird  der  Einfluß  eines  Momentes  M  gesucht,  welches  in  einer 
Ebene  liegt,  die  den  Querschnitt  in  der  Geraden  II  schneidet  und  zum 
Querschnitte  rechtwinklig  ist,  so  ersetze  man  M  durch  ein  Kräfte- 
paar Na  mit  beliebig  großem  Arme  a  und  lege  den  Angriffepunkt  der 
einen  der  beiden,  zum  Querschnitte  rechtwinkligen  Gegenkräfte  N  in 


*)  1  Vir-.  =  0,1%«.. 
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den  Schnittpunkt  der  Geraden  II  und  7i7i.     Man  findet  dann  füi*  a^ 
den  Wert 

„       3/cj" 


§  10. 

Der  Kern  des  Querschnitts. 

46.  Erklänmgen.  Bestimmung  des  Kerns  ffir  einen  beliebigen 
Quenolmitt.  Schneidet  die  Nulllinie  nn  den  Querschnitt,  so  besitzen 
die  Spannungen  a  in  den  durch  die  nn  getrennten  Teilen  des  Quer- 
schnitts verschiedene  Vorzeichen.  In  demjenigen  Teile,  welcher  den 
Angriffspunkt  K  enthält,  herrschen  Zug-  oder  Druckspannungen,  je 
nachdem  die  in  Z"  Avirksame  Längskraft  N  positiv  oder  negativ  ist. 

Nähert  sich  der  Angriffspunkt  dem  Schwerpunkte  S  des  Quer- 
schnitts, so  entfernt  sich  die  Nulllinie  von  S,  Von  dem  Augenblicke 
an,  in  welchem  die  Nulllinie  bei  dieser  Bewegung  den  Querschnitt 
berührt,  ohne  ihn  zu  schneiden,  besitzen  die  Spannungen  a  in  allen 
Punkten  des  Querschnitts  dasselbe  Vorzeichen  wie  die  Längskraft  N. 

Betrachtet  man  nun  alle  möglichen  den 
Querschnitt  berührenden,  dber  nicht  schneiden- 
den Gei-aden  der  Reihe  nach  als  Nulllinien  und 
bestimmt  die  zugehörigen  Angriffspunkte,  so 
begrenzt  der  Ort  dieser  Punkte  denjenigen 
Teil  des  Querschnitts,  innerhalb  dessen  der 
Angriffspunkt  K  einer  Längskraft  JV  liegen 
muß,  wenn  alle  durch  diese  Kraft  in  dem 
Querschnitte  hervorgerufenen  Spannungen  das- 
selbe Vorzeichen  haben  sollen  wie  N.  Dieser 
Teil  des  Querschnitts  heißt  der  Kemy  und 
die  von  jenen  den  Querschnitt  berührenden 
aber  nicht  schneidenden  Geraden  eingehüllte  Linie  wollen  wir  die 
Umhülhingslinie  des  Querschnittes  nennen. 

Der  Kern  ist  u.  a.  von  Bedeutung  für  die  Beurteilung  der  Steinbauten.  Soll 
z.  B.  der  durch  einen  Druck  N  beanspruchte  Querschnitt  eines  gemauerten  Pfeilers 
nur  Druckspannungen  erfahren,  so  muß  der  Angriffspunkt  von  N  innerhalb  des 
Kerns  liegen. 

Wird  der  Kern  eines  von  geraden  Linien  begi-enzten  Querschnitts 
(Fig.  71)  gesucht,  so  genügt  es,  die  Seiten  ÄB^  BC,  CD,  DE,  EA 
der  ümhüllimgslinie  ABCDEA  der  Reihe  nach  als  Nulllinien  anzii- 


Fig.  70. 
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sehen  iind  die  ihnen  enteprechenden  Ang^-iffspimkte  (ab\  (6c),  (cd), 
{de),  (ea)  zu  bestimmen.  Die  Verbindungslinien  a,  A,  r,  d,  e  dieser 
Punkte    umschließen    den  Kern.     Denn,    während    sich   die   auf  dem 

Umfange  des  Querschnittes  rollende  Null- 
linie aus  der  Liage  AB  um  den  Eck- 
punkt B  in  die  Lage  5  C  dreht,  beschreibt 
der  Angriffapunkt  die  Verbindungslinie  b 
der  Punkte  (ab)  und  (fte);  dreht  sie  sich 
aus  der  Lage  BC  um  den  Punkt  C  in 
die  Lage  C7>,  so  beschreibt  der  Angiiffs- 
punkt  die  Gerade  c  u.  s.  w. 

Nun  wurde  aber  früher  bewiesen, 
daß  sich  bei  der  Drehung  einer  Nulllinie 
um  einen  festen  Punkt  der  zugehörige 
Angriffspunkt  auf  der  jenem  Drehpunkte  entsprechenden  Nulllinie  be- 
wegt, und  hieraus  folgt,  daß  man  den  Kern  auch  durch  Bestimmmig 
der  den  Eckpunkten  A^  B,  T,  7>,  E  entsprechenden  Nulllinien  a,  6,  c, 
rf,  e  finden  kann. 

Es  gilt  die  vorstehende  Beti*achtung  auch  für  von  kmmmen  Linien 
eingeschlossene  Querschnitte,  da  diese  als  von  unendlich  kurzen  Ge- 
raden begrenzt  angesehen  werden  dürfen,  imd  man  darf  deshalb  ganz 
allgemein  den  Kern  durch  den  folgenden  Doppelsatz  erklären: 


Fig.  71. 


Rollt  die  NidUinie  anf  der  Um- 
hüllungslinie  des  Querschnitte,  so 


Beschreibt  de)'  Arigriffspirnkt  die 
Umhüllungslinie  des  QnerschnittSy 


beschreibt  der  Angriffspunkt  den  :  .so  rollt  die  Nulllinie  anf  dem  Um- 
Umfang  dee  Kerns,  {fc^^W  ^^  Kerns, 

Hiermit  ist  die  Aufgabe,  den  Kern  eines  Quei-schnitts  zu  bestimmen, 
auf  die  im  vorigen  Paragraph  behandelte  Aufgabe  zimickgeführt,  die 
einem  gegebenen  Angriffspunkte  K  entsprechende  Nulllinie  zu  ermittebi 
oder  umgekehrt  zu  einer  gegebenen  Nulllinie  den  Angriffspunkt  zu 
suchen. 

Ist  z.  B.  der  Querschnitt  auf  seine  Haupt-Schwerachsen  (1)  und 
(2)  bezogen,  Rg.  72,  und  sind  i^  imd  i^  die  Haupt-Trägheitshalbmesser 


Y  F'     *^~Y  ~F  ' 


sind   femer  ?',  und  u^    die  Koordinaten   des   Angriffspunktes  K  und 
schneidet  die  Nulllinie  auf  den  Hauptachsen  die  Strecken 

Sr  =  V,  und  Sil'  =  n^ 
ab,  so  ist  nach  Gleich.  (7)  Seite  59 

t\r,==  —  i^* 
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es  ist  also 


/j  die  mittlere  Propoitionale  zu   t\  und   /„ 


und  es  ergibt  sich  das  folgende  zeichnerische  Yerfaliren: 

Man  trage  auf  den  Hauptachsen  (1)  und  (2)  die  Strecken  SÄ  =  ?\ 
und  SB  =  ij  auf  (gleichgültig,  auf  welcher  Seite  von  S),  verbinde  die 
Pußpunkte  V  und  U  der  Koordinaten  n^  und  i\  des  Angriffspunktes  A' 
mit  A  bezieh.  B  und  errichte   in  A 
imd  B  auf   den   Geraden    VA    und 
ÜB  Lote,    welche    die   Hauptachsen 
in  den  Punkten  V  und  CT  schneiden. 
Dann  ist 
/,  =  SA   die    mittlere   Proportionale 

zu  ST  und  ST 

lg  =  SB    die    mittlere    Proportionale 

zu  SÜ  und  Slf 
und    hieraus   folgt,    daß   LT  und    V 
Pimkte  der  gesuchten  Nulllinie  sind. 

Bei  großer  Entfernung  des  An- 
griffepunktes K  vom  Schwerpimkte  S 
ist  das  beschriebene  Verfahren  un- 
bequem. Man  bestimme  dann  zu 
irgend   einem   auf   der   Geraden  SÄ" 

und  näher  an  S  gelegenen  Punkte  K'  die  Nulllinie  nn  (Fig.  73) 
und  beachte,  daß  die  zu  K  gehörige  nn  parallel  zur  nn  ist,  und  daß 
sich  verhält:  SL  :  ÄL'  =  SJC  :  SK,  wobei 
L  und  L'  die  Pimkte  sind,  in  denen  die 
Kraftlinie  SK  von  den  Nulllinien  nn  und 
/in  geschnitten  sind.  Liegt  K  im  Un- 
endlichen, so  geht  die  nn  durch  den  Schwer- 
punkt S]  sie  bleibt  aber  parallel  zur  fi'n\ 
Dieser  Fall  liegt  vor,  sobald  N=0  ist  und 
der  Querschnitt  nur  durch  ein  Biegungs- 
moment M  beansprucht  wird. 

Wie  man  nun  die  umgekehrte  Aufgabe 
löst,  zu  einer  gegebenen  Nulllinie  nn  den 
Angriffspunkt  K  zu  suchen,  bedarf  keiner 
Erläuterung. 

46.  BeBtimmimg  der  Nalilinie  mit  Hilfe  der  Folaren-Theorie.  Legt 
man  durch  den  Schwerpunkt  S  des  Querschnittes  eine  Parallele  u'u'  zu  der 
ii^od    einem    Angriffspunkte   K  entsprechenden   Nulllinie    nn^    Fig.  74,    so   ist 
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Fig.  74. 


nach  Seite  61  das  auf  die  Achsen  8K  und  uu'  bezogene  Zentrifogalmoment  des 
Querschnittes  =  0,  und  hieraus  folgt  nach  No.  36,  daß  die  Richtungen  SK  und  u'u' 
bezüglich  der  Zentralellipse  einander  konjugiert  sind. 

Die  in  den  Schnittpunkten  A  und  B  von  Kraftlinie  und  Zentralellipse  an  die 
letztere  gelegten  Tangenten  sind  also  parallel  zur  nn. 

Der  mit  der  Kraftlinie  zusammenfallende  Ellipsenhalbmesser  SA  =  SB 
ist   gleich   dem    auf   die   «'-Achse    bezogenen  Trigheitshaibmesser  $ '   des    Quer- 

,"• 

Schnittes,  und  die  Ordinate  der  Nulllinie  ist:  SD  =  —^*       Bestimmt    man   nun 

auf  der  Kraftlinie  einen  bezüglich  des  Schwerpunktes  S  symmetrisch  zu  K  ge- 
legenen Punkt  K*  ^  so  werden  die  Punkte  A 
und  B  durch  die  Punkte  K"  und  D  harmo- 
nisch getrennt,  und  hieraus  folgt,  daß  die 
durch  den  unendlich  fernen  Punkt  der  in  A 
und  B  an  die  Zentralellipse  gelegten  Tangenten 
gehende  Nulllinie  die  Polare  des  Punktes  K' 
in  Bezug  auf  die  ZentraleUipse  ist.  Denn 
die  Polare  eines  Punktes  bezüglich  einer 
Kurve  zweiter  Ordnung  ist  durch  den  Satz 
erklärt: 

Legt  man  von  irgend  einem  Punkte  K' 
aus  beliebig  viele  Sekanten  durch  eine  Kurve 
zweiter  Ordnung  und  bestimmt  auf  jeder  Se- 
kante den  Punkt  P,  welcher  von  K'  durch  die 
beiden  Kurvenpunkte  A  und  B  harmonisch  ge- 
trennt ist,  so  liegen  alle  Punkte  D  auf  einer  Geraden,  welche  die  Polare  des  Punktes 
K'  in  Bezug  auf  jene  Kurve  zweiter  Ordnung  genannt  wird,  und  welche  den  Schnitt- 
punkt der  in  den  Punkten  A  und  B  einer  beliebigen  Sekante  an  die  Kurve  ge- 
legten Tangenten  enthält. 

Aus  dem  Hauptsatze  der  Polarentheorie,  nämlich: 

Die  Polaren  sämtiieher  Punkte  einer  \  Die  Pole  sämtlicher  Strahlen  eines 
Geraden  gehen  durch  den  Pol  jener  Ge-  \  Punktes  liegen  auf  der  Polaren  dieses 
raden  !  Punktes 

folgt  unmittelbar  der  in  No.  45  bewiesene  Doppelsatz. 

Man  nennt  auch  die  Nulllinie  die  Gegenpolare  des  AngrifEspunktes  imd  umge- 
kehrt den  Angrififepunkt  den  Gegenpol  der  Nulllinie. 

Die  Bestimmung  der  Gegenpolare  nn  ist  eine  Aufgabe  ersten  Grades,  deren 
einfachste  Lösung  in  der  Festlegung  der  Nulllinie  mittels  der  in  ihr  liegenden 
Gegenpole  ü'  und  K'  zweier  Geraden  KU  und  KV  besteht,  die  durch  den  An- 
griffspunkt K  gehen  und  zu  irgend  zwei  in  Bezug  auf  die  Zentralellipse  einander 
konjugierten  Richtungen  (beispielsweise  zu  den  Schwerpimkts  -  Hauptachsen) 
parallel  sind. 

47.  Beolmerisclie  Bestlminimg  des  Kerns.  Ist  der  Quei-schnitt 
auf  ein  rechtwinkliges  Achsenkreuz  x,  y  bezogen,  und  sind  a:»,  y*  die 
Koordinaten  des  Angriffspunktes  A',  so  lautet  die  Gleichung  der  zu- 
gehörigen Nulllinie  (Seite  64) 

^  J,  —  f/^y  tg  a. 
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oder 


Femer  besteht,  da  Kraftlinie  und  Nulllinie  zugeordnete  Achsen  sind, 
die  Bezeichnung 


(1)    J'  =  tga.  =  ^ 


Jxy  tg  g^    ^  J^  COlg  QC^  —  J,y 

-  Jy  lg  O^        J„^  cotg  O«  —  j/ 


Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  findet  man  zu  einer  gegebenen  Nulllinie 
die  folgenden  Angriffspunkts-Koordinaten: 


(2) 


-Tic  — 


oder 


(3) 


=  _  _!.  ^«  —  ^^y  tg  g« 

=  _  Jl.  ^^y  —  ^y  tg  gn 
i^     y  —  xtgoL^ 

1^  Jxy  —  J,  cotg  g. 
J"     ir  —  2/  cotg  g. 

1  r/y  —  J^ycotgg, 
i^'     ;r  — 2/cotgg« 


//*  = 


Xu  = 


In  diese  Formeln  sind  für  x  und  y 
die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes 
der  NullUnie  einzusetzen.  Beide 
Formelgruppen  liefern  dasselbe  Er- 
gebnis. Ist  g^  gleich  oder  nahezu 
90**,  so  wende  man  die  Formeln 
(3)  an;  ist  ot,  gleich  oder  nahezu 
NuU,  so  muß  man  die  Formeln  (2) 
benutzen. 

Für  g,  =  0  erhält  man 


(4) 


J. 


für  «,  =  90''  wird 
(5)     //»  = 


x„  =  —  -^ 


Fii' 


Fx' 


:i 


Fig.  75. 


Rollt  die  NuUlinie  über  einen  Kreisbogen  vom  Halbmesser  r  und  sind 
^••j  ym  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes,  Fig.  75,  so  ist 


y  =  ym  —  r  cos  g, 
jr  =  x^  -\-  r  sin  g. 


und  man  erhält 
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f/,  cos  o,  —  '/,y  sin  ot. 


Fy, 


,ß.     ,  Um  eos  a^  —  r^  sin  a«  —  r 

Ip^ e/^y  eos  g,  —  Jy  sin  g, 

l  *       i/«  cos  o,  —  r^  sin  a,  —  r 

Mit  Hilfe  dieser  Formeln  lassen  sich  bei  der  Berechnung  der  Keni- 
figuren  der  Normalprofile  der  Walzeisen  die  Abnindimgen  der  Ecken 
berücksichtigen. 

48.   Benutzung  des  Kerns  zur  Ermittelung   der  Spannungen  a. 

Bezieht  man  den  in  irgend  einem  Punkte  K  durch  eine  Längskraft  ^V 
beanspruchten  Querschnitt  auf  die  E^raftlinie  SK  und  die  zur  Null- 
linie parallele  Schwerachse  u  als  Koordinatenachsen,  so  findet  man 
die  Spannungen  a^  und  <jj  in  den  von  der  Achse  n  entferntesten 
Punkten  L,   und  L,  des  Querschnitts  (nach  Gleich.  13,  Seite  61): 


Fig.  76. 

Die    auf   der  Kraftlinie    liegenden    Kernpunkte   K^  und  Ä,  ent- 
sprechen beziehungsweise  den  durch  L^  und  Lj  paitdlel  ziu-  Geraden  u 
gedachten  Nulllinien    als  Angriffspunkte,    und    es  gelten  deshalb  für 
die  zugehörigen  Kemhalbmesser  k^  und  k\  die  Formeln: 

(2)     A-,  =  -y^ ;  k\  =  y\,  , 

woraus  daim  folgt:  — ';-  =  J^A'j:  ~,~  =  Fk\, 

e  e 

Führt   man    diese  Werte    in    die  Gleichungen  (1)  ein,  so  gehen 
diese  über  in: 
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^^)    "'-F      k,     '    "'-- 

F      k; 

und  hierfür  kann  man  schreiben: 

(4)     a,-^;^;    a.- 

.^v/; 
j-  Ä-.' 
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wobei  fi  lind  /"^  die  Abstände  des  Angriffspunktes  K  von   den  auf 

der  Kraftlinie  liegenden  Kernpunkten  K^  und  iT,  bedeuten, 

Ist  also  der  Kern  eines  Querschnittes  gegeben,  so  ist  man  mit 

Hilfe  der  Gleichungen  (4)  im  stände,  die  Spannungen  cji  und  a,  auf 

eine  sehr  einfache  Weise  zu   bestinunen,   ohne   daß  man   nötig  hat, 

die    Kichtung    der    Nulllinie    und    die    äußei-sten   Querechnittspunkte 

Lj   und   L^   aufzusuchen.    Will   man    a^   und   cj,    nach   Berechnung 

N 
der  im  Schwerpunkte  S  herrschenden  Spannung  Cq  =  -^  durch  Zeich- 

nung  finden,    so   trage   man   auf  ii-gend   einer  von    S  ausgehenden 

Geraden    die   Spannung   Cq  =^  SR   auf, 

Rg.  77,   lege    durch   K  zur    SR   eine 

Parallele  und  ziehe   von  E  aus   durch 

die    Kernpunkte    Ä'^    und    K^    gerade 

Linien,  welche  diese  Parallele  in  T,  und 

Tg  schneiden.     Man    findet:    cji  =  K2\ 

und  a,  =  KTj^. 

Zuweilen  sind  die  auf  die  Kern- 
punkte Kl  und  K^  bezogenen  Angriffs- 
momente Mi=^Nfj^  und  M^  =  Nf^  be- 
kannt, ohne  daß  JV,  /i,  f^  einzeln 
gegeben    sind.      Dann    findet   man    die 


Fig.  77. 


Spannungen  a^,  a,  (am  besten  durch  Rechnung)  mittels  der  Formeln 


(5)    a.= 


1/j  M. 

?- !       rt-   = i- 


T^L'    "* 


^o    = 


Fk\  ' 


welche  namentlich  für  die  Theorie  der  Bogenbrücken  von  großem 
Werte  sind. 

Die  Benutzung  des  Kerns  bietet  bei  der  Berechnimg  der 
Spannungen  <y  gegenüber  den  im  §  9  mitgeteilten  Verfahren  nur 
dann  Vorteile,  wenn  sich  der  Kern  schnell  zeichnen  läßt,  oder  wenn 
die  größten  Spannungen  a^  und  a^  für  verschiedene  Lagen  des 
Angriffspunktes  miteinander  zu  vergleichen  sind. 

Wird  z.  B.  der  Querschnitt  bei  wechselnder  Lage  des  Angriffs- 
punktes durch  eine,  unveränderliche  Längskraft  N  imd  ein  unver- 
änderliches Moment  Jf,  welche  beide  positiv  sein  mögen,  beansprucht,  so 
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nimmt  die  Spannung  a^  =  -^  +  -^^7-  den  größten  oder  den  kleinsten 

Wei-t  an,  je  nachdem  die  Kraftlinie  mit  dem  kleinsten  oder  größten 
Eemhalbmesser  zusammenfällt. 

49.  Die  IF-Fläche.  Die  Produkte  Fk^  und  Flc^  sind  nach 
No.  43  gleich  den  der  fraglichen  Kraftlinie  entsprechenden  Wider- 
standsmomenten Wi  und  TF,.  Man  kann  also  auch  den  Kern  in  der 
Weise  bestinmien,  daß  man  nach  dem  im  §  9  gezeigten  Verfahren 
die  Widerstandsmomente  für  hinreichend  viele  Kraftlinien  berechnet. 
Für  einen  von  Geraden  begi'enzten  Querschnitt  genügt  es,  die  Rech- 
nung für  die  durch  die  Eckpunkte  des  Umfanges  gehenden  Kraft- 
linien auszuführen. 

Sehr  oft  erweist  es  sich  als  zweckmäßig,  nicht  die  Strecken  A* 
sondern  Strecken  W-=Fk  aufzutragen;  an  Stelle  des  Kerns  entsteht 
dann  die  TT-Fläche. 

60.  Zahlenbeispiel.  Rechnerische  Bestimmung  der  W- Fläche  und  des 
Kerns  für  das  in  Fig.  78  dargestellte  Z- Eisen. 

Auf  Seite  42  erhielten  wir  für  diesen  Querschnitt 

jr.  =  928,428,  j;  =  882,948,  Jry  =  427,183. 

Wir  weisen  nun  ddr  Nuillinie  der  Reihe  nach  die  Lagen  (1)  (2)  (8)  zu  und 
berechnen  mit  Hilfe  der  in  No.  47  abgeleiteten  Formeln  die  Koordinaten  yr=Fyh^ 
x^Fxh  der  Eckpunkte  1,  2,  8  der  TT-Fläche  und  die  Längen  der  vom  Schwer- 
punkte nach  diesen  Punkten  führenden  Fahrstrahlen  Fk^^  Fki^  Fk^. 
NuUHnie  (1)    cu  =  0,     y  =  — 7,0«- 

y,  =  Fy,,  =  -/•=+  --Jj^  =  182,682  m» 

a:,  =  Fx^  =  -^^  =  +    ^y    =    61,019    „ 

tga,  =  i^-  =  ^28528    ,  6       7,4^. 

^    '        X,  427,133    '  ^ 

TTi  =  Fk,  =   ^y^    =  146,00  an« 
sm  Ol 

Nulllinie  (2)    o,  =  90°,    a-  =  —  7,5  «" 

Jxy        ,      427,188         .^^^,       , 
y«  =  Fyh^  = -  =  -\ ~ =  56,951  cm^ 

X  1,0 

Jy         ,      882,948 
x^=2Fxui= ^  =  H =-^ =  44,393    „ 

X  7,0 

fop«  -  y«  -    •*27,133   .       _.«oo'^A" 
^^ "•  -  ^ -  -332:948-'  «•  -  ^2»  8  50 

fr,  =  Fife,  =  -^^   =  72,21  cw» 
sin  oe, 

NuUlinie  (3)    tg  ou  =  1,88220,  a„  =  62°  1'  7  ",  y  =  +  7,0,  a?  =  —  0,5*) 


*)  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  NuUlinie;   wir  haben  den  unteren 

linken  Eckpunkt  des  Querschnittes   gewählt.  Die  Berechnung  von   tgo«  ist   oben 

nicht  weiter  ausgeführt,   sie  bereitet  keine  Schwierigkeit,    o«  ist  Neigungswinkel 
einer  Ereistangente. 
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y  —  0?  tg  a„ 

928,428  —  427,138  - 1,88220 
7,0 +  0,5 -1,88220 


=  —  15,675  cw» 


"IT" 
1 


+  «t  : 
—  9%    : 

+  cri  : 
+  «n  = 
+  «ni  = 


=  65*  ir 

=  52*  3' 60" 
=  31«  57' 20^' 
=  77«  36' 35" 
=  76»  8' 40" 
=  53«3r30" 
=  146,00  cm« 
=  72,21  „ 
9,62    , 


OL 

I 


1^ ^ 

I  I 

I  I 

/  ' 

/  / 

/  / 

/  / 


^     ' 


X^ 


-^y 


\ 
\ 


Fig.  78.     (100  fw»  =  50  ww) 
Mttller-BresUu,  Graphische  8Utik.    I. 
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Jx9  —  JpJgOLn 


•  •  y  — artgcu 

427,138  —  882,948  •  1,88220        , 


25,128  cm* 


0,7  +  0,5-1,88220 

tecu  =  ^  =  -=l^^^^,  ou  =  -31«57'20" 
^^        x^  25,128    '  ^ 

TT, =F*s  =    .  ^^*'  V  =  29,62  cm». 
■  ■       8in(— o,) 

Dreht  sich  die  Nulilinie  aus  der  Lage  (1)  um  die  Querschnittsecke  in  die 
Lage  (2),  so  beschreibt  der  zugehörige  An^iffspunkt  die  Gerade  1—2.  Beim 
Übergang  aus  Lage  (2)  in  Lage  (3)  rollt  die  Nulllinie  über  einen  Kreisbogen,  dessen 
Zentriwinkel  gleich  90'  — 62' 1' 7"  =  27*^58' 53"  ist  Der  zugeordnete  Angrife- 
punkt  bewegt  sich  auf  einer  ganz  flachen  Kurve,  deren  Ordinalen  sich  leicht  mit 
Hilfe  der  Formeln  6  auf  Seite  78  berechnen  lassen.    Man  findet 

für  ou  =  85**  Ftfh  =  +  49,766  cm»,  Fxh  =  +  42,525  em  », 
„       80»        „         +41,181  „         „         +40,275   „ 
„       75*»        „         +80,596  „         „         +37,481    „ 
„       70»        „         +17,029  „         „         +33,799   „ 
„       65**        „         —    1,256  „         „         +28,993  „ 

Es  ist  stets  zulässig,  die  durch  diese  Punkte  bestimmte  Kurve  durch  die 
Gerade  2 — 8  zu  ersetzen. 

Nach  Auftragung  der  die  fT- Fläche  begrenzenden  6  Geraden  kann  man  die 
zu  den  verschiedenen  Kraftlinien  gehörigen  Widerstandsmomente  mit  dem  Zirkel 
abgreifen.  Will  man  rechnen,  so  bestinmie  man  mit  Hilfe  der  oben  angegebenen 
Koordinaten  der  Angriffspunkte  1,  2,  3  die  Neigungswinkel  der  drei  Geraden 

1—2  2-8  8—1' 

«1=77'»  36' 35",     aii=75°8'40",     a2ir=53»37' 80". 

Der  Sinussatz  liefert  dann   für  die   diese   drei  Geraden  schneidenden  Kraftlinien 
die  Werte 

8in(aj —  aj) 


sm  (ai  —  a) 

sin  (an  —  «a) 
sin  (oLii  —  a) 

sin  (ttxiT--  Os) 
sin  (au/  —  a) 


wo  a  den  veränderlichen  Neigungswinkel  der  Kraftlinie  bedeutet.  In  der  folgenden 
Tabelle  sind  die  Werte  für  die  Winkel  +  90*  bis  —  90',  immer  um  5*  fortschreitend, 
angegeben. 

Bei  der  sehr  wünschenswerten  Ausführung  dieser  Arbeit  für  die  deutschen 
Normal -Profile  wird  man  den  Zwischenraum  dort,  wo  die  Werte  sich  mit  a 
schnell  ändern  (besonders  in  der  Nähe  der  Spitze  1),  wohl  etwas  enger  wählen. 
Man  vei^l.  die  schon  einmal  erwähnte,  von  Meyerhoff  berechnete  Tabelle  für 
Schiffbau-  "T_  -  Eisen  in  der  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  1899, 
Seite  607,  mit  deren  Zahlen  die  von  uns  berechneten  gut  übereinstimmen. 

Dividiert  man  die  Widerstandsmomente  FT,,  TK„  IT,  durch  .F=:31,l,  so  erhält 
man  die  Kemradien  iki==  4,70  cm,  A^  =  2,32  cm,  i(!a  =  0,95cm.  Der  Kern  ist  in 
Fig.  78  schraffiert  worden. 
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a 

W 

a 

- 

a 

W 

+  90'» 
+  85*» 
+  80*» 
+  75*» 
+  70*» 

49,79 
56,72 
66,48 
81,02 
104,74 

+  30*» 
+  25*» 
+  20*» 
+  15*» 
+  10*» 
+    5* 
0*» 

—  5*» 

—  10*» 

—  15***) 

—  20*» 
-25*» 

—  30*» 

39,98 

86,88 

84,50 

82,64 

31,20 

30,10 

29,29 

28,78 

28,41 

28,31  =  W^ 

28,42 

28,76 

29,88 

—  35*» 
-40*» 

—  45*» 
-50*» 

—  55*» 
-60*» 
-65*» 
-70*» 

—  75*» 

—  80*» 
-85*» 

—  90*» 

29.54 
29,59 
29,87 
30,38 
31,16 

+  65*»  17' 40" 

146,00  =  ITj 

32,23 
33,64 
35,64 

37,80 
40,79 

+  65*» 
+  60'» 
+  55*» 

142,64 

102,93 

81,00 

+  52*»  3' 50" 

72,21  =  W^ 

44,66 

+  50- 

+  45* 
+  40*» 

66,22 
56,37 
49,18 
43,91 

49,79 

-81*»  57 '20" 

29,62  =  fK, 

+  35*» 

Die  vorstehenden  Rechnungen  enthalten  reichlich  viel  Dezimalstellen;  es  soll 
deshalb  noch  gezeigt  werden,  daß  man  vollkommen  brauchbare  Ergebnisse  auch  dann 
erhält,  wenn  man  auf  die  Abrundung  der  Ecken  des  Querschnitts  keine  Rücksicht 
nimmt  und  die  ganze  Zahlenrechnung  so  einrichtet,  daß  man  immer  nur  zwei-  oder 
dreistellige  Zahlen  zu  multiplizieren  oder  zu  dividieren  hat.  Man  kann  dann  die 
ganze  Arbeit  sehr  schnell  mit  Hilfe  einer  Rechentafel  ausführen.**) 

Auf  Seite  42  erhielten  wir  für  den  nicht  abgerundeten  Querschnitt: 

J,  =  919,  Jy=:889,  J*xy  =  430. 

Nun  ergibt  sich  für  die  NuUlinie  (1): 

919 
yi  =  Fj/ki  =  —  =  131  cm* 


Xi  =  Fxhi  = 
919 


480 
7,0  ' 


61 


tgai  =  j3Q  =  2,14,  a,=65*' 


1^1=  y  131* +61« 
für  die  NuUlinie  (2): 


:  145  cm*  (anstatt  146,00), 


^y*«  =  y^  =  57  cm» 


ar,  =  i*  0?*,  =  ^  =  45    „ 

tga,  =  ||^-l,27,  ot,51*»50' 
Tr,=  /57»  +  45«'=  73  cm»  (anstatt  72,21), 

*)  Genau  wird   TT  ein  Minimum  für  a  =  90*»  — 75°8'40"  =  14**51'»20^ 
**)  "Wir  empfehlen  hierzu  die  Rechentafel  von  Dr.  Zimmermann,  Berlin,  Ver- 
lag von  "W.  Ernst  &  Sohn,  oder  die  große  Rechentafel  von  Grelle^  Berlin,  Verlag 
von  G.  Reimer. 
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für  die  NuUlinie  (3):  tga.  =  ^  =  l,82 

7,0 

^  ~F.^-      919-^^30J,82  _        186  __ 
y,_Fy*,_-.^^^-pg^^-^~~-  — --17  cm 

„  430  -  339 . 1,82         .    187         ,   _^ 

x,^Fx,.=.^  7,0  +  0,5. l,8y  =  +  7:91=  +  2*    „ 

tg  ot,=  -  J^J  =  -  0,72,  0,  :=  35°  50' 

W^  =  Ylf*~+Ü*  =  29  cm*  (anstatt  29,62). 

Die  Ergebnisse  dieser  korzen  Rechnung  sind  genau  so  viel  wert,  wie  der 
zuerst  angestellten  genaueren  Untersuchung.  Man  darf  nie  außer  acht  lassen,  daß 
die  hier  voi^etragene  Lehre  von  der  Biegungsfestigkeit  auf  der  Voraussetzung  einer 
linearen  Spannungsverteilung  beruht  und  —  ganz  besonders  bei  der  vorliegenden 
Querschnittsform  —  nur  als  Annäheningsrechnung  angesehen  werden  darf.  Dazu 
kommt,  daß  die  von  den  Walzwerken  gelieferten  Profile  nie  genau  mit  den  im 
Profilbuch  beschriebenen  übereinstimmen  —  nach  den  Erfahrungen  des  Verfassers 
fallen  sie  stets  etwas  stärker  aus  —  und  daß  schließlich  eine  scharfe  Bestimmung 
der  Richtung  der  Kraftlinie  in  Wirklichkeit  nie  möglich  ist.  Aus  diesem  letzten 
Grunde  wird  man,  um  sicher  zu  gehen,  die  Kraftlinie  stets  um  einige  Grade  nach 
der  Seite  hin  gedreht  denken,  nach  welcher  das  Widerstandsmoment  abnimmt 

61.  Analytische  Bestimmang  des  Kerns  für  einige  häufiger  vorkommende 
Qaersohnitte. 

i.  Das  Dreieck.  Pig.  79.  Um  den  Kern  zu  ermitteln,  genügt  es,  die 
eine   Seite,  z.  B.  &,   als   Nulllinie   zu  betrachten  und  den   zugehörigen   Angriffs- 


Fig.  79. 


punkt  ß  zu  bestimmen.  Er  liegt  auf  der  zur  Seite  h  gehörigen  Transver- 
sale jB7  =  a,  weil  das  Zentrifugalmoment  des  Querschnitts  in  Bezug  auf  diese 
Transversale  und  die  zu  b  parallele  Schwerachse  sa  des  Dreiecks  als  Koordinaten- 
achsen =  0    ist.       Der    Abstand    des    Punktes    B    vom    Schwerpunkte    S    ist 

SjB  =  — —  =  _    ,   wobei  «T   das   für   schiefwinklige   Koordinaten   auf  die  Achse 

88    bezogene    Trägheitsmoment    ist.      Für    rechtwinklige    Koordinaten    wurde    in 
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Bezug  aaf  die  Achse  aa  aaf  Seite  31  gefunden:  J: 


J'  =zj  cosec*  ß  =  - 


Wegen  F= . — —  ergibt  sich  mithin  SB  =  -^-- 

2  6 


-36-  =  — 36       '    ^'^^    ^^'^^ 
folgt  (nach  Gleich.  10  auf  Seite  38): 
6a*sinß 
~36 

Bestimmt  man  auf  die  gleiche  Weise  die  den  übrigen  Dreiecks-Seiten  entsprechenden 
Kernpunkte,  so  findet  man,  daß  der  Kern  ein  Dreieck  ist,  dessen  Seiten  parallel 
zu  den  Querschnitts -Seiten  sind,  und  dessen  Schwerpunkt  mit  dem  Querschnitts- 
Schwerpunkte  zusammenfällt. 

2.  Daa  Parallelogramm.  Fig.  80.  Die  zu  den  Seiten  b  und  a  parallelen 
Schwerachsen  werden  zu  Koordinatenachsen  gewählt;  es  entspricht  ihnen  das 
Zentrifugalmoment  Z=0.      Macht  man  h   zur   Nulllinie,    so   liegt  der  AngrifFs- 

/«       2  r 

punkt  B  auf    der  Mittellinie   BT  im  Abstände   Äß  =  —-  =  -—   vom   Schwer- 

ia       Fa 

punkte  S.  Nan  ist,  nach  Seite  31,  für  die  Achse  aa  und  für  rechtwinklige  Koor- 
dinaten:  J=^*  =  ^«^,  mithin  ^  =  Jcoseo«p=*^P.  WeiJeristF=6Ä 

=  &asinß,  also  SB  =  -^'    Ebenso  lassen  sich  die  den  übrigen  Seiten  des  Paral- 
6 

lelogramms  entsprechenden  Kernpunkte  bestimmen.  Der  Kern  ist  ein  Parallelo- 
gramm, dessen  Ecken  auf  den  gewählten  Koordinaten -Achsen  liegen,  und  dessen 

Diagonalen  die  Längen  —  a  und  — -  b  haben. 
3  3 


.-A AJ 


Fig.  80. 


3.  Der  "X^-Querachnitt.  Für  die  den  Querschnitts-Seiten  parallelen,  in  Fig.  8 1 
mit  X  und  y  bezeichneten  Schweraohsen,  welche  gleichzeitig  Hauptachsen  sind,  findej 
man  mit  den  angegebenen  Bezeichnungen: 

Der  Inhalt  des  Querschnitts  ist:    F=bh  —  bihi.     Der  Kern  ist  ein  ParaU 
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lelogramm,  dessen  Ecken  auf  den  Hauptachsen  liegen,  und  dessen  halbe  Diagonalen 
die  Längen  haben 

.,=^und.,  =  ^. 


§   11. 

Druckbelastung  auflerhalb  des  Kerns  bei  Ausschlufl  von 
Zugfestigkeit. 

52.  Lage  der  Nnlllinie.  Bisher  wurden  die  Spannimgen  c  für 
den  Fall  einer  den  Querschnitt  schneidenden  Nulllinie  unter  der  Vor- 
aussetzung bestimmt,  daß  der  Längskraft  N  sowohl  durch  Druckspan- 
nungen als  auch  durch  Zugspannungen  das  Gleichgewicht  gehalten 
wird.  Es  kommt  aber  auch  vor,  daß  Zugspannungen  nicht  entstehen 
können,  beispielsweise  dann,  wenn  sich  ein  Stab  mit  seinem  Endquer- 
schnitte gegen  ein  ebenes  Widerlager  stützt,  ohne  mit  diesem  irgend- 
wie verbunden  zu  sein.  Liegt  hierbei  der  Angriffspunkt  K  des  auf 
den  Querschnitt  vom  Widerlager  ausgeübten  Druckes  N  außerhalb  des 
Kerns,  so  trennt  die  Nulllinie  nn  den  Querschnitt  in  zwei  Teile,  von 
denen  der  eine,  den  Punkt  K  enthaltende,  durch  Druckspannungen 
(Pressungen)  beansprucht  wird,  während  der  andere  spannungslos  ist 

Der  gleiche  Fall  hegt  vor,  wenn  bei  der  Verteilung  eines  Druckes 
N  über  einen  von  der  Nulllinie  geschnittenen  Querschnitt  eines  ge- 
mauerten Pfeüers  die  Annahme  fehlender  Zugfestigkeit  gemacht  wird, 
die  zwar  mit  der  Wirklichkeit  nicht  im  Einklänge  steht,  trotzdem  aber 
bei  der  Beurteilung  der  Druckfestigkeit  des  Pfeilers  erlaubt  ist,  weil 
sie  für  die  Druckspannungen  höhere  Werte  als  die  tatsächlich  ent- 
stehenden liefert. 

Bezeichnen  wir  nun  den  Abstand  des  Angriffepunktes  K  von  der 
NullHnie  nn  mit  /*,  Fig.  82,  die  Entfernung  eiaes  zur  nn  parallelen, 
unendüch  schmalen  Querschnittsstreifens  dF  von  der  nn  mit  x  rmd  die 
in  allen  Punkten  dieses  Streifens  gleich  große  Druckspannung  (welche 
wir  in  diesem  Paragraph  positiv  annehmen)  mit  a,  so  lauten  die  beiden 
Gleichungen,  welche  bei  fehlender  Zugfestigkeit  ausdrücken,  daß 

1)  die  Summe  der  Kräfte  adF  gleich  dem  Drucke  N  ist, 

2)  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  <sdF^  bezogen  auf  die  nn 
gleich  dem  Momente  Nf  des  Druckes  N  ist: 

(1)    N=f<sdF  und  Nf=fxadF, 

wobei  sich  die  Integrale  nur  über  denjenigen  Teil  des  Querschnittes 
erstrecken,  welcher  mit  dem  Angriffspunkte  K  auf  derselben  Seite  der 
Nulllinie  liegt. 
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Die  Pressung  c  folgt  dem  Gesetze:  a=  Cx,  wo  Ceine  Konstante 
ist,  welche  sieh  aus  der  Gleichung  (1)  ergibt 


Man  erhält:  N=  CfxdF,  mithin: 

N 


(2)     C  = 


fxdF 


also  a  = 


Nx 
fxdF' 


Fig.  82. 


und  hierauf,  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (1): 

jCx^dF  _  jx^dF 
W    r  —  -       AT        —    fxdF 


N 


Zähler  und  Nenner  des  für  f  gefundenen  Bruches  stellen  be- 
ziehungsweise das  Trägheitsmoment  und  das  statische  Moment  des 
gedrückten  Querschnittsteiles  für  die  Achse  nn  vor;  sie  lassen  sich 
mit  Hilfe  eines  Seilpolygons  bestimmen.  Hierzu  zerlege  man  den 
ganzen  Querschnitt  in  schmale,  zur  Nulllinie  parallele  Streifen,  fasse 
deren  Inhalte  als  Kräfte  auf,  welche  in  der  Richtung  n7i  wirken, 
zeichne  zu  ihnen  mit  der  willkürlichen  Polweite  H  (die  eine 
Fläche  vorstellt)  das  Seilpolygon  AOCB  und  bestimme  die  von 
diesem  und  der  ersten  Polygonseite  AD  auf  der  nn  abgeschnittene 
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Strecke  CD  =  r*).  Man  findet  dann  (nach  No,  15  bis  17)  das 
gesuchte  statische  Moment  =  Hr  und  (nach  Gleichung  1  auf  Seite  26) 
das  gesuchte  Trägheitsmoment  ==  2H%^  unter  g  den  Inhalt  der  Fläche 
AOCDA  verstanden,  welche  von  dem  Seüpolygon  und  den  Geraden 
CD  und  DA  eingeschlossen  wird.    Die  Gleichung  (3)  geht  jetzt  über 

OCR  f^ 

in  /■=  —  und  hieraus  folgt  -^  =  g,  d.  h. :  • 

(4)     AjEC2>  =  g, 

wobei  E  der  Schnittpunkt  einer  durch  K  parallel  zur  nn  gezogenen 
Geraden  mit  der  ersten  Seite  des  Seilpolygons  ist  Aus  der  Gleich.  (4) 
folgt,  daß  die  Inhalte  der  beiden  in  Kg.  82  schraffierten  Flächen  AEO 
und  ose  gleich  groß  sind,  und  es  läßt  sich  daher  die  zu  einem 
gegebenen  Angriffspunkte  K  gehörige  Nulllinie,  deren  Richtung  aller- 
dings gegeben  sein  muß,  leicht  finden,  indem  man  nach  Aufzeichnung 
des  Seilpolygons  und  nach  Bestimmung  des  Punktes  E  die  Gerade  EC 
so  einträgt,  daß  jene  Flächen-Gleichheit  entsteht  Es  kann  dies  durch 
Probieren  oder  kürzer  dadurch  erreicht  werden,  daß  man  eine  Gerade 
EC  nach  Augenmaß  zieht  und  hierauf  den  Punkt  C  so  bestimmt,  daß 

Ai;C'C=  Fläche  C'SG'  — Fläche  O'EA 

ist     Denn  formt  man  diese  Gleichung  um  in: 

Q'EA=C'SQ'  —  LEC'C 

und  fügt  auf  beiden  Seiten  die  Fläche  O'  OE  hinzu,  so  erhält  man 
in  der  Tat: 

Fläche  e^4  =  Fläche  OSC 

Hat  man  die  Nulllinie  auf  die  beschriebene  Weise  bestimmt,  so 
liegt  der  Angriffspunkt  der  Mittelkraft /ad-P  sämtlicher  Querschnitts- 
belastungen cdF^  welche  in  den  Schwerpunkten  der  entsprechenden 
Streifen  dF  angreifen,  in  der  Geraden  KE\  er  muß  aber,  damit 
zwischen  den  Kräften /<yrfi^  und  N  Gleichgewicht  besteht,  mit  dem 
Angriffspunkte  K  zusammenfallen,  und  hierzu  ist  nötig, 

daß  die  Mittelkraft /ad-F  der  in  der  Querschnittsebene  nach 
irgend  einer  Richtung  angenommenen  Kräfte  cdF  die  Gerade 
KE  im  Punkte  K  schneiden  muß. 


*)  Obgleich  die  Querschnittsstreifen  von  endlicher  Breite  sind,  werden  wir 
doch  in  der  Folge  für  deren  Inhalte  die  Bezeichnung  dF  beibehalten.  Auch  unter- 
ließen wir  es,  um  die  Fig.  82  nicht  undeutlich  zu  machen,  das  Seilpoiygon  durch 
die  einbeschriebene  Seillinie  zu  ersetzen. 
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Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  muß  eine  andere  Richtung  für  die 
Nulllinie  gewählt  und  das  ganze  Verfahren  wiederholt  werden. 

Bei  Aufsuchung  jener  Mittelkraft  dürfen  die  Drücke  GdF=  CxdF 

durch  die  ihnen  proportionalen  Strecken    _    dargestellt  werden,  welche 

die  Seiten  des  Seilpolygons  A08C  (nach  No.  20)  auf  der  Geraden 
7171  abschneiden.  Wählt  man  also  den  Pol  0\  zieht  die  Strahlen 
/',  77',  IIT  .  .  .  .,  denkt  sich  hierauf  den  Kräftezug  CD  samt  dem 
Strahlenbüschel  0'  so  gedreht,  daß  CD  parallel  der  angenommenen 
Richtung  der  Drücke  cdF  ist  und  zeichnet  das  zugehörige  Seil- 
polygon 7',  77',  777'  .  .  .  .,  so  ist  der  Schnittpunkt  der  äußersten 
Seiten  (7'  u.  IX')  desselben  ein  Punkt  der  verlangten  Mittelkraft. 
In  der  Figur  82  wurde  die  Drehung  des  Kräftezuges  umgangen.  Es 
wurden  die  Kräfte  odF  unter  45°  gegen  die  Gerade  CD  gerichtet 
angenommen  und  hierauf  die  Seilpolygonseiten  7',  77',  777'  ....  (von 
denen,  um  die  Figur  nicht  mit  Linien  zu  überladen,  nur  7'  u.  IX' 
angegeben  sind)  unter  45°  gegen  die  entsprechenden  Seilstrahlen 
gezogen.  Der  Schnittpunkt  R  der  Mittelkraft  jadF  mit  der  Geraden 
KE  fällt  so  dicht  an  den  Punkt  K^  daß  man  mit  hinreichender 
Genauigkeit  die  Gerade  nn  als  die  dem  Angriffspunkte  K  ent- 
sprechende Nulllinie  ansehen  darf. 

Es  bleibt  jetzt  noch  zu  erörtern,  wie  die  Richtung  der  Nulllinie 
nn  gewählt  werden  muß.  Im  allgemeinen  ist  man  auf  den  Weg  des 
Versuches  angewiesen,  und  deshalb  ist  es  wichtig,  nach  Annahme 
einer  beliebigen  Richtung  der  nn^  schnell  entscheiden  zu  können,  ob 
überhaupt  die  Möglichkeit  vorhanden  ist,  daß  der  gegebene  Angriffs- 
punkt K  mit  dem  Pimkte  R  zusanmienfällt  Verbindet  man  zu 
diesem  Zwecke  die  Schwerpunkte  der  gedrückten  Querschnittsstreifen 
durch  ein  (in  der  Fig.  82  strichpunktiertes)  Polygon,  welches  keinen 
einspringenden  Winkel  besitzt,  mithin  alle  nicht  auf  ihm  liegenden 
Schwerpunkte  einschließt,  so  liegt  der  Mittelpunkt  R  aller  Quer- 
schnitts-Belastungen  adF  innerhalb  dieses  Polygons,  und  es  muß 
deshalb  auch  der  gegebene  Punkt  K  innerhalb  dieses  Polygons 
liegen,  wenn  sein  Zusammenfallen  mit  R  möglich  sein  soll.  Bei 
der  in  Fig.  82  gewählten  Richtung  der  nn  ist  diese  Bedingung 
erfüllt,  und  an  diesem  Ergebnisse  wird  nichts  geändert,  wenn  auch 
die  Nulllinie,  deren  Lage  ja  zunächst  unbekannt  ist,  da  die  Wahl  der 
Richtung  der  nn  der  Aufzeichnung  des  Seilpolygons  voranzugehen 
hat,  parallel  mit  sich  selbst  verschoben  wird. 

Man  kann  aber  den  Teil  des  Querschnitts  in  Fig.  82,  innerhalb 
dessen  der  Punkt  K  liegen  muß,  auf  einfache  Weise  noch  enger 
begrenzen,  indem  man  die  auf  die  Flächenstreifen  1  und  2  wirkenden 
Belastungen  adF^  welche  wir  mit  Pj  und  P^  bezeichnen  wollen,  zu 


Digitized  by 


Google 


90  Dritter  Abschnitt.  —  §  11. 

einer  Mittelkraft  vereinigt,  deren  Angriffepunkt  a  auf  der  Geraden  12 
liegt  und  diese  so  teilt,  daß  sich  verhält:  la:2a  =  Pj:Pi.  Die 
Belastungen  P^  und  P,  äind  den  auf  die  Achse  nn  bezogenen 
statischen  Momenten  der  entsprechenden  Streifen  proportional.  Be- 
zeichnet man  also  die  Abstände  der  Schwerpunkte  1  und  2  von  der 
7in  mit  x^  und  x,  und  verwandelt  die  Streifen  1  imd  2  in  Recht- 
ecke,   welche    bei   gleicher,    beliebiger  Grundlinie  die  Höhen  x^,  x^ 

haben,  so  folgt  P,:  Pj  ==  — *-^  :  — ^— i,  wo  c  eine  willkürlich  zu  wäh- 
lende Strecke  bedeutet. 

Die   Strecken   "^  *    und      ^^^    lassen  sich  leicht  durch  Zeich- 
c  c 

nung  finden,  worauf  die  Lage  des  Punktes  a  bestimmt  werden  kann. 
Ist  dies  geschehen,  so  ersetzt  man  die  Seiten  41,  12,  27  des  in  der 
Kg.  82  gezeichneten  strichpunktierten  Polygons  durch  die  Seiten  4^ 
und  al  und  erhält  danij  eine  wesentlich  kleinere  Fläche,  innerhalb 
welcher  der  Punkt  K  liegen  muß,  wenn  sein  Zusammenfallen  mit  R 
möglich  sein  soU. 

Ergibt  sich  nun,  trotz  aller  Sorgfalt  bei  der  Walil  der  Richtung 
der  nn,  nachträglich  eine  unbefriedigende  Übereinstimmung  der 
Lagen  von  K  und  P,  so  muß  die  Nulllinie  in  eine  neue  Lage  nn 
(Fig.  83)  gedreht  werden,  und  hierbei  empfiehlt  es  sich,  den  von 
der  nn  abgegrenzten  Querschnittsteü,  dessen  Inhalt  =  F  sei  und 
der  kurz  als  Fläche  F  bezeichnet  werden  soll,  zunächst  unverändert 
beUubefmlten  und  in  der  Nähe  der  Nulllinie,  innerhalb  der  in 
der  Fig.  83  schraffierten  Fläche,  Zugspannungen  anzunehmen.  Man 
bestimme  den  Schwerpunkt  S  der  Mäche  F  (wobei  zu  beachten 
ist,  daß  die  zur  Geraden  KE  parallele  Schwerlinie  mit  Hilfe  des 
bereits  in  der  Fig.  82  vorhandenen  Seilpolygons  AOCB  ermittelt 
werden  kann)  und  verbinde  die  Punkte  R  und  S  durch  eine  Ge- 
rade; sie  stellt  die  zur  Nulllinie  nn  gehörige  Kraftlinie  vor.  Wird 
die  Fläche  F  auf  ein  schiefwinkliges  Achsenkreuz  (w,  v)  bezogen, 
dessen  durch  S  gehende  t^-Achse  parallel  zur  nn  ist,  und  dessen 
^'- Achse  mit  der  Geraden  RS  zusammenfällt,  so  ist  das  Zentrifugal- 
moment/wi;rfP=0,  und  es  folgt  nach  S.  59,  daß  bei  einer  Be- 
wegung des  Angriffepunktes  P  in  die  vorgeschriebene  Lage  A' 
sich  die  Nulllinie  um  ihren  Sclmittpunkt  T  mit  der  Kraftlinie 
P*S  in  eine  solche  Lage  n'w'  drt^ht,   daß   sie   auf   der  t^ Achse    die 

i}  

Strecke  SU^==Ue=^—^  abschneidet,  wobei   u.  =  RK  ist    Das    auf 
u, 

die  i; -Achse  bezogene  Trägheiismoment  J,  =  Fil  wird  am  zweck- 
mäßigsten mittels  des  3/bArschen  Verfahrens  bestimmt.     Man  zerlege 
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die  Fläche  F  durch  zur  i;-Achse  parallele  Sehnen  in  Teile,  betrachte 
deren  Inhalte  als  Kräfte,  welche  parallel  zur  i;-Achse  wirken,  zeichne 
mit  der  ia  der  Richtung  der  «^-Achse  gemessenen  Polweite  IT,  welche 

1  '^ 

passend  =:  —  F  genommen  wird    eine  SeUlinie  NQV  und  bestimme 


Fig.  83. 


den  Inhalt  %'  der  von  dieser  Linie  und  ihren  äußersten  Tangenten  NW 
und   VW  eingeschlossenen  Mäche.     Man  findet  dann,  nach  Seite  26, 


J.= 


2jrg'  _  F%' 


sma 


sm  a 


und  hieraus  ^J: 


g' 


sma 


wo  a  den  Winkel  bedeutet,  den  die  Achsen  u  und  v  miteinander  bilden. 
Bringt  man  in  der  auf  Seite  33 — 36  gezeigten  Weise  den  Inhalt  %' 
auf  die  Form:  2%'=ia^n  und  wählt  die  wülktirliche  Strecke  o,  = 
st^  sin  fli,  wobei  e  eüie  beliebige  Zahl  vorstellen  möge,  so  erhält  man 

schließlich  w^  =  -^  n. 

Nach  Festlegung  der  Geraden  nn  ist  die  in  der  Fig.  82  darge- 
stellte Konstruktion  mit  der  verbesserten  Richtung  der  Nulllinie  zu 
wiederholen. 

Zuweilen  kann  man  die  genaue  Richtung  der  Nulllinie  sofort 
angeben.  Besitzt  nämlich  der  zu  untersuchende  Querschnitt  eine  Sym- 
metrieachse 88^  Fig.  84,  und  enthält  diese  den  Angriffspunkt  f ,  so  ist 
die  Nulllinie  senkrecht  zur  ss.  Die  Schwerpunkte  sämtlicher  zur  nn 
parallelen  Querschnittssehnen  liegen  auf  der  Geraden  ss. 

Ebenso  leuchtet  ein,   daß  einem  auf  der  einen  Diagonale  eines 
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Rechtecks  liegenden  Angriffspimkte  eine  zur  anderen  Diagonale  parallele 
Nulllinie  entsprechen  muß,  Fig.  85. 

53.  Ermlttelimg  der  Dmokspannung  a.  Die  auf  Seite  87  ab- 
geleitete Gleichung  (2)  liefert,  wegen  /  xdF  =  Hr  (wobei  r  =  Strecke 
CD  in  Fig.  82),  für  die  Druckspannung  a  den  Ausdruck 

(5)     <^  =  ^V' 


Fig.  84. 


Fig.  85. 


und   hiemach    ergibt   sich   im    Abstände   x=^r    von   der   NuUlinie: 

N 

c  =  -^-    Durch  diesen  Wert   ist   die  Gerade  MT  in  Fig.  82    be- 
Jti 

stimmt,   deren  Ordinaten,   bezogen  auf  eine  zur  Nulllinie  senkrechte 

X-Achse  gleich  den  Pressungen  c  sind,  und  man  ist  nun  im  stände, 

den  Wert  c„^  für  den  äußersten  Pimkt  L  des  Querschnitts  anzugeben. 

Die  willkürliche  Polweite  H  wird  man  so  wählen,  daß  sich  der  Aus- 

y 
druck  4f  bequem  berechnen  läßt 

54.  Das  Rechteck,  beansprucht  durch  einen  Drack  N,  dessen 
Angriffspunkt  anf  einer  Symmetrieachse  Uegt.  Sind  die  Längen 
der  Seiten  des  Rechtecks  :=  b  und  =  A,  imd  liegt  der  Angriffs- 
punkt auf  der  zur  Seite  h  parallelen  Mittelachse,  so  ist  die  Null- 
linie parallel  zur  Seite  6.  Bedeutet  $  den  Abstand  des  Angriffspunktes 
K  von  der  Seite  LL  (vergl.  Fig.  86),  so  hat  die  nn  von  dieser  Seite 
den  Abstand  3$,  weil,  wegen  der  gleichen  Breite  der  zur  nn  parallelen 
Querschnittsstreifen  {bdx)^  eine  durch  K  zur  nn  gezogene  Parallele 
durch  den  Schwerpunkt  S  des  Dreiecks  MTZ  gehen  muß.    Multipliziert 

man  den  Inhalt  l — ^^j  dieses  Dreiecks  mit  der  Streifenbreite  fe,  so 
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erhält   man   die  Summe    aller   auf   die   gedrückte    Querschnittsfläche 
wirkenden    Kräfte     cdF,      Diese 
Summe   muß   aber  gleich  N  sein, 

und  es  folgt  daher:  — ^-^— =iV, 

woraus  sich  die  Formel  ergibt: 

welche  für  die  Berechnung  von 
Grewölben,  Pfeilern  und  Stützmauern 
besonders  wichtig  ist. 

55.  üntersnelmiig  der  Standsioherheit  eines  gemauerten  runden 
Sohomsteins.  Zu  den  wichtigsten  Anwendungen  der  in  No.  52  und  53 
abgeleiteten  Gesetze  gehört  die  Berechnung  der  durch  Wind- 
druck in  den  Querschnitten  gemauerter  Schornsteine  hervorgerufenen 
Pressungen,     Ist 

G  das  Gewicht  des  Schaftes  oberhalb  des  zu  untersuchenden 
Querschnitts  AB  (Rg.  87), 

H  der  wagerecht  angenommene  Winddruck, 

3/ das  Moment  von  H  in  Bezug  auf  AB^ 
so  schneidet  die  Mittelkraft  B  aus  G  und  K  den  Querschnitt -4  jB  im 
Abstände 

(7)    c  =  ^ 

vom  Schwerpunkte.  Liegt  der  Angriffspunkt  K  innerhalb  des  Kerns, 
so  treten  im  Quei^chnitt  nur  Druckspannimgen  auf;  der  größte  Wert 
derselben  ist 


.Q.  G   .   M       G  (^    ,c\ 

(8)  ^=^+-r=T^vi+T> 


wo  k- 


F 


den  Kemhalbmesser  bedeutet. 


Liegt  K  außerhalb  des  Kerns,  so  entstehen  auf  der  Windseite 
Zugspannungen,  die  aber  zweckmäßig  vernachlässigt  werden,  weil  auf 
ihre  Mitwii-kung  nicht  immer  mit  Sicherheit  zu  lechnen  ist.  Bedeutet 
dann,  bezogen  auf  die  NuUlinie  nn^ 

J^  das  Trägheitsmoment  der  gedrückten  Querschnittsfläche, 
8^  das  statische  Moment  „  „  „ 

f  den  Abstand  der  n7i  vom  Angriffspunkte  K^ 
X  den  Abstand  des  stärkst  gedrückten  Querschnittsteilchens  von 
der  ww. 
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SO  ist  die  größte  Druckspannung  nach  Gleichung  (2) 

Gx 


(9)     c  = 


^-3t 


Flg.  87. 


AB  bezeichnen,  genügend  genau 


und  der  Abstand  f,  nach  Glei- 
chung (3), 

(10)    /^=-^. 

Erfährt  die  Einheit  einer 
vom  Winde  rechtwinklig  ge- 
troffenen Fläche  den  Druck  u\ 
so  darf  man  für  den  Normal- 
druck Wi  auf  die  Einheit  einer 
Fläche,  welche  mit  der  "Wind- 
richtung den  Winkel  a  bildet, 
den  Wert 


w. 


w  sin*  a 


(11) 

annehmen.  Es  ergibt  sich  dann 
der  Winddruck  auf  eiuen  Kreis- 
zylinder vom  Halbmesser  B  und 
der  Höhe  A,  dessen  Achse 
senkrecht  zur  Windrichtung  ist 
Fig.  88, 


/sin'arfa 


H=2tvRh 


(12)    H=-^^w2Rh==^u% 

wo  g  die  Projektion  der  Zy- 
linderfläche senkrecht  zur  Wind- 
richtung bedeutet 

Für  den  auf  dem  Quer- 
schnitt AB  ruhenden  Teil  des 
Schornsteins  findet  man,  wemi 
Bq  und  B  die  äußeren  Halb- 
messer des  Mündungsquer- 
schnitts   und    des    Querschnitts 


(13)     H  =  ^w(Bo  +  B)L 
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Das  statische  Moment  dieser  Belastung  in  Bezug  auf  AB  ist 
(14)     M=^wh^{2R^  +  R). 

Im  deutschen  Binnenlande  genügt  es  in  der  Regel,  w  =  125*/gm 
^  0,125  Vffi»  anzunehmen,  während  an  der  freien  Meeresküste  mindestens 
mit  w  =  0,160 '/«m  gerechnet 
werden  sollte.  Im  zweiten  Falle 
hält  der  Verfasser  sogar  die 
Annahme  von  w  =  0,200  V^m  für 
ratsam,  empfiehlt  aber  für  diesen 
Ausnahmefall  die  Zulassung 
hoher  Pressungen. 

Besondere  Vorsicht  erheischt 
die  Berechnung  kleinerer  und 
mittelgroßer  Schornsteine.  In- 
folge des  geringen  Gewichtes  G 
kann  es  hier  vorkommen,  daß 
selbst  bei  einer  recht  kleinen 
gedrückten  Fläche  die  Bean- 
spruchung a  für  den  angenom- 
menen Winddruck  noch  unter- 
halb der  zulässigen  Grenze  bleibt, 
daß  aber  eine  ganz  geringe 
Steigerung     dieser    Windstärke 

genügt,  um  die  Pressung  weit  über  das  zulässige  Maß  zu  er- 
höhen. Ein  solcher  Schornstein  bietet  gewiß  nicht  die  gewünschte 
Sicherheit. 

Man  erhält  nun  ein  recht  anschauliches  Bild  von  dem  Sicher- 
heitsgrade, wenn  man  die  Pressungen  ö  für  verschiedene  Wind- 
stärken ?/•  berechnet,  die  Werte  w  als  Abscissen  und  die  zuge- 
hörigen a  als  Ordinaten  aufträgt  imd  auf  diese  Weise  das  Gesetz, 
nach  welchem  die  a  mit  den  w  zunehmen,  durch  eine  Kurve  dar- 
stellt (Fig.  91).  Die  Ermittelung  dieser  a-Iinie  gestaltet  sich  am  ein- 
fachsten, wenn  die  Wertepaare  a,  w  für  solche  Nulllinien-Lagen  be- 
stimmt werden,  denen  möglichst  einfache  Ausdrücke  der  Größen  J,, 
a9.  und  c  entsprechen. 

Solange  die  NuUlinie  außerhalb  des  Querschnitts  bleibt,  ist  die 
ö-Linie  eine  Gerade;  sie  ist  bestimmt  durch  die  im  Falle  w  =  0  auf- 
tretende Pressung 

(15)    ao  =  -|- 

und  durch  die  Pressung 


Fig.  88. 
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(16)    c;.  =  ^, 

welche  zu  der  den  Querschnitt  berührenden  Nulllinie  1  (Fig.  87)  ge- 
hört Die  Windstärke  Wi^  welche  a/  henorbringt,  wird  aus  der 
Gleichung 

gefunden.     Für  den  Kemhalbmesser  k  ergibt  sich  aus  den  Fonneln 


der  Wert 


R 


(17)     k  =  -^-=-t^- 


Dringt  die  Nulllinie  in  den  Querschnitt  ein,  so  ist  a  nicht  mehr 
proportional  w\  die  Steigung  der  a- Linie  nimmt  stetig  zu.  Als 
äußerste  Qrenzlage  der  Nulllinie  sollte  man  stets  die  durch  den  Schwer- 
punkt gehende  Lage  III  (Fig.  87)  ansehen,  d.  h.  man  sollte  stets 
fordern,  daß  mindestens  die  Hälfte  des  Querschnitts  zur  Wirkung  ge- 
langt.   Für  diese  Lage  ist 

Jn  =  ^J  und  Ä.  =  -|-(i?8_r»)  (vergl.  Seite  40) 


(18) 

1        *•* 
J,         J        Z%   "-      R< 

S,        25,        16            r' 

i?» 

OR 

Setzt  man 

(}  =  s,F== 

SiF        ,    „          ,/         FkR       FR    f-r 
2     ""^   '■-~2c,„~   2.,xr~  "2     c„ 

so  erhält  man  die  übersichtliche  Formel 

Ci  ~    Cr  ~  Wi 

und  erkennt,  daß  die  Endpunkte  der  Ordinaten  Ci  und  Gm  der  a-Linie 
in  einer  durch  den  Ursprung  gehenden  Geraden  liegen  (Fig.  19). 
Drückt  man  Ci  =  k  und  Cm  mit  Hilfe  von  17  imd  18  aus,  so  findet  man 
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Om 


T 


Ci 


1  +  -  -  4-  — 


R    '    J?« 


und  hierfür  darf  man  genügend  genau  setzen 
(19)    ^=if^  =  ^  =  2,6 

Öj  Wi  Ci 


r 


Ein  guter  Näherimgsausdmck  für  Cm  ist  auch 
(20)    c^=|-+^.*) 


Zwischen  den  Nulllinien  I 
und  III  nehme  man  noch  die 
den  inneren  Ki-eis  auf  der  "Wind- 
seite berührende  Nulllinie  II  an, 
Fig.  89.  Den  spannungslosen 
Querschnittsteü  betrachte  man  als 
Parabelabschnitt,  setze  also  mit  den 
aus  Fig.  90  ersichtlichen  Bezeich- 
nungen 


// 


J^  =  J+Fr 


n 


,_,jk^ 


IC  (Ä*  —  r*) 


+  7C  (i?«  —  r«)  r» 


S,  =  Fr-\-2 


jrdx^ 


%(R*  —  r»)r- 


3-57 


3-5 


f~r  =  f-r. 


Man  findet  dann,  da  ^  =  "j//?*  —  r*  ist, 


_  GiR-\-r)  _  ^  (R±r)F 


a^ 


S. 


=  ff„ 


S. 


*)  Auf  die  Nähenmgsformel  für  e  hat  bereits  Professor  Lang  in  seinem  Buche 
Der  Scharnsteinhau  aufmerksam  gemacht. 

Mauer-Breslau,  OrftphiBche  SUtik.    I.  7 
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{^^r 


R\   ^  bJ^  15u  \        r)  y  R* 

=    0,5      0,6      0,7      0,8      0,9 


und  erhält  für 

r 
R 

-=    2,73*)  2,52    2,36    2,22    2.10, 

während  c  für  alle  im  Scliornsteinbau  vorkommenden  Mauerstärken 
nur  sehr  wenig  von 

(21)    <'  =  J**) 

abweicht    Zur  Berechnung  von  a  für  die  Nulllinie  II  darf  stets  die 
einfache  Formel 

(22)     1=3,45-1,5-^ 

benutzt  werden;  sie  liefert  füi-  die  oben  angegebenen  Werte  von  r :  R 
die  Spannungsverhältnisse 

--=    2,7     2,55    2,4    2,26    2,10. 

Zahlenbeispiel.    Der  Schaft  eines  Schornsteines  bestehe  aas  6  Trommein  von 
5"*  Höhe  (Fig.  90),  deren  Wandstärken  (s) 

0,16*     0,21"*     0,26-     0,31"'     0,86-     0,41" 
und  deren  mittlere  Durchmesser  (d) 

1,26-      1,41-     1,56-     1,71-     1,86-     2,01- 
sind.     Die  Stärken  s  nehmen    um   das   gleiche  Maß  A8  =  0,05-  zu,   die  Durch- 
meeser  d  um  Ad  =  0,15-. 


*)  Setzt  man  oben  für  y  die  Ordinaten  der  Kreislinie  ein,  an  Stelle  der  Parabel- 
ordinaten,  so  findet  man 


i'-i)('+i) 


wo    cos  9  =  ^-    Für  ~  =  0,5    erhält  man  —  =  2,71.    Je  größer  -^  ist,   desto 
RR  Oq  R 

kleiner   ist   der   Fehler,    der    durch    die    Einführung    der    Parabelordinaten   be- 
gangen wird. 

*♦)  Für  -^  =  0,5  ergibt  sich  c  =  0,499  R  oder  0,488  Ä,  je  nachdem  y  nach  der 
R 

Parabel-  oder  Kreisgleichung  berechnet  wird.    Je  größer- -ist,  desto  genauer  ist 

R 

der  Näherungswert  c  =  0,5  Ä. 
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Das  Gewicht  des  Schaftes,   der  aus  dichten,   schweren  Lochsteinen  in   ver- 
längertem  Zementmörtel    bestehen    möge    (einem   Baustoff,    der    l,9V0»m    wiegt) 
beträgt 
Ö  =  1,9  •  TC  •  5,0  [0,16  •  1,26  +  0,21  •  1,41  +  0,26  •  1,56  +  0,31  •  1,71  +  0,36  •  1,86 

+  0,41.  2,01]  =  87,4'.*) 
Der  unterste  Querschnitt  hat  den 
Inhalt 
F=tc(2P  — r*) 

=  TC  (1,26»—  0,85«)= 2,72  gm, 
er  eifiUirt  infolge  von  G  die  Fressung 

=  8,2%«,.. 
Der  "Winddruck  erzeugt  für   den 
untersten  Querschnitt  das  Moment 


9 


w  80«  (2  •  0,66  +  1,26) 


Jf=516ir 
und  diesem  entspricht 
M       516  «F 


G  87,4  • 

Zu  einem  bestimmten  Abstände  c 
gehört  also  die  "Windstärke 

w  =  0,17  c. 
Hat  die  Nulllinie  die  Lage  /,  so  ist 
«  ~1,-:?!Hi!1~1l26HiO,85« 
4Ä     ■"      4. 1,26 
=  0,458"; 
die  zugehörige  Windstärke  beträgt 
icj  =  0,17  . 0,458  =  0,0787^ 

=  78*'/^ 
und  die  bei  diesem  Winddruck  ent- 
stehende Pressung 

a/=2ffo  =  6,4*»/g«.. 
Für  die  Nulllinien -Lage  II  erhält 


man 


("«5  =  |l=».«") 


Cii=  YÄ  =  0,63"' 

icu  =  0,17  . 0,63  =  0,107Vg« 
=  107*^/^ 

an=Oo  (d,45-l,5^) 

=  8,2  (3,45  -  1.5  . 0.675) 
=  7,8»»/,«, 


BreiUjt  1400 


Fig.  90. 


C^isfs^ 


*")  Sind  die  Trommeln  gleich   hoch   und   nehmen   die  Wandstärken   imi  das 
gleiche  Maß  Lb  zu,  so  findet  man  für  das  Gewicht  G  leicht  den  Ausdruck 

7* 
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ff/  WI 


=  2,5  —  0,675  =  1,825 


ff/// =  6,4  . 1,825  =  IIJW«« 
Will  =  78  •  1,825  =  142*%« . 


ur^^s        mr    l£5  M^^-k^vr 


Fig.  91. 


Der  Verlauf  der  ff-Liuie,  Fig.  91,  ist  zufriedenstellend.  Für  den  in  der  Regel  als 
ausreichend  zu  erachtenden  Winddmck  von  125^/^^  ergibt  sich  die  mäfiig  zu 
nennende  Pressung  von  a  =  9,b^/fem  und  selbst  bei  einem  Winddruck  von  rund 
140^/^  entsteht  nur  eine  Beanspruchung  von  i2'^/qtm-  In  den  oberen  Querschnitten 
des  Schaftes  nehmen  (im  vorliegenden  Falle)  die  Pressungen  ab. 

An  der  Hand    der  gefundenen   Zahlenwerte    möge  noch    die   einfache  von 
Hüppner  aufgestellte  hyperbolische  Annäherungsformei 


ff  =  2ffo 


R  —  k 


R—c 

geprüft   werden.      Dieser   Ausdruck    ist    so  gebildet,   daß    sich    für    c  =  A;   die 
Pressung  ff  =  2ffo   ergibt  und  für  c  =  Ä  der   Wert  a  =  oo  .     Im  Falle  c  =  Ä 


G  =  yi:8,{R  +  ro)h  +  \yTzä8h{m^l)[sro+{R-Ro)^^^^^^^ 
?(m  — 0,5)], 


A«( 


wo  m  die  Anzahl  der  Trommeln  bedeutet, 
Si  die  Stärke  der  obersten  Trommel 
h  die  Höhe  des  Schaftes 

ro  den  inneren  Halbmesser  des  obersten  Querschnitts 
Äo    „    äußeren  „  „         „  „ 

R    „  „  „  „    untersten        ,, 

Y  das  Gewicht  des  Mauerwerks  f.  d.  Ranmeinheit. 
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wird  bei  fehlender  Zugfestigkeit  die  wirksame  Querschnittafläche  unendlich  klein  — 
ein  Ergebnis  das  natürlich  nur  so  zu  deuten  ist,  daß  die  a -Linie  außerhalb  ihres 
Geltungsbereiches  eine  Asymptote  besitzt;  denn  bereits  für  Werte  von  <^  die  in  der 
Nähe  von  R  liegen,  hat  die  Vernachlässigung  der  Zugfestigkeit  keinen  Sinn  mehr. 
Hält  man  aber  daran  fest,  daß  die  durch  den  Schwerpunkt  gehende  NuUlinie  ///  die 
äußerste  zu  gestattende  ist,  so  liefert  die  sehr  übersichtliche  Hüppnersche  Formel 
brauchbare  Werte.    Im  vorliegenden  Falle  wird 

ff  =  o    po  1,26-0,458  _      5,188 
'        1,26  —  c  1,26  —  c 

Für  e  =  cn=^  0,68"'  ergibt  sich  an  =  8,1*»/,«, 
„     c  =  cizr=  0,84-      „        „     ffi27=  12,0*»'/j«„ 
d.  s.  Zahlen,  die  von  den  oben  gefundenen  fast  gar  nicht  abweichen. 

Für  den  Abstand  z  der  Nulllinie  von  dem  am  stärksten  gedrückten  Quer- 
schnittsteilchen gibt  Hüppner  den  Wert 

dieser  wird  gleich  Null  für  c  =  J2  und  gleich  2B  für  e  =  h.  Den  Abständen 
cu  =  0,68"'  und  em  =  0,84"'  entsprechen  die  Strecken 

sn=  1,98"*  und  «izr  =  l,82"', 
welche  von  unseren  Werten 

arxr  =  Ä  +  r  =  2,ll"  und  arüi  =  Ä=  1,26- 
schon  etwas  mehr  abweichen. 

Hinsichtlich  der  zulässigen  Pressungen  <t  weide  noch  hervorgehoben,  daß  die 
für  Schomsteinbauten  besonders  geeigneten,  schweren  dichten  Lochsteine,  desgleichen 
gute  Hartbrandsteine,  beide  in  Ealk-Zementmörtel  (Mischung:  1  Raumteil  Porthmd- 
zement,  1  bis  2Vs  Haumteile  £alk  und  4  bis  9  Ranmteile  reiner  scharfer  Sand)  mit 
12  bis  SCv/^M»  belastet  werden  dürfen.  Je  größer  der  Zementzusatz  und  je  länger 
die  Bauzeit  ist,  desto  höher  darf  die  Beanspruchung  gewählt  werden.  Wird  ein 
Schornstein  in  wenigen  Tagen  bei  ungenügendem  Zementzusatz  in  die  Höhe  ge- 
trieben, so  schwebt  er  vor  Erhärtung  des  Mörtels  natürlich  in  Gefahr,  von  einem 
bald  nach  seiner  Vollendung  einsetzenden  schweren  Sturme  umgeworfen  zu  werden; 
68  wäre  aber  zu  bedauern,  wenn  die  Au&iphtsbehöiden  im  Hinblick  auf  diese  Mög- 
lichkeit an  alle  Schornsteine  denselben  Maßstab  anlegen  und  auch  bei  soigfiUtigster 
Ausführung  und  besonders  für  sehr  hohe  Schornsteine,  die  längere  Zeit  zu  ihrer 
Errichtung  bedürfen  und  deren  Mörtel  in  den  tieferen  Schichten  unter  höherem 
Druck  erhärtet  und  deshalb  fester  wird,  nur  die  niedrigeren  Werte  a  gestatten 
wollten. 


§  12. 
Schubspannungen  und  Hauptspaimungea. 

56.  Sohulmpaimimgeii.  Auf  die  Ermittelung  der  durch  die  Quer- 
kraft Q  hervorgerufenen  Schubspannungen  t  (vergl.  Seite  56)  soll  in 
diesem  Buche  nur  ganz  kurz  und  für  einen  bestimmten  Belastungs- 
zustand eingegangen  werden,  weil  es  sich  hier  um  Untersuchungen 
handelt,  welche  der  zeichnerischen  Behandlung  wenig  zugänglich  sind. 
Dies  gut  besonders  von  dem  Falle  einer  nicht  durch  den  Schwerpunkt 
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des  Querschnitts  gehenden,  den  Stab  somit  auf  Drehungsfestigkeit  be- 
anspruchenden Kraft  Q, 

"Wir  beschränken  uns  deshalb  darauf,  an  der  Hand  bekannter 
Gesetze  der  Festigkeitslehre,  die  Schubspannungen  in  einem  prisma- 
tischen Stabe  darzustellen,  welcher  durch  äußere  Kräfte  beansprucht 
wird,  die  in  ein  und  derselben,  durch  die  Stabachse  gehenden,  den 
Stab  in  zwei  symmetrische  Hälften  trennenden  Ebene  liegen.  Die 
Kraftlinie  ist  dann  eine  Symmetrieachse  des  Stabes;  sie  sei  zur  r- Achse 
gewählt  und  eine  auf  ihr  senkrechte  Schwerlinie  zur  ?/- Achse.  Kg.  92. 
Die  Schubspannung  x  in  irgend  einem  Punkte  (w,  v)  des  Querschnitts 
werde  in  die  Seitenspannungen  t,  _Lv  und  x^J_u  zerlegt 

Wird  die  Annahme  gemacht,  das  x,  für  alle  Punkte  einer  zur 
«*- Achse  parallelen  Sehne  AB  gleich  groß  ist  und  wird  vorausgesetzt, 
daß  am  Umfange  des  Stabes  keine  äußeren  Kräfte  in  der  Richtung 
der  Stabachse  auftreten,  daß  also  die  Schubspannungen  für  alle  Punkte 
der  Oberfläche  (des  Mantels)  gleich  Null  sind,  so  folgen  t,  imd  t,  den 
Gesetzen: 


(1) 


QS  , 

2xJ' 


x^  =  x^ 


u 


Fig.  92. 

wobei  2^  die  Länge  der  Sehne  AB^ 

S  das  auf  die  z^-Achse  bezogene  statische  Moment  des  einen 

der  beiden  durch  die  Sehne  AB  begrenzten  Querschnitts- 

teUe  (z.  B.  des  Teils  ALB) 
J  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Querschnitts  in  Bezug  auf 

die  w-Achse  und 
9  den  Winkel  bedeutet,  welchen  die  in  JB  an  den  Querschnitt 

gelegte  Tangente  mit  der  t;- Achse  bildet 
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Die  zweite  der  Gleichuogen  (1)  sagt  aus,  daß  die  Spamningen  t 
für  sämtliche  Punkte  der  Sehne  AB  durch  den  auf  der  i; -Achse  ge- 
legenen Schnittpunkt  R  der  in  A  und  B  an  den  Querschnitt  gezogenen 
Tangenten  gehen. 

Denkt  man  den  Querschnitt  in  unendlich  schmale,  zur  v -Achse 
senkrechte  Streifen  zerlegt,  betrachtet  deren  Inhalte  dF=si2xdv  als 
Kräfte,  welche  in  der  Richtung  der  t^ Achse  wirken,  und  zeichnet  mit 
der  beliebigen  Polweite  H  die  Seillinie  CFE  jener  Kräfte,  so  kann 
man  das  statische  Moment  S  ermitteln,  indem  man  an  die  Seillinie 
in  ihrem  Schnittpunkte  P  mit  der  Sehne  AB  eine  Tangente  PD  legt 
und  die  Strecke  DG  =  r  bestimmt,  die  auf  der  w -Achse  von  der  Ge- 
raden PD  und  den  in  der  «^-Achse  sich  treffenden  äußersten  Tangenten 
an  die  Seillinie  abgeschnitten  wird.  Es  ergibt  sich  dann  S  =  Hr^ 
femer  (nach  No.  21)  J=2n%^  wo  ^  den  Inhalt  der  von  der  Seil- 
linie CFE  und  den  äußersten  Tangenten  EG  und  CG  begrenzten 
Fläche  bedeutet.     Mit  der  Bezeichnung: 


ergibt  sich 


^»~4g 


ein  Wert,  welcher  sich  nach  Berechnung  von  Xq  leicht  dai*stellen  läßt. 
Kennt  man  t„  so  kann  man  auch  x  angeben,  da  die  Richtung  dieser 
Spannung  gegeben  ist  Es  genügt,  für  jede  Sehne  AB  den  größten 
Wert  T  zu  bestinmien,  nämlich  den  in  A  oder  B  herrschenden.  Zu 
diesem  Zwecke  ziehe  man  zur  t* -Achse  in  der  Entfernung  Tq  eine 
Parallele  KK^  eirichte  in  B  auf  der  Sehne  AB  das  Lot  BN^r, 
verbinde  N  mit  dem  Mittelpunkte  31  der  AB  und  ziehe  durch  den 
Schnittpunkt  S  der  beiden  Geraden  MN  imd  KK  eine  Parallele 
zur  t^-Achse;  die  Parallele  schneidet  dann  auf  der  Tangente  BP  die  im 
Punkte  B  herrschende  Schubspannung  BT=^Xb  ab. 

In  dieser  Weise  wurden  in  der  Fig.  92  die  Schubspannungen  t^ 
für  sämtliche  Punkte  des  Querschnittsumfanges  bestimmt  und  hierauf, 
von  einer  zur  t? -Achse  parallelen  Geraden  WV  aus,  in  den  Verlänge- 
rungen der  entsprechenden  Sehnen  ^J5  als  Ordinaten  aufgeti^agen. 

Die  Annahme  gleicher  Spaimungen  x,  für  alle  Punkte  einer  zur 
?/ -Achse  parallelen  Sehne  ist  um  so  zutreffender,  je  kürzer  jene  Sehne 
im  Verhältnis  zur  Ausdehnung  des  Querschnitts  in  der  Richtung  von 
Q  ist.  Sie  liefert  also  u.  a.  zuverlässige  Ergebnisse,  wenn  es  sich 
um  die  Schubspannungen  t  im  Stege  des  in  der  Fig.  93  dargestellten 
J- Querschnitts  handelt,  darf  aber  nicht  auf  die  Flanschen  dieses  Quer- 
schnitts ausgedehnt  werden.    Da  nämlich  in  allen  Punkten  des  Umfanges 
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des  Querschnitts  die  Schubspannungen  tangential  an  den  Umfang  ge- 
richtet sind,  so  ergibt  sich  für  sämiliche  Punkte  der  Geraden  CD  und 
EF  in  Mg.  93  die  zur  w -Achse  senkrechte  Spannung  t»  =  0,  und 
hieraus  erkennt  man  ohne  weiteres  die  Unmöglichkeit,  daß  in  allen 
Punkten  einer  zur  w -Achse  parallelen  und  der  Gteraden  CF  unendlich 
nahen  Sehne  eine  der  ersten  der  Gleich.  (1)  genügende  Schubspannung 
T«  auftreten  kann.*)  Das  Gleiche  gilt  für  alle  Querschnitte  mit  seit- 
lichen, in  der  Richtung  der  t; -Achse  schmalen  Ansätzen. 

Aus  diesem  Grunde  hat  Winkler  vorgeschlagen,  bei  der  Be- 
rechnung der  Spannungen  t  in  den  Flanschen  der  J- Querschnitte 
(und  in  ähnlichen  Fällen)  von  der  Annahme  konstanter  Spannungen 
T,  für  alle  Punkte  einer  zur  w-Achse  senkrechten  Sehne  AB  auszu- 
gehen, welche  Voraussetzung  zu  der  Formel 

QS' 


'^•  =  - 


xJ 


-l 


m 


\E- 


^ 


Fig.  98. 


a^ 


^     T^X 


Fig.  94. 


führt,  unter  S'  das  auf  die  w -Achse  bezogene  statische  Moment  des 
einen  der  beiden  durch  die  Sehne  AB  begrenzten  Querschnittsteile 
(z.  B.  des  Teiles  ABGG)  verstanden  und  unter  %  die  Länge  der  Sehne 
AB,  Es  genügt  aber,  bei  der  Untersuchung  der  J- Querschnitte  (und 
ähnlicher  Querschnitte)  die  Spannungen  t  im  Stege  zu  ermitteln. 

57.  Hauptspannungen.  Wir  denken  uns  aus  dem  Stabe  einen 
unendlich  kleinen  Würfel  von  den  Kantenlängen  a,  6,  c  herausgetrennt 
Fig.  94.  Die  eine  Seitenfläche  ac  liege  in  der  Ebene  des  zur  Stabachse 
senkrechten  Querschnitts  und  an  der  Stelle  u^  v.  Die  Kante  a  sei 
parallel  zur  Schubspannung  x,  folglich  B[ante  b  parallel  zur  Normal- 
spannung a.     Ändern  sich  die  Spannungen  stetig  mit  der  Lage  der 

*)  Die  törichte  Annahme,  es  gelte  Gleichang  (1)  auch  für  den  FLansoli, 
trifft  man  immer  noch  in  einzelnen  Büchern  und  Abhandlungen ,  wobei  dann  für 
die  Sehne  DE  zwei  Werte  t«  herausgerechnet  werden,  weil  sich  dort  die  Breite  2z 
sprangweise  ändert! 
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beanspruchten  Fläche,  so  unterscheiden  sie  sich  in  den  einander  gegen- 
überliegenden Seitenflächen  des  Würfels  nur  um  unendlich  kleine 
Größen,  welche  in  der  folgenden  Untersuchung  vernachlässigt  werden 
dürfen.  Bei  unstetigen  Spannungen  aber  muß  der  Stab  vorerst  in 
einzelne  Teile  zerlegt  werden,  innerhalb  welcher  sowohl  a  als  auch  x 
stetig  sind,  und  es  muß  dann  der  betrachtete  Würfel  vollständig  inner- 
halb eines  dieser  Teile  liegen.  ' 

Die  in  den  beiden  Flächen  ac  wirksamen  Schubkräfte  xac  bilden 
ein  Kräftepaar  mit  dem  Arme  h  und  dem  Momente  xacft.  Soll  der 
Würfel  im  Gleichgewichte  sein,  so  müssen  in  den  Seitenflächen  hc 
Schubkräfte  TjÖc  auftreten,  welche  (ein  Paar  mit  dem  Arme  a  bildend) 
das  Moment  xacft  aufheben.  Dazu  ist  nötig,  daß  Xibca^xacb  also 
-Ci  =  T  ist,  und  daß  die  beiden  Momente  entgegengesetzten  Drehungs- 
sinn  haben. 

Es  soll  nun  untersucht  werden,  wie  groß  die  Spannungen  in  den 
Seitenflächen  eines  Würfels  (a\  b\  c)  sind,  der  in  den  Würfel  (a,  6,  r) 
so  einbeschrieben  ist,  daß  seine  Kanten  a  und  ft'  mit  a,  und  b  den 
Winkel  a  bilden,  während  c  \\  c  ist,  und  zwar  möge  diese  Aufgabe  in 
etwas  allgemeinerer  Form  gelöst  werden,  insofern  nämlich  angenonunen 
werden  soll,  daß  auch  in  den  Seitenflächen  bc  des  Würfels  {abc)  Nor- 
malspannungen auftreten.    Fig.  95. 


^^^    \nT\\AlBTW 


d^sina 


Fig.  95. 


Wir  bezeichnen  die  Spannungen  für  den  Würfel  (abc)  mit  a^a^T 
und  für  den  Würfel  {ab'c)  mit  (s'c'x-,  die  letzteren  ergeben  sich  aus 
den  als  bekannt  angenommenen  Spannungen  cy„  a^,  x  durch  Aufstellung 
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der  Gleichgewichts-Bedingungen  für  die  an  den  dreiseitigen  Prismen 
(Pj)  und  (P,)  angreifenden  Kräfte. 

Wir  beteachten  zuerst  das  Prisma  (Pj),  setzen  den  Inhalt  der  in 
der  Fig.  95  mit  EF  bezeichneten  Seitenfläche  desselben  =  1  und  er- 
halten dann,  da  die  Inhalte  der  anderen  Seitenflächen  =  1  sin  a  und 
=  1  cos  OL  sind,  durch  Multiplikation  der  Spannungen  mit  den  Flächen 
die  Belastungen  a\  x\  a.  cos  a,  t  cos  a,  a^  sin  a,  x  sin  a  dieser  Flächen. 

Es  ließen  sich  nun  a'  und  t'  leicht  in  der  Weise  bestimmen,  daß 
die  bekanntet  Kräfte  a^  cos  a,  t  cos  a,  a^  sin  a,  t  sin  a  zu  einem 
stetigen  Zuge  aneinander  gesetzt  werden,  dessen  Schlußlinie  die  das 
Gleichgewicht  herstellende,  auf  die  Fläche  EF  wirkende  Mittelkraft  p 
der  Belastungen  a'  und  t'  angibt  Durch  Zerlegung  von  p  würde 
man  a'  und  t'  finden.  Wir  ziehen  es  aber  vor,  um  auf  eine  bemerkens- 
werte Ähnlichkeit  der  vorliegenden  Aufgabe  mit  einer  früher  gelösten 
schneller  hinweisen  zu  können,  die  analytischen  Ausdrücke  für  ö'  und  t' 
anzugeben.  Indem  wir  samtliche  Kräfte  nach  den  Richtungen  von 
a'  und  t'  zerlegen  und  die  Summen  der  nach  den  gleichen  Richtungen 
^virkenden  Seitenkräfte  =0  setzen,  erhalten  wir: 

a'  —  (a,  cos  a  —  t  sin  a)  cos  a  —  (a^  sin  a  —  t  cos  a)  sin  a  =  0 
x'  —  (a,  cos  OL  —  T  sin  a)  sin  a  +  (a^  sin  a  —  t  cos  a)  cos  a  =  0 

und  hieraus  folgt  dann 

a'  =  c,  cos*  a  +  a,  sin*  a  —  t  sin  2  a 

t'  =  -^  (a,  —  aj  sin  2  a  +  T  cos  2  a. 

In  dei-selben  Weise  ergibt  sich  aus  der  Betrachtung  des  Pris- 
mas (P,) 

ö"  =  a, sin*  a  +  a,  cos*  aL-\-x sin  2  a. 

Vergleicht  man  diese  Ausdrücke  mit  den  auf  Seite  45  für  die 
Querschnittsmomente  abgeleiteten  Formeln  (1),  so  erkennt  man,  daß 
zwischen  den  Spannungen  c\  a",  x'  und  a„  a^,  t  dieselben  Beziehimgen 
bestehen,  wie  zwischen  den  Querschnittsmomenten  J.»,  J^»,  J,'/  und 
f/,,  Jy,  J^y.  Aus  den  für  die  Hauptträgheitsmomente  J„^  und  J^^  auf 
Seite  46  erhaltenen  Gleichungen  (6)  ergeben  sich  mithin  für  die  Hnnpt- 
spannungen  d  und  au  die  Worte 

9/  =  Y  («« +  «»)  +  Y  V'C^T^^«»)"* +"4T* 
1  ,     .     .      1 


<J«  =  2  (^'  +  «.)  -  y  V  (<^x  -  ffj*  +  4  T» 

und    die  Lage    der  von  diesen  Spannungen  beanspnichten  Flächen  I 
und  //  ist  bestimmt  durch 
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2t 


(3)    tg2a  = 

en  Rächen  /  iiii< 
folgt 


In  den  Rächen  /  und  //  ist  t  =  0.     Aus    der  Kg.  56,    Seite  50, 


es  ist  also  auch 

(4)      'r^  =  -2-(ör  — dir), 

lind  zwar  entstehen  die  größten  Schubspannungen  in  Flächen,  die  mit 
den  Flächen  I  und  II  "Winkel  von  45°  bilden. 

Wir  betrachten  jetzt  einen  unendlich  kleinen  Würfel,  dessen 
Seitenflächen  durch  die  Hauptspannungen  <Si  und  Cn  beansprucht 
werden,  und  bezeichnen  die  Längen  der  zu  diesen  Spannungen 
parallelen    Kanten    mit    Zj   und    Z^.      Infolge    von    d   wird    /j    um 

^li=^^lt  verlängert  (E' =  Elastizitätsmodul)  und  infolge  von  au  um 

A'' //=—'-—  verkürzt,  wo  w  einen  Erfahrungswert  bedeutet.  Die 
gesamte  Längenänderung  ist 

und  ebenso  ergibt  sich 

Diejenige  allein  und  im  Sinne  Zj  wii'kende  Spannung  ij,  welche 
dieselbe  Änderung  A/j  erzeugt,  wie  die  beiden  Spannungen  Ci  und 
Gn  zusammen,  ist 

(5)    Zv=a,-lc:.=  -^(a.+  «,)+^V(a.-a,)*+4.«, 

und  ebenso  findet  man 

,6)    Ä:„=a.-^..=  -^'2^Sa.  +  .,)-^lV(a,-a,)*+4x« 

Man  erklärt  den  Stab  füi*  hinreichend  fest,  wenn  ki  und  ka  an  keiner 
Stelle  gewisse,  durch  die  Erfahrung  als  zulässig  befundene  Werte 
überschreiten,  muß  dann  aber  bei  der  Beurteilung  dieser  Grenzwerte 

fA;j=jE7— p-  und  Avj=^— p^j  darauf  achten,  daß  es  nicht  gleich- 

gültig    ist,    durch    w(4che    Ursachen    die    Yerlängerimgsverhältnisse 
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-y^  und  -y-^   hervorgerufen    werden.     Die    allgemeine    Anwendung 

solcher  Zahlenwerte  Ä*,  die  nur  aus  der  Beobachtung  von  nur  auf 
Zug-  oder  Druckfestigkeit  beanspruchten  Stäben  abgeleitet  werden, 
kann  beim  Auftreten  von  Schubspannungen  zu  Ergebnissen  führen, 
die  mit  der  Erfahrung  nicht  im  Einklänge  sind;  sie  sind  höchstens 
zulässig,  wenn  die  Spannungen  t  eine  so  untergeordnete  Bedeutung 
haben,  wie  bei  den  auf  Biegungsfestigkeit  beanspruchten,  verhältnis- 
mäßig dünnen  und  langen  Stäben. 

Die  Ziffer  rn  ergibt  sich  nach  der  Molekulartheorie  =  4,  ist  aber 
in  Wirklichkeit  für  die  verschiedenen  Stoffe  verschieden.  Beispiels- 
weise ist  für  Metalle  nahezu  m  =  3.  Für  den  in  Kg.  94  dargestellten 
Fall  (c7,  =  0)  erhält  man  dann 


1       .    2 


(6) 


Ax=-3-a  +  yya^  +  4T« 


Ä//=-3-cy  — -3-Va*  +  4T*. 


Hiemach  lassen  sich  die  Inanispruchnahmen  kj  und  kjj  leicht 
durch  Zeichnung  finden,  nachdem  die  Spannungen  a  nach  den  in  den 
§§  9 — 10  entwickelten  Verfahren  mittels  einer  Geraden  dargestellt 
worden  sind.  Der  Wert  y  a*  +  4  t*  ist  die  Hypotenuse  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  mit  den  Katheten  a  und  2  t. 

In  der  Figur  92,  welche  eine  durch  den  Schwerpunkt  gehende 
Nulllinie  der  Spannungen  ö  voraussetzt,  geben  die  der  w -Achse 
parallelen,  von  der  Geraden  VW  aus  gemessenen  Ordinaten  der  linieii 
/  und  7/,  die  den  Punkten  des  Querschnitts -Umfangs  entsprechenden 
Werte  ki  und  kn  an.  Die  Schubspannung  t^  wurde  verhältnismäßig 
groß  angenonunen,  und  es  entspricht  deshalb  die  größte  Inanspruch- 
nahme nicht  denjenigen  Querschnittspunkten  i,  für  welche  a  ani 
größten  ist.  Meistens  jedoch  ist  A:^,  ==  a.^^  oder  doch  nur  so  wenig 
größer  als  a„«p,  daß  bei  der  Beurteilung  der  Festigkeit  des  Stabes  von 
dem  Einflüsse  der  Schubspannungen  t  abgesehen  werden  darf. 
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IV.   Abschnitt, 

Einleitttog  in  die  Theorie  der  ebenen  Träger. 

§  13. 
Allgemeines  fiber  die  aufieren  Kräfte. 

Die  auf  einen  Träger  wirkenden  äußeren  Ki-äfte  sind  teils  ge- 
geben und  sollen  dann  Lasten  heißen,  teils  bestehen  sie  aus  den  zu 
suchenden,  an  den  Auflagerstellen  angreifenden  Stütxemüiderständen, 

58.  Die  Lasten.  Eine  Last  heißt  eine  stä7idi{fe  (bleibende, 
ruhende)  oder  eine  veränderlwke  (bewegliclie) ,  je  nachdem  sie  stets  oder 
nur  zeitweise  am  Träger  angreift.  So  bildet  für  einen  Brückenträger 
sein  Eigengewicht  und  das  Gewicht  von  Fahrbahn  und  Querversteifimg 
die  ständige  Belastung,  während  ein  Eisenbahnzug,  eine  Schar  von 
Lastwagen  oder  Menschengedränge  als  eine  veränderliche  Belastung  zu 
betrachten  ist 

Ein  endliche,  in  einem  Punkte  angreifende  Last  wird  Einxellast 
(auch  hynxetitrierte  Last)  genannt,  im  Gegensatze  zu  der  auf  eine  Linie 
oder  eine  Fläche  verteilten  stetigen  Last, 

In  dem  besonders  häufigen  Falle  einer  gleichmäßig  auf  eine  Linie 
verteilten  Belastung  bezeichnen  wir 

die  ständige  Belastung  der  Längeneinheit  der  Linie  mit  g^ 
„    veränderliche  „  „  „  „        „       „   p 

und  deuten  bei  der  Bestimmung  einer  von  der  Belastung  abhängigen 
Größe  (z.  B.  eines  Stützen  Widerstandes,  eines  Momentes)  durch  einen 
Zeiger  g  oder  p  an,  daß  es 
sich  nur  um  den  Einfluß  der 
ständigen  oder  der  veränder- 
lichen Belastung  handelt. 

Kann  die  Belastung  in  je- 
dem beliebigen  Punkte  des 
Trägers  angreifen,  so  nennen 
wir  sie  eine  unmittelbare  Be-  Fig.  96. 

lastung;   wirkt  sie  hingegen 

infolge  der  Anordnung  von  Zwischenträgem  (Fig.  96)  auf  bestimmte 
Punkte  (Knotenpunkte)  des  fraglichen  Trägers,  so  ist  sie  eine  mittelbar 
wirkende.    Die   in   den   Knotenpimkten   angreifenden  Lasten   heißen 
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Knoimlasteiu  iind  ein  zwischen  zwei  benachbarten  Knotenpunkten  ge- 
legenes Trägerstück  nennt  man  ein  Feld  des  Trägers, 

59.  Auflager.  StfltKenwiderst&nde.  Kittelgelenk.  Ist  es  mög- 
lich, die  durch  die  Lasten  hervorgerufenen  Stützenwiderstände  aus- 
schließlich mit  Hilfe  der  Gleichgewichtsbedingungen  zu  finden,  so  wird 
der  Träger  ein  äußerlich  statisch  bestimmter  Träger  genannt;  im  Gegen- 
falle ist  er  äußerlich  statisch  unbestimmt.  Um  diese  Frage  für  einige 
der  wichtigsten  Trägerarten,  vorbehaltlich  einer  späteren  allgemeineren 
Untersuchung,  zu  entscheiden,  betrachten  wir  zunächst  die  verschie- 
denen Arten  der  Auflagerung.  Hierbei  setzen  wir  voraus,  daß  alle 
äußeren  Kräfte  in  ein  und  derselben  Ebene,  der  Kraftebene,  liegen  und 
daB  es  bei  der  Aufstellung  der  Gleichgewichtsbedingungen  zulässig  ist 
die  durch  jene  Kräfte  und  durch  Temperaturänderungen  erzeugten 
Formänderungen  der  Träger  und  Stützen  zu  vernachlässigen.  Es 
dürfen  dann  alle  Kräfte  in  denjenigen  Lagen  gedacht  werden,  welche 
sie  im  Falle  voUkommen  starrer  Träger  und  Stützen  einnehmen 
würden. 

Li  den  folgenden  Untersuchungen  wollen  wü-  den  Träger  als 
aus  einer  oder  mehreren  starren  Scheiben  bestehend  denken  (vergl.  die 
Figuren  97 — 104)  und  es  dahingestellt  sein  lassen,  ob  er  roUu^nddg 
oder  gegliedert  (d.  h.  aus  Stäben  zusammengesetzt)  ist,  oder  ob  er  so- 
wohl vollwandige  als  auch  gegliederte  Teile  enthält  Bedingung  ist 
nur,  daß  die  gegliederten  Scheiben  ebenfalls  starr  sind,  welcher  For- 
derung beispielsweise  durch  die  in  den  folgenden  Figuren  angenommenen 
Dreiecksysteme  auch  dann  genügt  wird,  wenn  die  Stäbe  an  ihren  Enden 
durch  reibungslose  Gelenke  miteinander  verbunden  sind.  Li  mehreren 
dieser  Figuren  sind  gleichartig  gestützte  Träger  aus  vollen  und  ge- 
gliederten Scheiben  einander  gegenübergestellt  worden. 

Wird  eine  Scheibe  in  einem  Punkte  festgehalten,  so  nennen  wir 
diesen  Punkt  ein  festes  Auflagergelenk,  wobei  das  Wort  Oelenk  andeuten 
soll,  daß  sich  die  Scheibe  bei  einer  etwa  eintretenden  Bewegung 
um  jenen  Punkt  drehen  kann. 

Erfolgt  die  Stützimg  der  Scheibe  in  einem  Punkte,  welcher  sich 
auf  einer  gegebenen  Geraden  verschieben  kann,  diese  Gerade  aber  nicht 
verläßt,  so  entsteht  ein  beivegliches  Auflagergelenk,  Der  an  dem  letzteren 
angreifende  Stützen  widerstand  wirkt,  wenn,  keine  Reibung  stattfindet 
senkrecht  zur  Bahn  des  Gelenkes  (vergl.  Auflager  A  in  Fig.  98);  man 
braucht  nur  die  Oröße  jenes  Widerstandes  anzugeben,  während  an  einem 
festen  Auflagergelenke  xwei  Unbekannte  auftreten,  nämlich  Oröße  und 
Richtung  des  Stützenwiderstandes. 

Wenn  die  Scheibe  in  einer  Linie  festgehalten  wird,  so  ist  außer  der 
Oröße  und  der  Richtung  des  Stützenwiderstandes  auch  dessen  An- 
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griffspunkt  unbekannt  Wir  bezeichnen  eine  derartige  Auflagerung 
kurz  als  feste  Mnspannung. 

Erfolgt  hingegen  die  Stützung  längs  einer  Linie,  welche  auf  einer 
anderen  widerstandslos  gleiten  kann,  (z.  B.  J?  in  Fig.  98)  so  liegt  eine 
bewegliche  Mnspannung  vor;  der  Stützenwiderstand  wirkt  rechtwinklig 
zur  Auflagerbahn;  er  ist  bestimmt,  sobald  seine  Größe  und  sein  An- 
griffepunkt gefunden  sind. 

Hängen  zwei  Scheiben  in  einem  Punkte  G  zusammen,  um  welchen 
sie  sich  beim  Eintreten  einer  Bewegung  widerstandslos  drehen  können 
(Big,  104),  so  nennen  wir  sie  gelenkartig  miteinander  befestigt.  G  heißt 
ein  Mittelgelenk;  es  wird  in  Wirklichkeit,  ebenso  wie  die  Auflager- 
gelenke, mittels  zylindrischer  oder  kugelförmiger  Zapfen  oder  mit 
Hilfe  von  zwei  aufeinander  sich  abwälzenden  runden  Teilen  her- 
gestellt, deren  Reibungswiderstände  in  der  Folge  vernachlässigt  wer- 
den sollen. 

60.  Stfltznng  eines  ans  einer  Seheibe  gebildeten  Trlgers.  Besteht 
der  Träger  aus  einer  Scheibe,  und  soll  er  äußerlich  statisch  bestimmt 
sein,  so  muß  er  in  einer  der  folgenden  Arten  gestützt  werden. 

1.  Der  Träger  wird  an  einer  Stelle  fest  eifigespannt.  Fig.  97. 
Der  Stützenwiderstand  hat  dann  gleiche  Größe  aber  entgegengesetzten 
Sinn  wie  die  Mittelkraft  R  der  Lasten  imd  fällt  mit  R  in  dieselbe 
Gerade. 


Fig.  97.  '     Fig.  98. 

2.  Der  Träger  besitzt  ein  bewegliches  Auflagergelenk  (A)  und  ist 
an  einer  Stelle  beweglich  eingespannt,  Fig.  98.  Die  Stützenwider- 
stände sind  senkrecht  zu  den  Auflagerbahnen;  ihre  Richtungen  sind 
somit  bekannt.  Von  dem  Widerstände  A  kennt  man  auch  den  An- 
griffspunkt, und  es  ist  deshalb  der  Schnittpunkt  C  der  Kräfte  A  und  R 
gegeben.  SoUen  nun  die  drei  lü-äfte  A,  5,  R  miteinander  im  Gleich- 
gewichte sein,  so  müssen  sie  sich  in  einem  Punkte  treffen,  und  hieraus 
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folgt,  daß  das  Lot  von  C  auf  die  Bahn  des  Lagers  B  die  Bichtung 
des  Widerstandes  B  angibt  Die  Unbekannten  A  und  B  können  jetzt 
mittels  eines  Kräftedreiecks  bestimmt  werden. 

3.  Der  Tröget'  erhält  ein  festes  und   ein   bewegliches  Aufiager- 
gelenk\  an  denen  die  Widei-stände  B  und  A  angreifen.    Hg.  99. 

Yon    B    kennt    man    den 

^  Angriffspunkt,  von  A  Angriffs- 

Ao-^^  punkt    und   Richtung;    letztere 

/     \  """-.^  ist  senkrecht  zur  Auflagerbahn 

und   schneidet  die  Last  R  im 
Punkte    r.      Die    Gerade    BC 
gibt   die   Richtung   des   Wider- 
standes B   an,   und   es  können 
nun    A   und    B   mittels    eines 
Kräftedreiecks  gefunden  werden. 
4.  Der  Träger  erhält  drei 
beicegliche  AuflagergeleriJce,  deren 
zu    den    Auflagerbahnen    senk- 
rechte  Widerstände   A,   jB,    C  sich    nicht   in  einem  Punkte  treffen. 
Fig.  100.    Ihre  Ermittelung  erfordert  die  (in  der  Fig.  100  ausgeführte) 
Lösung  der  in  No.  12  auf  Seite  15  behandelten  Aufgabe:    drei  der 


Fig.  99. 


Fig.  100. 

Lage  nach  bekannte  Kräfte  J,  i?,  C  zu  bestimmen,  welche  einer  ge- 
gebenen Kraft  R  das  Gleichgewicht  halten. 

Am  wichtigsten  ist  die  dritte  der  angegebenen  Stützungsarten. 
Ist  bei  dieser  die  Bahn  des  beweglichen  Autlagergelenkes  eine  wage- 
rechte Gerade,  so  rufen  senkrechte  Lasten  nur  senkrechte  Stützen- 
widerstände hen^or.    Man  nennt  diesen  Träger  einen  Balken.    Fig.  101. 

Die  Anzahl  der  an  den  Auflagern  auftretenden  Unbekannten 
(nämlich  Angriffspunkt,  Richtimg  und  Größe  eines  jeden  Stützen- 
widei-standes)  ist  für  sämtliche  oben  angegebenen  Stützungsarten  einer 
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Scheibe  =  3;  sie  ist  ebenso  groß  wie  die  Anzahl  der  allgenieinen 
Gleichgewiehtsbedingungen,  welche  für  ein  an  einem  starren  Körper 
wirkendes  ebenes  Kräftesystem  in  der  Weise  aufgestellt  werden 
können,   daß    die  Kraftebene  auf   ein   beliebiges  Achsenkreuz   {jc^  //) 


r<KN7PT:^ 


Fig.  101. 

bezogen  und  jede  Kraft  nach  den  Richtungen  der  beiden  Achsen 
zerlegt  wird,  worauf  dann  jede  der  folgenden  drei  Summen  gleich 
Null  gesetzt  wird: 

a)  die   Sunmie    aller   nach    der   Richtung   der  x-Achse  wirkenden 
Seitenkräfte, 

b)  die    Summe    aller   nach    der  Richtimg   der   y-Achse  wirkenden 
Seitenkräfte, 

c)  die  Summe  der  auf  irgend  einen  Drehpunkt  bezogenen  Momente 
sämtlicher  Kräfte. 

Treten  an  den  Auflagern  eines  aus  einer  Scheibe  bestehenden  Trägers 
mehr  als  drei  Unbekannte  auf,  so  lassen  sich  die  Stützenwiderstände 
nicht  mehr  mit  Hilfe  der  Gleichgewiehtsbedingungen  allein  bestimmen; 
es  entsteht  ein  äußerlich  statisch  unbestimmter  Träger.  Ein  solcher 
ist  z.  B.  der  in  Fig.  102  dargestellte  dvrchlanfende  (kontiimierlieJie) 


Balken,  welcher  ein  festes  und  mehrere  (mindestens  2)'  bewegliche 
Auflagergelenke  besitzt;  am  ersteren  treten  zwei  Unbekannte  auf 
(nämlich  Richtung  und  Größe  des  Stützenwiderstandes)  und  an  jedem 
der  letzteren  eine  Unbekannte  (die  Größe  des  Stützenwiderstandes). 
Im  ganzen  sind  bei  n  Auflageni  (/^  +  1)  Unbekannte  zu  bestimmen, 
und  es  fehlen,  da  diesen  nur  3  Gleichgewiehtsbedingungen  gegen- 
überstehen, n  —  2  Bedingungen,  welche  sich,  wie  wir  später  zeigen 
werden,  aus  der  Betrachtung  der  Formänderung  des  Balkens  ergeben. 

Müller-BresUa,  Onphlsohe  SUtik.    I.  3 
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Der   Träger    ist   also   hinsichtlich   der   äußeren   Kräfte    (n  —  2) -fach 
statisch  unbestimmt 

61.  Gelenkträger.  Ein  aus  mehreren  gelenkartig  miteinander 
verbundenen  Scheiben  bestehender  Träger  kann  auch  bei  beliebig 
vielen  Stützen  äußerlich  statisch  bestimmt  sein.  So  kann  z.  B.  der 
vorhin  behandelte  durchgehende  Balken  durch  die  Anbringung  von 
(n  —  2)  Mittelgelenken,  von  denen  aber  ein  zwischen  zwei  Auflagern 
liegender  Trägerabschnitt  höchstens  2  enthalten  darf,  statisch  bestimmt 
gemacht  werden.     Die  an  den  Auflagern  auftretenden  n  +  1  CTnbe- 


B         \^    C 


J 


Fig.  103. 


kannten  können  jetzt  mittels  der  3  allgemeinen  und  der  n  —  2  infolge 
der  Gelenke  hinzutretenden  besonderen  Gleichgewichtsbedingungen 
ermittelt  werden. 

So  ist  z.  B.  der  in  Fig.  103  dargestellte  Träger  nur  dann  im 
Gleichgewicht,  wenn  die  Mittetoaft  aus  dem  Stützenwiderstande  A 
und  der  Belastung  i?j  der  Scheibe  /  dui-ch  das  Gelenk  Gt^  geht,  weil 
sich  sonst  diese  Scheibe  um  0^  drehen  würde.  Ebenso  muß  auch 
die  Mittelkraft  aus  Rm  und  B  durch  das  Gelenk  Ö,  gehen.  Der 
Träger  ist  also  äußerlich  statisch  bestimmt 


Fig.  104. 

Ein  zweites  Beispiel  für  einen  statisch  bestimmten  Gelenkträger 
ist   der   in    Fig.  104   dargestellte.     Er    besteht   aus   zwei   Scheiben, 
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welche  bei  Ä  and  B  feste  Auflagergelenke  haben  und  durch  ein  Mittel- 
gelenk G  miteinander  verbunden  sind;  man  nennt  ihn  den  Bogen  mit 
drei  Oelenken,  Eine  auf  die  Unke  Scheibe  wirkende  Last  R  ruft  bei 
unbelasteter  rechter  Scheibe  (welche  jetzt  gewichtslos  zu  denken  ist) 
am  rechten  Auflager  einen  Stützenwiderstand  B  hervor,  der  durch  das 
Scheitelgelenk  gehen  muß,  weil  sich  im  Gegenfalle  die  unbelastete  rechte 
Scheibe  um  O  drehen  würde.  Der  linksseitige  Stützenwiderstand  geht 
durch  den  Schnittpunkt  C  der  Kräfte  E  und  jB,  ist  also  ebenfalls  der 
Lage  nach  bekannt,  weshalb  sich  A  und  B  mittels  eines  Kräftedreiecks 
bestimmen  lassen. 

In  gleicher  Weise  werden  die  von  einer  Belastung  der  rechten 
Scheibe  herrührenden  Kräfte  Ä  und  B  ermittelt. 


§  14. 
Allgemeines  fiber  Einflufilinien. 

62.  Voraussetzungen  und  Erklärongen.  Zu  den  wichtigsten  der 
in  den  folgenden  Abschnitten  zu  lösenden  Aufgaben  gehört  die  Unter- 
suchung des  Einflusses  beweglicher,  paralleler  Lasten  auf  irgend  eine 
derjenigen  Unbekannten  Z,  um  deren  Ermittehmg  es  sich  bei  der 
Berechnung  eines  Trägers  handelt,  und  deren  Art  wir  vorläufig  unbe- 
stimmt lassen.  Es  sei  also  zunächst  dahingestellt,  ob  Z  einen  Stützen- 
widerstand (wie  beispielsweise  in  Fig.  105),  oder  ein  Biegungsmoment, 
oder  eine  Querkraft  u.  s.  w.  bedeutet,  hingegen  werde  vorausgesetzt: 

1)  daß  der  durch  irgend  eine  Last  P  hervorgerufene  Wert  Z  dieser 
Last  proportional  ist,  mithin  die  Form  Z  =  PTf)  annimmt,  wo  t] 
einen  von  P  unabhängigen  Koeffizienten  bedeutet, 

2)  daß  der  durch  irgend  ein  Lastensystem  erzeugte  Wert  Z  gleich  der 
Summe  der  von  den  einzelnen  Lasten  herrührenden  Werte  Z  ist. 
Entsprechen  dann  den  eiozeln  aufgebrachten  Lasten  P^,  P^,  P3 

in  irgend  welchen  Lagen  die  Werte  Z=  P^-ii^ ;  Z  =  P^ttj^  ;  Z  =  Pjirij  . . . , 

so  erzeugen  die  gleichzeitig  in  jenen  Lagen  wirkenden  Lasten  zusammen: 

(1)     Z=P,7i,  +P,ir),  +P3ir)3  +  .... 

Um  Z  zu  bestimmen,  empfiehlt  es  sich,  den  Einfluß  tt)  einer  über 
den  Träger  wandernden  Last  P  =  1  für  alle  möglichen  Lagen  dieser 
Last  zu  ermitteln  und  in  der  Richtungslinie  der  Last,  von  einer  Ge- 
raden AB  aus,  als  Ordinate  aufzutragen  (Fig.  105). 

Die  Endpunkte  dieser  Ordinaten  bilden  dann  die  Einflußlinie  für  Z; 
die  von  dieser  Linie  und  jener  Geraden  begrenzte  Fläche  heißt  die  Ein- 
fhißfläche  für  Z. 

8* 
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Fig.  105. 


Ist  die  Einflußlinie  gegeben,  so  ist  man  im  stände,  den  durch 
irgend  ein  Lastensyatem  hervorgerufenen  Wert  Z  zu  finden.    Man  hat 

nur  nötig,  die  den  einzehien  Lasten 
Pj,  Pj,  ij  .  .  .  .  entsprechenden  Or- 
dinaten  iii,  "»li)  ""la  •  •  •  -  ^^^  Einfluß- 
linie zu  messen,  und  hierauf  die 
Gleichung  (1)  anzuwenden. 

In  der  Folge  wollen  wir  uns,  der 
kürzeren  Ausdrucks  weise  wegen,  die 
Gerade  AB  wagerecht  und  die  Lasten 
senkrecht  denken. 

63.  Mittelbare  Belastung.  Meistens 
handelt  es  sich  um  Lasten,  welche 
durch  einfache  Zwischenträger  auf  die 
Knotenpunkte  des  in  Frage  stehenden  Trägers  verteilt  werden.  Liegt 
dann  zwischen  zwei  Knotenpunkten  {m  —  1)  und  m  eine  Last  P  im 
Abstände  x  von  tyv  (Fig.  106),  so  erhält  man  für  die  Knotenlasten 
P^«i  und  P^  die  Ausdrücke: 

(2)     P^_,  =  P^  und  P^  =  pi-:Z^, 

wobei  \  die  Feldweite  bedeutet.  Besitzt  nun 
die  für  irgend  einen  Wert  Z  gezeichnete  Ein- 
flußlinie unter  (m  —  1)  und  m  die  Ordinaten  •»],»_  ^ 
und  7)^  und  unter  der  Last  P  die  Ordinate  kj, 
so  muß  offenbar  sein: 

Pir)  =  P^.,ir)_,+P^71^ 
und  hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  Gleich.  (2) : 

Fig.  106.  ^^>     'i^l— T  +  ''---r'- 

Da  dieser  Ausdruck  in  Bezug  auf  die  Ver- 
änderliche X  vom  ei-sten  Grade  ist,  so  i\st  die  Einflußlinie  xtvischen 
je  zwei  Kiwtenpunkteii  eine  gerade  Linie, 

64.  Einfluß  einer  gleleluiiäßlgen  Belastung.  Wird  das  Trägerstück 
(x,  — Xy)  gleichmäßig  mit  j)  für  die  Längeneinheit  belastet  (Fig.  107) 
und  bezeichnet  t).  die  an  der  Stelle  x  gemessene  Ordinate  der  für 
irgend  einen  Wert  Z  gezeichneten  Einflußlinie,  so  ist  der  Einfluß  des 
Lastteüchens  pdx  gleich  pdx'f\^  und  derjenige  der  gesamten  gleich- 
mäßigen Belastung: 


'       4.    f      1. 


'f^ 1 

VfL        ^ 


^1 


(4)     Z  =  pir^dT=})% 
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unter  g  den  Inhalt  des  zur  Strecke  (x^ —  x^)  gehörigen,  in  der  Kg.  107 
schraffierten  Teiles  der  Einflußfläche  verstanden. 

Im  allgemeinen  werden  die  Ordinaten  i)  verschiedene  Vorzeichen 
haben;  man  nennt  dann  die  Punkte,  in  denen  die  EinflußUnie  die 
Achse  AB  schneidet^  Belastungsscfieiden  oder  Nullpunkte;  sie  zerlegen 


Fig.  107. 


Kg.  108. 


die  AB  in  positive  und  negative  Beitragstrecken;  den  Punkten  der 
ersteren  entsprechen  positive  Ordinaten  tq,  denjenigen  der  letzteren 
negative  iq.  Vergl.  Hg.  108,  in  welcher  AC  eine  positive  und  CB 
eine  negative  Beitragstrecke  ist ' 

Besteht  nun  die  gleichmäßige  Belastung  aus  einer  ständigen  Last 
{g  für  die  Längeneinheit)  und  einer  veränderlichen  Last  (p  für  die 
Längeneinheit),  so  erhalt  man  den  größten  positiven  Wert  Z  (d.  i. 
2i^)  oder  den  größten  negativen  Wert  Z  (d.  i.  Z^,  je  nachdem  man 
die  veränderliche  Belastung  nui-  innerhalb  der  positiven  Beitragstrecken 
oder  nur  innerhalb  der  negativen  Beitragstrecken  aufbringt,  Kg.  108. 
Im  ersten  Falle  ergibt  sich,  wenn 

5+  den  Inhalt  des  positiven  Teils  der  Einflußfläche,*) 
5-    «        77        r    negativen    „       „  „ 

bedeutet,  und  weim  p  -\-  g  =  q  gesetzt  wird, 

(5)  .  .  .  .  Z^^  =  q%^—g^. 

und  im  zweiten  Falle  folgt: 

(6)     Z^,.  =  g^^-q^_. 

Man  nennt  Z„^  und  Z^,-,  die  Orenxwerte  von  Z**) 
Bei  mittelbarer  Belastung  und  im  Falle  einer  konstanten  Feld- 
weite X,  Kg.  109,  ist  häufig  ein  Näherungsverfahren  zu  empfehlen, 
welches  darin  besteht,  daß  bei  der  Berechnung  von  Z,^  jeder  Knoten- 
punkt, welchem  ein  positives  i)  entspricht,  mit  q\  belastet  wird  und 
jeder  Knotenpunkt  einer  negativen  Beitragstrecke  mit  g\  während  bei 

*- 

♦)  Die  an  gf  gesetzten  Zeichen  +  und  —  sind  keine  Vorzeichsn,  sondern  nur 
Zeiger;  die  Sf  sind  absolute  Werte. 

♦♦)  Wird  Zmmx  negativ,  so  stellt  es  den  kleinsten  negativen  Wert  von  Z  vor; 
ein  positives  Zmun  bedeutet  den  kleinsten  positiven  Wert  von  Z. 


Digitized  by 


Google 


118 


Vierter  Abschnitt.  —  §  14. 


der  Ennittelimg  von  Z,^  die  Lasten  q\  ersetzt  werden  durch  Lasten  g\ 
und  umgekehrt.   Für  den  in  Rg.  109  dargestellten  Fall  ergibt  sich  z.  B.: 

Z^  =  ql  (tQi  +  "^rig  +  -»Is)  — 5'>^  ('»l*  +  "»lö  +  "»le  +  "^t) 
Z^in  =  9^  (tQi  +  1,  +  -ns)  —  ?X  (7)4  +  •»15  +  "^6  +  "^t)^ 


Fig.  109. 

wobei  irij,  •'Qj,  "»Is  •  •  .  die  den  Knotenpunkten  1,  2,  3  ...  .  ent- 
sprechenden Ordinaten  der  EinQußlinie  bedeuten.  In  der  Folge  be- 
zeichnen wir  mit 

S+  die  Summe  aller  positiven,  unter  den  Knotenpunkten 
gemessenen  tt),  mit 

S_  desgl.  die  Summe  aller  negativen  tq, 
und  erhalten  die  Formeln: 

...     rZ«„  =  gX2+ —  </X2_ 

welche  für  Z„^  und  Z,^  gi'ößere  Werte  liefern  als  die  in  Wirklich- 
keit entstehenden.  Denn  belastet  man  z.  B.  in  Fig.  109  die  positive 
Beitragstrecke  mit  q  für  die  Längeneinheit  und  die  negative  mit  g^ 
so  ergibt  sich  die  Belastung  (P3)  des  Knotenpunktes  3  kleiner  als  9X 
und  diejenige  (P^)  vom  Knotenpunkt  4  größer  als  ^X.  Eine  Ver- 
kleinerung von  P3  und  eine  Vergrößerung  von  P^  haben  aber  eine 
Verkleinerung  von  Z  zm*  Folge,  so  daß  der  aus  Gleich.  (7)  gefundene 
Wert  Z„^  sich  größer  ergeben  muß  als  der  genaue  Wert  aus  Gleich.  (6), 
und  auf  dieselbe  Weise  überzeugt  man  sich,  daß  der  in  Gleich.  (7) 
für  ( — Z^  angegebene  Klammerausdruck  größer  ist  als  der  ent- 
sprechende Wert  in  Gleich.  (6). 

Der  nur  von  der  ständigen  Last  abhängige  Teil  von  Z  ist: 

(8)  4=^(3+-2r-) 
und,  bei  gleich  langen  Feldern: 

(9)  Z,  =  </X(S+-S_). 
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Die  aus  (8)  und  (9)  berechneten  Werte  stimmen  genau  mitein- 
ander übereiu. 

65.  Einfluß  versoMebbarer  Einzellasten.  Werden  die  Werte  Z„^ 
imd  Z^^  für  den  Fall  gesucht,  daß  sich  über  den  Träger  eine  Schar 
von  Eiozellasten  bewegt,  beispielsweise  eiu  Eisenbahnzug,  so  gelangt 
man  im  allgemeinen  am  schnellsten  durch  Probieren  zum  Ziele,  indem 
man  die  für  verschiedene  Stellungen  des  Belastungszuges  bestimmten 
Werte  Z  miteinander  vergleicht.  Dabei  wird  man  tunlichst  nur  die 
positiven  oder  nur  die  negativen  Beitragstrecken  belasten,  je  nachdem 
es  sich  imi  die  Ermittelung  von  Z^„  oder  Z^^  handelt  Den  Belastungs- 
zug zeichne  man  auf  einen  Papierstreifen,  \\m  ihn  bequem  gegen  die 
Einflußünie  verschieben  zu  können. 

Ist  die  Einflußlinie  ein  Polygon  mit  nicht  zu  großer  Seitenzahl, 
so  findet  man  die  gefährlichste  Stellung  des  Belastungszuges  auch 
ziemlich  schnell  mit  Hilfe  der  folgenden  Untersuchung. 

Es  seien,  Fig.  110,  aj,  a^,  aj  .  .  .  .  die  Neigungswinkel  der  den 
Strecken  J.C,  CD,  DE  ....  entsprechenden  Seiten  des  Einflußpolygons 
und  i^i,  ^21  ^  •  •  •  •  die  Mittelkräfte  der  auf  jenen  Strecken  liegenden 
Lasten.  Wird  der  Lastenzug  um  \  nach  rechts  verschoben,  so  zwar, 
daß  die  Lasten,  welche  vor  der  Verschiebung  einer  bestimmten  Strecke 


Fig.  110. 

angehören,  auch  nach  der  Verschiebung  innerhalb  dieser  Strecke  an- 
greifen, so  wächst  die  Ordinate  tq 

für  jede  Last  der  Strecke  ^  C  um  $  tg  aj 
„      „       „       „         „        CD    ,,     $tga„u.  s.  w. 
und  es  nimmt  mithin  der  Wert  Z  zu  um 

(10)     AZ=(i?itga,-fi?,tga,  +  i»>3tga3+....)$. 
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Will  man  den  vorstehenden  Klammerausdruck  durch  Zeichnung 
finden,  so  reihe  man  die  Kräfte  jBj,  JB,,  jBj,  .  .  .  .  auf  einer  Wage- 
rechten  ab  aneinander,  mache  also  ac=^R^^  cd  =  Rf^  de  =  R^^  .  .  .  . 
und  trage  vom  Punkte  a  aus  ein  Polygon  auf,  dessen  Seiten  /,  77,  777 .... 
den  gleichbezeichneten  Seiten  des  Einflußpolygons  parallel  sind,  und 
dessen  Ecken  auf  den  in  den  Punkten  c,  d,  e  .  .  . .  errichteten  Loten 
cc\  dd\  ee  ....  liegen.  Es  schneidet  dann  dieses  Polygon,  welches 
wir  einen  Parallelenxvg  nennen  wollen,  auf  dem  Lote  in  b  die  Strecke 

6F  =  Ä,tgai  +  ii,tga,  +  723iga3+.... 

ab.  Ist  bb'  positiv^  d.  h.  liegt  b'  oberhalb  6,  so  wird  infolge  der  vor- 
genommenen Verschiebung  des  Lastenzuges  der  Wert  Z  vergrößert 
und  es  beweist  dies  dann,  daß  die  zuerst  angenommene  Stellung  dieses 
Zuges  nicht  die  gefährlichste  war. 

Auf  gleiche  Weise  findet  man,  daß  der  Wert  Z  infolge  einer 
Verschiebung  des  Zuges  nach  links  vergrößert  oder  verkleinert  wird, 
je  nachdem  der  Endpunkt  a'  eines  durch  b  gelegten  Parallelenzuges 
oberhalb  oder  unterhalb  a  liegt. 

Li  der  Kg.  110  wurde  eine  Last,  nämlich  Pj,  unter  einer  Ecke 
des  Einflußpolygons  angenommen;  sie  muß  dann  der  Strecke  EF 
oder  der  Strecke  DE  zugewiesen  werden,  je  nachdem  der  Lastenzug 
nach  rechts  oder  nach  links  verschoben  wird.  Bei  der  ersten  Ver- 
schiebung ergab  sich  b'  unterhalb  fe,  bei  der  zweiten  a'  unterhalb  a\ 
mithin  ist  die  gezeichnete  Stellung  des  Lastenzuges  die  gefährlichste. 

Man  muß  bei  der  Wahl  der  Zugstellung  natürlich  auch  darauf 
achten,  daß  die  schweiften  Lasten  in  der  Nähe  der  größten  Ordinaten  t) 
liegen;  denn  es  lassen  sich  im  allgemeinen  für  verschiedene  Zugstellungen 
Parallelenzüge  zeichnen,  welche  der  Bedingung:  b' u?it€rhalb  b  und  a' 
unterhalb  a  genügen.  Femer  leuchtet  ein,  daß  bei  der  gefährlichsten 
Stellung  des  Zuges  stets  eine  Last  bei  einer  Ecke  der  Einflußlinie 
liegen  muß.  Denn,  ist  dies  nicht  der  Fall,  so  sind  die  Mittelkräfte  R 
bei  einer  Verschiebung  des  Zuges  nach  rechts  dieselben,  wie  bei  der 
Yerschiebung  nach  links,  und  es  untei-scheiden  sich  dann  die  Werte  AZ 
für  zwei  entgegengesetzte  Bewegungen  nur  durch  das  Vorzeichen;  der 
einen  Verschiebung  muß  also  ein  positives  AZ  entsprechen. 

66.  YerkehrBbelastimg  der  Eisenbahnbrüeken.  Die  EinflußUnien 
sind  besonders  wichtig  für  die  Berechnung  der  Eisenbahnbrücken. 
Als  regelmäßige  Betriebsbelastung  ist  ein  Zug  aus  zwei  Lokomotiven 
in  ungünstigster  Stellung,  bald  vorwärts-,  bald  rückwärtsfahrend  (Fig.  111 
bis  114)  mit  einer  unbeschränkten  Anzahl  einseitig  angehängter  Güter- 
wagen anzusehen,  wobei  man  nicht  nötig  hat,  sich  streng  an  die 
genauen  Radstände   und   Achslasten   der   schwersten   auf   der  Bahn- 
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linie  verkehrenden  Fahrzeuge  zu  halten,  weil  die  in  Rechnung  gestellten 
Belastungen  sich  stets  auf  die  stillstehende  Lokomotive  beziehen, 
während  sie  bei  der  fahrenden  Maschine  veränderlich  sind  und  einem 
ziemlich  verwickelten  Gesetze  folgen,  dessen  Berücksichtigung  bei 
statischen  Untersuchungen  ausgeschlossen  ist  Für  die  Annahme  gut 
abgerundeter  Werte  spricht  aber  auch  die  Vielheit  der  vorkommenden 
Abmessungen  und  Gewichtsverteilungen  von  Lokomotiven  schwerster 
Bauart  und  der  Umstand,  daß  Radstand  imd  Achslast  Werte  sind,  die 
sich  bei  Neubeschaffungen  ändera. 


Lokomotive 


Tender 


! 

13         13        13 


^%5' 


Güterwagen 


■i,ö'>  ♦i,5->"  ♦•i^->t*-i,5-*  *- 8,0—-*  ^'ifi^**Meter 


0         0        9 
Fig.  111. 


Tonnen 


Die  in  Mg.  111  angegebenen  Radstände  und  Achsbelastungen 
entsprachen  bei  der  Drucklegung  der  zweiten  Auflage  dieses  Buches 
(1887)  den  damals  an  eiserne  Brücken  zu  stellenden  Anforderungen; 
sie  ergaben  sich  durch  Abrundung  der  zu  jener  Zeit  für  die  preußischen 
Staatsbahnen  angenommenen  Normal-Güterzuglokomotive  und  wurden 
allen  Zahlenbeispielen  dieses  Buches  zu  Grunde  gelegt  Dabei  wurde, 
abweichend  von  dem  jetzt  herrschenden  Gebrauch,  mit  drei  Loko- 
motiven gerechnet  und,  für  den  Fall  voller  Belastung  der  Brücke,  zu 
beiden  Seiten  der  Lokomotiven  eine  Reihe  von  Güterwagen  aufgestellt. 
Eine  Umrechnung  dieser  Zahlenbeispiele  für  die  neuen  Auflagen  hielt 
der  Verfasser  für  überflüssig,  weil  die  Zahlenbeispiele  nur  dazu  dienen 
sollen,  die  Anwendung  des  vorgetragenen  Lehrstoffes  zu  erläutern 
und  das  Verständnis  der  allgemeinen  Gesetze  zu  fördern.  Für  alle 
neu  hinzugetretenen  Zahlenbeispiele  sind  dagegen  Belastungen  gewählt 
worden,  die  den  gesteigerten  Aiisprüchen  der  Neuzeit  genügen. 

Die  Achslasten  sind  so  erheblich  gestiegen,  die  Badstände  dar 
bei  kleiner  geworden,  daß  selbst  Brücken,  die  nur  wenige  Jahr- 
zehnte im  Betrieb  sind,  heute  bereits  umgerechnet  und  verstärkt 
werden  müssen. 

Zunächst  wurden  vom  preußischen  Minister  der  öffentlichen 
Arbeiten  durch  Erlaß  vom  15.  September  1895  für  die  Berechnung 
der  Brücken  die  in  Fig.  112  angegebenen  Achsenbelastungen  vorge- 
schrieben. Rundet  man  diese  Werte  ab  und  führt  man  für  die  ein- 
zelnen   Fahrzeuge    eine    möglichst    gleichförmige    Gewichtsverteüung 
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ein,  so  gelangt  man  zu  den  in  Fig.  113  dargestellten  Lasten,  welche 
in  ihrer  Wirkung  auf  die  Brücke  den  in  jener  preußischen  Verord- 
nung vorgesehenen  Lasten  gleichwertig  sind. 

Lokomotive  Tender  Güterwagen 


1^ 


i3      fJ 


? 
S 


//? 


Ä? 


j^ i^jgm 


f£ 


7\mnenr 


Fig.  112. 


Es  empfiehlt  sich  aber,   die  Belastung  der  Lokomotivachse   auf 
mindestens  16*  zu  erhöhen  und,  falls  mit  vierachsigen  Lokomotiven 


Lokomotive 


,.4^_.J^. 


!^. 


/«       1H 


H 


.v..._, 


/* 


YJt 


J^-: 


1£ 


Tender  Güterwagen 


iJt 


f£ 


f£ 


iä 


1£Tc&^ 


Fig.  113. 


gerechnet  wird,  den  Radstand  auf  1,2"*  herabzusetzen,  Mg.  114,  eine 
Annahme,  die  bei  den  neu  hinzutretenden  Zahlenbeispielen  gemacht 
wurde. 


Lokomotive 


Tender 


Güterwagen 


,,_fff_^J. 


%i^^ ^ ^J^^^^Ji^_^^_ii^^ 


16      16 


ij:     i£ 
Fig.  114. 


J^ 


iJt 


1£ 


1£  Thruterv 


Die  neuesten,  während  der  Drucklegung  der  dritten  Auflage 
dieses  Buches  veröffentlichten  Torschriften  sind  im  Anhange  zusammen- 
gestellt worden. 


Digitized  by 


Google 


Qaerkiäfte  und  ÄDgriffsmomente  für  den  einfachen  Balken. 


123 


V.  Abschnitt. 

Qtterkräfte  und  Angriffsmomente  für  den 
einfachen  Balken. 

§  15. 
Stflndige,  uiiinittelbar  wirkende  Belastung. 

a.  Einzellasten. 

67.  Stfitzenwlderstände.  Auf  einen  an  den  Enden  gestützten 
wagerechten  Balken  AB^  Mg.  115,  wirken  die  senkrechten  Lasten  Pj, 
1\^  Pj,  P^.  Die  Widerstände  A  und  B  der  Stützen  sind  senkrecht 
gerichtet.  Um  sie  zu  bestimmen,  reihe  man  die  Lasten  P  auf  einer 
Geraden  DE  aneinander,  ziehe  von  einem  beliebigen  Pole  0  aus 
die  Seilstrahlen  /,  //,  777,  7F,  V  und  zeichne  nach  den  bekannten 
Regeln  das  Seilpolygon.  Es  schneidet  die  Auflagersenkrechten  in  den 
Punkten  a  und  6,  welche  durch  die  ScMußlmie  s  verbunden  werden. 
Eine  vom  Pole  zu  der  Linie  s  gezogene  Parallele  zerlegt  die  Lasten- 
summe Pi  +  P2  +  Ps  +  -P4  in  die  aufwärts  gerichteten  Auflagerkräfte 
A  und  P.    Der  Beweis  ist  in  No.  11  (Seite  14)  nachzusehen. 

68.  Querkräfte.  Der  Balken  werde  durch  einen  an  irgend  einer 
Stelle  C(Fig.  115)  geführten  senkrechten  Schnitt  in  zwei  Teile  zerlegt. 


Fig.  115. 

Die  Mittelkraft  aus  den  am  linken  Teüe  angreifenden  Kräften  A^  P^ 
und  P,  ist,  wenn  die  Richtung  nach  oben  positiv  angenommen  wird: 
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sie  heißt  Querkraft  für  den  Querschnitt  C  (auch  Vertihaikraft  oder 
Transversalkraft)  und  sucht  das  linke  Balkenstück  gegen  das  festge- 
halten gedachte  rechte  Stück  in  senkrechter  Richtung  zu  verschieben, 
welche  Bewegung  durch  die  im  Querschnitte  C  hervorgerufenen  Schub- 
spannungen verhindert  wird.     Vei^l.  Seite  101. 

Im  Kräfteplane  wird  Q  als  die  auf  dem  Kräftezuge  zwischen  den 
Seilstrahlen  s  und  ///gelegene  Strecke  gewonnen,  und  zwar  ist  Q  ne- 
gativ, d.  h.  nach  unten  gerichtet,  wenn  Pi  +  P,>-4,  d.  h.  wenn  beim 
hängenden  SeUpolygone  (wie  in  Fig.  115)  der  Strahl  ///  unterhalb  s 
liegt  Man  beachte  auch,  daß  die  Strahlen  s  und  ///  den  Seilpolygon- 
seiten entsprechen,  welche  der  bei  C  geführte  Schnitt  trifft,  und  daß 
Strahl  ///  im  Kräfteplane  unterhalb  s  liegt,  sobald  sich  die  entsprechen- 
den Seilpolygonseiten  in  einem  rechts  von  C  gelegenen  Pimkte  i  schneiden. 
Durch  diesen  Punkt  i  geht  die  Kraft  Q;  sie  ist  gleich  groß  für  alle 
Schnitte  zwischen  P,  mid  P,. 

Für  die  Schnitte  zwischen  I\  und  P,  ergibt  sich  die  Querkraft: 
Q'  =sA  —  Pj ;  sie  ist  positiv,  weil  sich  die  Seilpolygonseiten  s  und  II 
links  vom  Quei-schnitte  schneiden. 

Bezeichnet  man  die  Sti-ecke,  welche  Seilpolygon  imd  Schlußlinie 
auf  der  Senkrechten  durch  den  fraglichen  Querschnitt  abschneiden,  mit  ^. 
so  darf  man  den  Satz  aussprechen: 

Die  Querkräfte  situl  jH)sltir,  so  laivge  die  Strecken  y  vxiehseiu 
dagegen  negativ  bei  abnehmefulen  y. 

Man  nennt  y  die  auf  die  Schlußlinie  bezogene  Ordinate  des  Seil- 
polygons. 

Will  man  Q  als  die  Summe  der  auf  das  rechte  Balkenstück  wirken- 
den Kräfte  auffassen,  so  hat  mau  folgendes  zu  beachten. 

Da  vorhin  die  Querkraft  Q  für  den  Querschnitt  C  durch  die 
Gleichung 

Q  =  A-I\-1\ 

erklärt  wurde  mid  sich  aus  der  Bedingung 

die  Gleichung       A  —  P^—l\  =  —  B  +  I\  +  P^ 
ergibt,  so  muß  man  jetzt  setzen: 

d.  h.  man  muß  am  rechten  BalkenMücke  die  Riehtung  imeh  unten  als 
die  positive  einführen. 

69.  Momente.  Das  Moment  der  am  Teile  AC  angreifenden 
Kräfte  ^  P^,  P,  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  des  Querschnittes  C 
nennt  man  das  Angriffsmomcnt  (aueh  Biegurigsrnoment  oder  kurz  das 
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Moment)  für  den  Querschnitt  C;  es  werde  positiv  angenommen,  so- 
bald es  im  Sinne  des  Uhrzeigers  dreht  imd  ist,  nach  No.  16  auf  Seite  18, 
gleich  dem  Produkte  aus  der  Polweite  H  und  der  Ordinate  y  des  Seil- 
polygons; es  ergibt  sich  für  sämtliche  Querschnitte  positiv,  sobald, 
wie  in  Fig.  115,  alle  Lasten  nach  unten  gerichtet  sind.  liegt  nämlich 
die  Mittelkraft  Q  aus  A^  P^  und  P,  rechts  von  C,  so  ist  sie  nach  den 
früheren  Ausführungen  abwärts  gerichtet,  also  rechts  um  C  drehend; 
liegt  sie  links  von  C,  so  ist  sie  aufwärts  gerichtet  und  dreht  dann 
ebenfalls  rechts  um  C. 

Man  sagt  auch:  das  Moment  M  ist  positiv,  sobald  die  elastische 
Linie,  d.  i.  die  Linie,  welche  die  Achse  des  belasteten  Balkens  bildet, 
nach  oben  hohl  ist  (w).  Bei  einem  an  den  Enden  unterstützten,  nur 
durch  abwäiis  gerichtete  Lasten  beanspruchten  Balken  ist  dies  an  allen 
Stellen  der  Fall,  es  ist  also  hier  durchweg 

M=  +  Hy, 

Betrachtet  man  M  als  das  auf  C  bezogene  Moment  der  am  rechten 
Balkenstücke  angreifenden  Kräfte,  so  muß  man  die  Drehung  im  Sinne 
des  Uhrzeigers  negativ  annehmen;  denn  die  Mittelkraft  der  am  Teile 
BC  wirksamen  Kräfte  ist  der  Mittelkraft  aus  den  Kräften  links  von  C 
entgegengesetzt  gleich. 

Die  Bestimmung  der  Momente  M  mit  Hilfe  des  Seilpolygons  hat 
zuerst  Oulniami  gezeigt.  Daher  nennt  man  auch  die  vom  Seilpolygone 
und  von  der  Schlußlinie  begrenzte  (in  Fig.  115  schraffierte)  Fläche 
die  Oidnmnnsche  Momentenftäche. 

Zahlenbeispiel.  Der  Baiken  habe  die  Länge  ^£  =  5"*  (vergl.  Flg.  115)  und 
werde  durch  die  AngrifEspankte  der  Lasten  in  Teile  von  den  Langen:  !^F=0,8**; 
;FÖ  =  1,2-;  ÖÄ^==0,9";  ZZ  =  1,4*;  1^0  =  0,7-  zerlegt  Die  Lasten  seien: 
Pi  =  2000*;  f,  =  2500*;  Ps  =  800*;  P^  =  1200*.  Wählt  man  dann  die  (willkür- 
liche) Polweite:  Ä^=2000*,  so  erhält  man  y,,^  =  2,48"»  (unter  Last  P,),  und  es 
wird  das  größte  Biegungsmoment:  M  =  Hymmx  =  2000  •  2,48  =  4960**.  Besitzt  der 
Balken  einen  konstanten  Querschnitt,  so  sind  seine  größten  Beanspruchungen  nach 
Seite  60  (mit  Vernachlässigung  des  Einflusses  der  Querkräfte): 

Me^  ,  Met 

Die  Stützenwiderstände  sind  ^  =  8680*;  B  =  2820*. 
Dem  Leser  wird  empfohlen,  die  Zeichnung  auszuführen. 


b.  Stetige  Belastung. 

70.  Wenn  die  Lasten  in  unendlich  kleinen  Abständen  voneinander 
\virken,  so,  geht  das  Seilpolygon  in  eine  krumme  Linie  über.  Es  ist 
dies  der  Fall  bei  einer  stetigen  Belastung  (Rg.  116);  denn  eine  solche 
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besteht  aus  unendlich  vielen  unendlich  kleinen  Einzellasten,  die  ein- 
ander unendlich  nahe  sind.  Um  nun  die  Seillinie  zu  ermitteln,  ersetze 
man  die  stetige  Belastung  durch  eine  Reihe  von  in  endlichen  Ent- 
fernungen wirkenden  EinzeUasten,  zeichne  zu  diesen  ein  Seilpolygon 
und  beschreibe  in  dieses  eine  Kurve. 

So  wurde  in  Rgur  116  die  gleichförmig  verteilte  Last  P  durch 

die  drei  EinzeUasten  -^  P  ersetzt,  indem  die  Belastungsfläche  durch 


Fig.  116. 

senkrechte  Schnitte  in  drei  Streifen  zerlegt  wurde.  Für  einen  an  der 
Grenze  zweier  Streifen  befindlichen  Querschnitt  liefert  das  Seilpolygon 
die  genaue  Momentenordinate  cd  =  y\  denn,  wenn  man  beispielsweise 
das  Moment  der  links  von  C  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf  C  bildet, 

60  darf  man  die  stetige  Belastung  -^  P  im  Schwerpunkte  vereinigen. 

Es  folgt  liieraus: 

Die  senkrechten  Schnitte,  welche  die  Belastungsfläche  in 
Streifen  zerlegen,  treffen  das  Seilpolygon  in  den  Berührungs- 
punkten der  in  das  Seilpolygon  einzubeschreibenden  Kurve. 
Vergl.  auch  Seite  32. 


§  16. 

Ständige  mittelbare  Belastung. 

71.  Beliebige  Belastung.  Werden  die  Lasten  I\^  P^,  P^  .  .  .  . 
durch  einfache  Zwischenträger  auf  den  Balken  AB  übertragen,  Eig.  117, 
so  entstehen  Auflagerkräfte  Ä  und  P,  welche,  falls  die  äußei:sten  Quer- 
träger über  den  Stützen  liegen,  ebensogroß  sind,  als  wenn  die  Lasten 
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M 
unmittelbar  auf  den  Balken  wirken.    Denn  es  ist  z.  B.  ^  =  — -,   wo- 

t 

bei  Mb  die  Summe  der  statischen  Momente  sämtlicher  Lasten  P  in 
Bezug  auf  den  Drehpunkt  B  bedeutet,  und  man  erhält  für  Ms  den- 
selben Wert,  wenn  man  einmal  die  Lasten  P  und  ein  zweites  Mal  die 
in  den  Knotenpunkten  angreifenden  Seitenkräfte  derselben  einführt, 
weil  das  Moment  einer  Mittelkraft  stets  gleich  der  Sunmie  der  Momente 
ihrer  Seitenkräfte  ist 

Aus  dem  gleichen  Grunde  ist  das  Moment  der  links  von  irgend 
einem  Bjiotenpunkte  angreifenden  Kräfte,  bezogen  auf  diesen  Knoten- 
punkt, unabhängig  von  der  Art  der  Verteilung  der  Lasten  durch  die 
Zwischenträger,  und  es  folgt  daher  der  Satz: 

Mir  alle  dwrch  Knotenpunkte  gelegten  Querschnitte  stimmen 

die  Momente  für  unmittelbare  und  für  mittelbare  Belastung 

überein. 


p* 


^        ij 


V^y..^, 


V^:. 


k H -^ 


Fig.  117. 

Hiemach  ist  man  im  stände,  die  Momentflächen  für  eine  mittel- 
bare Belastung  zu  finden,  ohne  erst  die  in  den  Knotenpunkten  an- 
greifenden Lasten  zu  bestimmen.  Man  zeichne  das  Seilpolygon  für  die 
unmittelbare  Belastung  und  beschreibe  in  dieses  ein  Polygon,  dessen 
Ecken  senkrecht  unter  den  Knotenpunkten  liegen,  und  welchas  dann 
niit  der  Schlußlinie  die  gesuchte  Momentenfläche  einschließt 

72.  Querkräfte  für  einen  gänzlioli  und  gleiclmiäßlg  belasteten 
Balken.  Wir  lösen  an  dieser  Stelle  noch  die  für  die  Folge  wichtige 
Aufgabe,  die  Querkräfte  für  die  Querschnitte  eines  nach  Kg.  118 
gleichmäßig  mit  p  für  die  Längeneinheit  belasteten  Balkens  zu  be- 
stimmen. 
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Die  Angiiffspunkte  der  Querträger  seien  mit  0, 1,  2  ....  (w  —  1), 
//2  .  .  .  .  bezeichnet,  x^  und  x'^  seien  die  Abstände  des  Punktes  m  von 

den  Auflagern  A  und  -B, 
X^  die  Länge  des  wten  Fel- 
des, x"^  der  Abstand  der 
Mitte  des  Feldes  von  der 
Mitte  des  Balkens.  Um  die 
Querkraft  für  einen  durch 
das  wte  Feld  geführten 
Schnitt  SU  finden,  beachte 
man,  daß  die  Belastung 
g\^  dieses  Feldes  zur  Hälfte 
auf  den  Punkt  {m  —  1)  und 
Fig.  118.  zur  Hälfte  auf  den  Punkt  in 

übertragen  wird,  daß  also  am  linken  Balkenstücke  die  Kraft  A=^-jr'gl 

1  ^ 

nach  aufwärts  und  die  Lasten  px^.i,  sowie -^pX^  nach  abwärts  wir- 
ken.   Daher  ist 

(1)     Q^3^-gjr^_,-IL^=gcc\. 

und  zwar  gilt  dieser  Wert  für  jeden  durch  das  7//te  Feld  geführten 
Schnitt.     Zieht  man  eine  Gerade,  deren  Ordinaten  für  r  =  0  und  x  =  l 

beziehungsweise   {-\--^gl)  und  l ^^/Jsind,  so  erhält  man  (?  als 

die  unter  der  Feldmitte  gemessene  Ordinate  dieser  Geraden.  Für  die 
rechte  Balkenhälfte  wird  Q  negativ.  Innerhalb  eines  Feldes  ist  Q 
konstant 

§  17. 

Einflufilinien.     Qrenzwerte  voo  Q  und  M  bei  gleichförmiger 

ständiger  und  beweglicher  Belastung. 

a.  Querkrtlfte  fUr  unmittelbare  Belaetung. 

73.  EinfluBlinie.  Eine  im  Abstände  a  von  A  und  b  von  B  am 
Balken  AB  angreifende  Einzellast  P  ruft  Stützen  widerstände  A  und  B 
hervor,  die  durch  die  Momentengleiohungen 

Al  —  Pb^Q 
und  Bl  —  Pa  =  0 

bestimmt  sind.     Man  erhält 


(1) 


'^-    l 


B  = 


Pa 
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das  sind  Werte  die  proportional  P  sind.     Die  Gleichungen  der  Ein- 
fluBlinien  für  A  und  B  laut«i  also 

(2)    71  =  1  A  und  1  =  1-^. 

Die  ,^-Linie"  ist  also  eine  gerade  Linie,  welche  bei  B  die  Ordi- 
nate 0  und  bei  Ä  die  Ordinate  1  hat.  Die  „^-Fläche"  ist  ein  recht- 
winkliges Dreieck  von  der  Höhe  1. 


Die  -B-Linie  ist  das  Spiegelbild  der  -4-Linie. 

Es  sei  nun  C  ein  beliebiger  Querschnitt  des  Balkens,  und  es  greife 
nur  eine  zwischen  A  und  C  gelegene  Last  Pj  an.  Dann  findet  man 
durch  Betrachtung  des  Balkenstüekes  OB  für  die  Querkraft  den  Wert 

Q  =  —  B 
und  erkennt,  daß  die  Einflußfläche  für  Q  rechts  von  C  mit  der  B-Häche 
zusammenfällt;  nur  ist  ihr  Vorzeichen  das  entgegengesetzte. 

Oanz  ebenso  findet  man,  daß  links  von  C  die  Einflußlinie  für  Q 
mit  der  -4-Fläche  zusammenfällt  Denn  wenn  nur  P,  am  Balken  an- 
greift, erhält  man  durch  Betrachtimg  des  Trägerstückes  ^6'  für  Q 
den  Wert  Q  =  ^A, 

Möller-firtftUa,  Onphlsohe  SUtlk.    I.  9 
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Die  in  Fig.  119  c  schraffierte  Fläche  ist  nütliin  die  Eiiiflußfläche 
für  Q.    Die  Lasten  Pj  und  Pg  erzeugen  zusammen 
(3)     <?  =  -P,^,+P,^,. 

Wir  wollen  nun  die  Einflußlinie  ÄL^L^B'  benutzen,  um  im 
Anschluß  an  die  Untersuchungen  im  §  15  diejenigen  Grenzwerte 
,^„^Q  und  ^i^Q  zu  bestimmen,  welche  infolge  einer  gleichmäßigen 
Belastung  entstehen.  Der  Einfluß  beweglicher  Einzellasten  soll  später 
auf  anderem  Wege  (d.  h.  ohne  die  Benutzung  der  Einflußlinie)  er- 
mittelt werden. 

74.  BestlmmiiTig  von  ^„,Q  nnd  ^,«Q  bei  gleioliformiger  Belastung. 
YergL  Fig.  119  imd  120.     Wir  setzen  voraus: 

eine  ständige  Belastung  =  5^  für  die  Längeneinheit  von  AB, 
„    bewegliche     „        =p    ^      v  ^^  v    ^^^^ 

bezeichnen  mit 

l   die  Stützweite, 

X  den  Abstand  des  Querschnitts  C  vom  Auflager  A, 

T  C  B 

x"  „  „  „  ,,  ('  von  der  Balkenmitte, 

nr  X     \ 

wegen  JVL,  =  ÄJ-j-  =  1  -r- 1 : 

1)  den  Inhalt  des  positiven  Teiles  der  Einflußfläche: 

2)  den  Inhalt  des  negativen  Teiles  der  Einflußfläclie : 


%,=  AÄNL,  =  ^^ 


Fig.  120. 

Wir  untersuchen  getrennt  den  Einfluß  Q^  der  beweglichen  Last 
und  den  Einfluß   Q^  der  ständigen  Last. 

Der  Wert  „^Q^  entsteht,  wenn  nui*  die  positive  Beitragsstrecke 
x'  mit  p  belastet  wird,  Fig.  119.  Man  erhält  (nach  Gleich.  4  auf 
Seite  116): 


(4)     ^JJ,=p%,= 


pr  ' 
21' 
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und  kann  diesen  Wei-t  durch  die  Ordinate  CJ  einer  Parabel  B'OJD 
darstellen,  welche  für  a;'  =  0  nnd  x  ^=1  beziehungsweise  die  Ordinalen  0 

vjA  -^  pl  besitzt,  und  deren  Scheitel  bei  B'  liegt     Man  mache  auf 

/  1  / 

der  linken  Auflager-Senkrechten:  ^'2>  =  -^  j?Z,  ziehe  J5'J),  femer  durch 

den  Schnittpunkt  E  dieser  Geraden  mit  der  Senkrechten  durch  C  die 
Wagerechte  EF  und  bringe  die  Gerade  JB'J^mit  der  Senkrechten  durch 
C  in  J  zum  Schnitt.     Es  ist  dann  J  ein  Punkt  der  Parabel,  weü 

Der  Einfluß  der  ständigen  Last  ist  nach  Gleich.  (8)  auf  Seite  118: 

(5)  Q.=9i^,-^^)=9^'''~%f''^'''^  =  9^"■ 
Dieser  Wert  wird  durch  die  Ordinate  einer  Geraden  Ä"B"  dar- 
gestellt  welche  für  x''  =  ±-^  die  Ordinaten  ±  ^  besitzt  Die  posi- 
tiven Ordinaten  dieser  Geraden  wurden  in  der  Fig.  120  imterhalb  der 
Ä'B'  aufgetragen,  damit  die  Werte  Qj,  und  Q^  bequem  addiert  werden 
konnten.  Es  sind  bei  dieser  Anordnung  der  Zeichnung  die  senk- 
rechten Abstände  der  Geraden  Ä"B"  von  der  Parabel  DJB'  gleich 
den  Kräften 

Für  den  Balkenquerschnitt  senkrecht  über  0  ist  ^«rö  =  0;  fiir 
<iie  Querschnitte  rechts  hiervon  ist  „^^  negativ. 

Betrachtet  man  jetzt  das  Spiegelbild  der  Fig.  120,  so  wird  der 
Balken  nur  links  vom  Querschnitte  C  eine  bewegliche  Belastung  auf- 
weisen. Da  nun  diesem  Belastungszustande  die  Querkraft  ^t^Q  ent- 
spricht, so  folgt,  daß  der  Wert  „{„Q  für  den  Querschnitt  C  gleich  ist 
dem  im  Abstände  x  vom  Auflager  B  gemessenen  senkrechten  Abstände 
der  Parabel  B'JD  von  der  Geraden  Ä'B",  Man  muß  jedoch  das  Tor- 
zeichen ändern,  da  vorbin  Q  als  Mittelkraft  des  nur  mit  g  belasteten 
hmken  Balkenstückes  (A  C)  dargestellt  worden  ist  und  bei  der  Betrach- 
tung des  Spiegelbildes  dieses  nur  mit  g  belastete  Stück  rechts  von  C 
li^  Vergl.  Seite  124.  Es  folgt  hieraus,  daß  „t^Q  positiv  ist  für 
^  <  ^  und  negativ  für  a:  >  5- 


b.  Querkrtlfte  für  mittelbare  Belastung. 

75.  Einflußllnle.  Es  sei  C  ein  beliebiger  Querschnitt  des  Balken- 
feldes F^F^^  Fig.  121.  Links  von  J\  wirke  auf  den  Balken  an  irgend 
«iner  Stelle  eine  Last  Pj,  rechts  von  F^  eine  Last  Pg-    ^^  ^^^^^  ^^^ 

9- 
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Querschnitt  C  zwischen  J\  Und  F^  liegen  möge,  stets  ist  die  Querkraft 

Q  =  A-P, 

oder  Ö  =  — J5  +  P„ 

je  nachdem  das  Trägerstück  links  oder  rechts  von  C  betrachtet  wird. 

Es  empfiehlt  sich  deshalb  von  der  Einflußfläche  für  di«  Querkraft  des 

Feldes  zu  sprechen.    Die  Gestalt  dieser  Fläche  folgt  ohne  weiteres  aus 

dem  in  No.  63  bewiesenen  allgemeinen  Satze. 

Außerhalb  des  Feldes  F^F^ 
4^A  I«  1^  jB       stimmt  die  Einflußlinie  für  Q 

Y""^ H  mit  der  in  No.  73,  unter  Yor- 

aussetzung  einer  unmittelbaren 
Belastung,  gefundenen  tiberein, 
und  innerhalb  jenes  Feldes  ist 
sie  nach  Seite  116  eine  Gerade, 
welche  durch  die  beiden  senk- 
recht unter  J\  und  F^  ge- 
legenen Punkte  Lj  und  L,  be- 
stimmt ist  Mithin  ist  die  in  der 
Fig.  121  schraffierte  Fläche  die 
gesuchte  Einflußfläche  für  Q\ 

wir  werden  dieselbe  wieder  benutzen,  um  den  Einfluß  einer  gleich- 
förmigen Belastung  festzustellen. 

76.    Bestimmung  von  ««.Q  und  .^.Q  fOr  glelelifBrmige  Belastung. 

Der  Inhalt  5i  d^s  positiven  Teiles  der  Einflußfläche  ist  mit  den  aus 

der  Fig.  121  ersichtlichen  Bezeichnungen 

('  /  V 

und  wegen  R^L^  =  ÄJ—r-  =  1  -j\: 


Fig.  121. 


^,==/\NL,B'  =  R,L, 


■  2/' 


und  man  erhält  deshalb  die  durch  die  bewegliche  Belastung  allein  her- 
vorgerufene gi'ößte  positive  Querkraft: 

(6)    ^Q=P^,=^'^-P; 

sie  entsteht,  sobald  nur  die  positive  Beitragstrecke  B'N  mit  p  belastet 
wird  und  läßt  sich  leicht  durch  Zeichnung  finden. 

Zu  diesem  Zwecke  bestimmt  man,  Fig.  122,  mit  Hilfe  von  zwei  be- 
liebigen Parallelen  AK  und  BJ  den  Nullpunkt  JVdes  fraglichen  Feldes 
imd  legt  durch  N  und  durch  F^  die  Senkrechten  I  und  //.  Nun  trägt 
man,  von  einer  Wagerechten  Ä'B'  aus,  auf  der  Senkrechten  ÄÄ  die 

Kraft  p-^  =  ÄD  auf,  bringt  die  Gerade  B'D  mit  II  in  E  zum  Schnitt, 


*)  Man  findet  auch  leicht  die  Formel  mamQ  • 


px 


2i/-X) 


wo  X  die  Feldweite  bedeutet. 
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zieht  die  Wagerechte  EF  und  bestimmt  den  Schnittpunkt  H  der  Ge- 
raden FB'  mit  der  Senkrechten  L    Man  erhält: 

also  CH=^„^Q,, 


Fig.  123. 

Zu  dem  Werte  ^^Q,  ist  noch  die  von  der  ständigen  Last  her- 
rührende  Querkraft   Q^   zu  fügen.    Dazu   macht   man  (nach  No.  71) 

ÄÄ'  =  B'B"  =  -^-gl  und  zieht  die  Gerade  Ä'B'\  welche  die  das 

betrachtete  Feld  begrenzenden  Senkrechten  in  a'und  V  schneidet.  Die 
Ordinate  des  Halbierungspunktes  e  der  Strecke  ah'  ist  dann  gleich  Q^^ 
sie  ist  positiv,  sobald  sie  unterhalb  AB'  liegt     Nun  findet  man: 

Auf  die  gleiche  Weise  werden  die  ^^Q  für  sämtliche  Felder  er- 
mittelt Innerhalb  eines  Feldes  ist  Q  konstant  Auf  der  rechten  Hälfte 
des  Balkens  ist  Qg  negativ;  es  kann  dann  (wie  im  Felde  T^  T^  in  Fig.  122) 
„^ö  negativ  werden. 

Um  die  Querkraft  ^^Q  zu  bestimmen,  welche  in  dem  betrachteten 
Felde  entsteht,  sobald  nur  die  Strecke  ^iV  mit  j9  belastet  ist,  wird  das 
Spiegelbild  des  Balkens  in  derselben  Weise  wie  eben  untersucht,  und 
schließlich  wird  das  Vorzeichen  der  so  gewonnenen  Ki-aft  Q  umgekehrt 
Vergl.  den  Schluß  von  No.  74.  Ist  der  Balken  symmetrisch'  in  Bezug 
auf  die  Mitte,  so  genügt  es  natürlich,  für  sämtliche  Felder  die  Kräfte 
^„Q  zu  ermitteln,  aus  denen  dann  die  ^i^Q  durch  Umkehrung  der  Yor- 
zeichen  gefolgert  werden  können.     Zur  Erläuterung  diene  das  folgende 
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Zahlenbeispiel.     Für  den  in  Fig.  122   gezeichneten   Balken   wurde  l  =  18"*, 
A  =  3"*,    ^=1,2'  und  p  =  4,8'    für    das    Meter   angenommen.      Es    ist    dann 


J'/)=^'  =  48,2 


?L- 


ÄÄ'  =  B'B"  =  y  =  10,8S 


welche   Werte   im   Maßstabe: 


20*  ^  10"""  aufgetragen  wurden.    Nach  Ausführung  der  oben  beschriebenen  Kon- 
struktion ergab  sich  für  das  1^  Feld: 

««*^j  =  + 45,00'  I         ..«Os  =  +  14i76'  j         «.«xft  =  — 3,96' 

..«0,  =  + 28,44'  ,         -.0^4  =  +    3,96'  |         •.oxO«  =  — 9,00',     . 

imd  aus  diesen  Werten  folgt,  da  der  Balken  in  Bezug  auf  eine  Senkrechte  durch 
seine  Mitte  symmetrisch  ist: 


„uQi  =  —  28,44' 
«„•,;^e  =  — 45,00'. 


^«ft  =  +  9,00'  ^^e,  =  —   8,96' 

minQt  =  +  8,96'  ^fa^4  =  —  14,76' 

Es  sind  also  im  l^n  und  2*«»  Felde  die  Querki-äfte  nur  positiv,  im  b^^ 
und  6^1^  nur  negativ,  während  sich  für  die  beiden  Mittelfelder  je  nach  dem  Be- 
lastungszustande positive  oder  negative  Werte  Q  ergeben. 


c.  Momente  fUr  unmittelbare  Belastung. 

77.  Einflnßlinie.  Gesucht  sei  die  Einflußlinie  füi-  das  Moment  M 
an  der  Stelle  C  des  Balkens  ÄB^  Fig.  123.  Greift  am  Balken  zu- 
nächst nur  eine  rechts  von  C  gelegene  Last  P,  an,  so  wirkt  am  Träger- 
stück A  C  nur  eine  einzige  äußere  Kraft,  der  Stützenwiderstand  A,  E& 
entsteht  dann  an  der  Stelle  das  Moment 

(7)    M=Ax 

und  man  erkennt,  daß  die  Einflußlinie  für  M  zwischen  B  und  C  au» 
einer  Geraden  B'C  besteht,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Ordinaten 

der  in  Fig.  119  dargestellten  J.-Linie  mit 
X  multipliziert,  wenn  man  also  bei  A  statt 
der  Ordinate  J.'t7=  1  die  Ordinate  ÄJ=^  x 
aufträgt    Ganz  ebenso  verfährt  man  mit 
einer  links  von  C  angreifenden  Last  P,. 
Sie  erzeugt  an  der  Stelle  C  das  Moment 
M=Bx, 
Die  Einflußänie  besteht  also  zwischen 
A  und  Ü  aus  einer  Geraden  A'C\  welche 
bestimmt  ist  durch  die  Strecke  B'K=  x\ 
Die  beiden  Geraden  B'J  und  -4' Anschnei- 
den ^sich  senkrecht  unter  C,     Es  genügt  also  die  Auftragung  einer 
der   beiden    Strecken  ÄJ  oder    B'K  zur   Bestimmung   der  Einfluß- 
fläche für  M. 

Die  Lasten  P^  und  I\  erzeugen 


Fig.  123. 
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78.  Moment  ^M.  infolge  gleichmäßiger  Belastung.  Das  größte 
Moment  für  irgend  einen  Balkenquerschnitt  G  entsteht  bei  gänzlicher 
Belastung    des    Balkens    durch  p-{-  g  =  q    für    die    Längeneinheit 

Der  Inhalt  der  Einfliißfläche  ist  (vergl.  Mg.  123):  %=C'C''  ^  und 
wegen  (    (■    ^=^  A  J  -j-  =  —j-: 

Man  erhält  somit: 

qxx' 


(8)     ^^M=q^=     ^ 

und  kann  hiemach  das  Moment  ,^M  für  den  an  der  Stelle  x  gelegenen 
Querschnitt  durch  die  Ordinate  CJ  einer  Parabel  AJSB  (Mg.  124)  dar- 
stellen, welche  für  x  =  x'=  ^  l  die  Ordinate  NS  =  -^ql^  besitzt 

Zieht  man  nach  Auftragen  von 

N8  die  Gerade  SA^  welche  das  ^^^^^r-J^  ---->,.^ 

in    C  auf   der   AB    enichtete  'J^f^''  ^^^^^^V 

Lot  in  jE  schneidet,  hierauf  die   ^'T^j^^^^  -„     ^\| 

Wagerechte  EF  bis  zur  linken   jpillllll|liW^^^^^ 

Auflagersenkrechten    und    ver-      '^*  ^ 

bindet  jF  mit  S  durch  eine  Ge-  ^-  ^24. 

rade,  so  bestimmt  diese  auf  der 

CE  den  Parabelpunkt  J.    Denn  es  ist: 

CE :NS  =  x:i-l,  also  CE=^,  ferner 
2  4 

JE  =  FA  —- =  CE  — .— ,  also 

l 
2  ^ 


d.  Momente  für  mittelbare  Belastung. 

79.  EinflußUnle,  Fig.  125.  Liegt  der  fragliche  Querschnitt  C 
zwischen  zwei  Querträgern  JF\  und  F^^  so  bestimme  man  zunächst  die 
Einflußfläche  A'  C  B'  für  das  Moment  M  imter  der  Voraussetzung  un- 
mittelbarer Belastung  und  stumpfe  dieses  Dreieck  durch  eine  Gerade  Jj^^L^ 
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ab,  deren  Endpunkte  senkrecht  unter  den  Querträgern  i'\  und  1\  liegen. 

So  lange  nämlich  die  über  den  Balken  wandernde  Einzellast  links  von  F^ 

oder,  rechts  von  F^  liegt,  stimmen  die 
dem  Querschnitte  C  entsprechenden  Mo- 
mente für  mittelbare  und  für  unmittel- 
bare Belastung  überein;  zwischen  F^  und 
F^  aber  muß  die  Einflußlinie  eine  Ge- 
rade sein. 

80.  Momente  ^„M  für  gleielimäfiige 
Belastung.  Die  Momentenkurve  für  mittel- 
bare gleichmäßige  Belastung  ist  nach  §  16 
ein  Polygon,  welches  in  die  für  die  un- 
mittelbare Belastung  gefundene  Parabel 
A8B  (Kg.  124)  so  einbeschrieben  wird,  daß  seine  Ecken  in  den 
Senkrechten  durch  die  Knotenpunkte  liegen.  Es  genügt  also,  die  den 
Knotenpunkten  entsprechenden  Parabelpunkte  zu  bestimmen  und  diese 
durch  gerade  Linien  zu  verbinden. 


Fig.  125. 


§  18. 


Die  veränderliche  Belastung  besteht  aus  einem  verschiebbaren 
System  von  Einzellasten. 

a.  Mittelbare  Belastung. 

(Fig.  126,  128,  129,  130  auf  Tafel  I.) 

Die  Ermittelung  der  durch  eui  verschiebbares  System  von  Einzel- 
lasten hervorgerufenen  Momente  und  Querkräfte  kann  mit  Hilfe  der 
im  §  17  gefundenen  Einflußlinie  nach  dem  im  §  14  mitgeteilten  allge- 
meinen Verfahren  erfolgen;  jedoch  ist  es  zweckmäßiger,  einen  anderen 
Weg  einzuschlagen,  der  hier  an  der  Hand  eines  Zahlenbeispiels  be- 
sehrieben werden  soll. 

Es  handele  sich  um  eine  zweigleisige  Eisenbahnbrücke  mit  zwei 
Hauptbalken.  Die  Stützweite  sei  /  =  36"*  und  die  Feldweite  X  =  3,6-, 
Fig.  126.  Die  veränderliche  Belastung  bestehe  aus  einem  von  drei 
Lokomotiven  geführten  Güterzuge  (Anordnung  Fig.  111).  Jeder  der 
beiden  Balken  trägt  die  Belastung  eines  Gleises,  liat  also  die  Achsen- 
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bela^stungen  aufzauehmen.  Die  ständige  Belastung  sei  mit  HUfe  der 
Erfahrungsformel 

g  =  27, bl  +  750  =  27,5  •  36  +  750  =  1740*  =  1,74'  f.  d.  Meter 

Balkenlänge  gefunden.*) 

81.  Quepkriifte.  In  No.  75  auf  Seite  132  (vergL  auch  Fig.  121) 
wurde  nachgewiesen,  daß  in  einem  Balkenfelde  die  größte  positive 
Querkraft  Q  entsteht,  sobald  nur  Lasten  rechts  von  der  im  fraglichen 
Felde  gelegenen  Belastungsscheide  wirken.  Fährt  nun  von  B  aus  ein 
Güterzug  vor,  mit  drei  vorwärtsgehenden  Lokomotiven  an  der  Spitze, 
so  erhält  man  in  den  meisten  Fällen  ««,0.  wenn  die  erste  Last  bei 
dem  das  fragliche  Feld  rechts  begrenzenden  Querträger  Hegt  Diese 
Laststellung  wollen  vrir  in  der  Folge  die  Orundstellimg  nennen.  Handelt 
es  sich  nun  beispielsweise  um  das  b^  Balkenfeld  (Rg.  126),  so  ist  der 
Eisenbahnzug  zunächst  von  B  aus  bis  zum  Querträger  5  vorzuschieben. 
Links  von  dem  durch  dieses  Feld  an  irgend  einer  Stelle  geführten 
Schnitte  ss  greift  nur  der  linke  Stützenwiderstand  Ä^  an,  und  es  er- 
gibt sich  ^,öjpß  =^5,  wobei  der  Zeiger  p  daran  erinnern  soll,  daß 
bis  jetzt  nur  der  Einfluß  der  Verkehrslast  berücksichtigt  worden  ist 
Aus  der  Momentengleichung  für  den  Stützpunkt  B  folgt  (mit  den  aus 
der  Fig.  126  ersichtlichen  Bezeichnungen,  und  da  rechts  vom  Schnitte  ss 
9  Lasten  auf  den  Balken  wirken): 

und  dieser  Wert  A^  läßt  sich  auf  eine  sehr  einfache  Weise  durch 
Zeichnung  bestimmen.  Dazu  trägt  man  den  Eisenbahnzug  in  der 
Eichtung  von  A  nach  B  fahrend  und  mit  der  ersten  Achse  bei  B 
stehend  auf  und  reiht  die  Lasten  Pj,  P,  .  .  .  .  in  der  in  Fig.  126 
angegebenen  Weise  auf  der  Senkrechten  durch  den  linken  Stützpunkt 
aneinander.  Nun  wählt  man  im  Abstände  l  von  dem  Kräftezuge  den 
Pol  0  und  zeichnet  zu  den  Lasten  ein  Seüpolygon,  dessen  Seiten 
/  und  //  mit  den  Seüstrahlen  I  und  //  zusammenfallen.  Es  ist 
dann  nach  No.  17  auf  Seite  20  das  Produkt  l-ab  aus  der  Polweite  l 
und  der  beim  Querträger  5  gemessenen  Ordinate  ab  des  Seüpolygons 
gleich  dem  auf  die  Achse  ab  bezogenen  Momente  der  rechts  von  ah 
gelegenen  Lasten  P,,  P^, Pg  des  von  A  nach  B  vorgerückten 


*)  Würde  jedes  Gleis  durch  zwei,  bezüglich  der  Gleismitte  symmetrisch  liegende 
Balken  gestützt,  so  kämen  auf  jeden  Balken  nur  die  Raddrücke  der  Fahrzeuge  und 

die   ständige   Last  ^  =  -1.1,74  =  0,87'. 
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Zuges.      Bezeichnet   man   also  die  Entfernung  dieser  Lasten  von  der 

ab  mit  b\^  b\ ,  so  erhält  man  hab  =  'SPb'  und  (wegen  b\  =  b^: 

b\=b, ): 

Vb-=^kPb  =  A,, 
/    i  * 

Wir  werdeti  mit  A^  stets  denjenigen  Widerstand  bexeichnen, 
welcher  am  linken  Auflager  durch  die  von  B  aus  bis  xum  Quer- 
träger m  vorgeschobene  Verkehrslast  hervorgerufen  nird,  und  erhalten 
dann,  falls  ,,^Q,  bei  der  Oru7fdstellu?ig  entsteht,  ganx  allgemein  für 
das  nü"  Feld: 

Das  Seilpolygon  in  Fig.  126,  dessen  bei  den  Querträgern  ge- 
messene Ordinaten  gleich  den  Stützen  widerständen  A^  sind,  nennen 
wir  das  A-Polygon. 

Liegt  die  zweite  Achse  des  von  B  vorrückenden  Zuges  beim  Quer- 
träger 5,  und  bezeichnet  man  mit  e^  den  ersten  Radstand,  so  übt  die 

erste  Last  Pj.  auf  den  Querträger  4  den  Druck  Pj    -^  aus,  und  es  wird 

die  Querkraft  für  das  5**  Balkenfeld:  Q'=A  —  I\^,     Dabei  wird 

A  durch  die  bei  der  Last  P^  gemessene  Ordinate  a'b'  des  ^4-Polygons 

Fe 
dargestellt;  von  derselben  ist  die  Strecke  P'==-^-^,    deren  Ermitte- 

long  ohne  weiteres  aus  der  Fig.  126  zu  ersehen  ist,  abzuzielien.  Ist 
Q'  >  ^5,  so  ergibt  sich  „„(^,5  =  Q\  So  wird  z.  B.  im  ersten 
Felde  Q  ein  Maximum,  sobald  die  zweite  Achse  über  dem  Quer- 
träger 1  liegt. 

Stellt  man  die  dritte  Achse  des  Zuges  über  den  Querträger  ///, 

*  e  -i-  € 

Fig.  127,  so  erfährt  der  Querträger  {m  —  1)  die  Belastung  P^   ^7-' 

Agn. 

+  P,  -*-,  und  es  entsteht  für  sämtliche  Querschnitte  des  m*"  Feldes 
die  Querkraft: 
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wobei  P=Pi-\-P^ 


und  A  gleich  der  unter  P^  gemessenen 


^  ^  ^ 


Fig.  127. 


e^  +  e, 
Ordinate   des  ^i-Polygons.    Die   Er- 
mittelung der  Kräfte  P  und   Q"  ist 
aus   der   Eg.   127   zu   ersehen.     Ist 
Q"  >Q'>Ä^,  so  ist  ^Q^  =  Q'\ 

Ein  noch  weiteres  Vorschieben  des 
Zuges  in  das  fragliche  Feld  ist  über- 
flüssig; schon  der  Fall,  daß  die  dritte 
Achse  über  m  stehen  muß,  ist  sehr 
selten;  er  tritt  nur  ein  bei  verhält- 
nismäßig großer  Feldweite. 

Um  ein  einfaches  analytisches  Kenn- 
zeichen für  die  gefährlichste  Laststellung 
hinsichtlich    mojrQpm  zn    finden,    bezeichnen 

wir  die   Summe   aller   auf   dem    Balken   sich   befindenden   Laoten    mit    2P   und 
die  Summe  der  im  fraglichen   Felde   liegenden   (einschließlich   der  über  m)  mit 

ip.    Haben  dann  die   im  m*«>»  Felde   liegenden  Lasten  von  m  die  Abstände  Ci> 

c,  .  .  .,  so  ergibt  sich  ö«  =  -y-2Pfr r— iPc.    Verschiebt  man   den   Zug   um 

die  unendlich   kleine   Strecke   S   nach   links,   so   geht   über:   h  in  h-\-i  imd  c  in 
c  +  J;  es  wächst  also  Qm  um  <'Ö«  =  £  f  r^^— ^2pj. 

Hieraus  folgt  aber,  daß  Qm  infolge  der  Verschiebung  vergrößert  wird,  falls 

i2P>^iP,d.h. 

2P    ^     / 
2P         ^- 

2P  l 

ist    Die  Grundstellung  ist   also    die    gefährlichste,    sobald  •<^T~  ^*-      ^ 

2P  l 

Gegenfalle  stellt  man  die  2*«  Last  über  m  und  sieht  nach,  ob  —  -     .    p    <  -r — 

Pi  "T  P«  ^"» 

ist;  wird  auch  diese  Ungleichung  nicht'  erfüllt,  so  stellt  man  die  Last  P, 
über  m  u.  s.  w. 

SP 

Für    das    5*«   Feld    ist    bei    der    Grundstellung    SP  =  105*,    mithin    — -    - 

Pi 

=  --^<  — =  10;   es  ist  also  diese  Stellung  die  gefährlichste. 

JO  A 

Man   könnte    auch    den   Weit    ^„  =  --SP6 '^Pc   ermitteln,    indem 

l  Am 

man   den   Ausdruck   -r—  S  Pc   in   ähnlicher  Weise   mit   Hilfe   eines   Seilpolygons 

Am 

(Polweite  X«)  bestimmt,  wie  den  Ausdruck  ^  =  — SP6.  Das  oben  gezeigte 
Verfahren  führt  aber  schneller  zum  Ziele,  namentlich  bei  vei'schieden  langen 
Feldern,  da  die   vorhin   eingeführte   Kraft  P=Pi  +  P3— ^ —   unabhängig    von 
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der  Feld  weite  ist,  mithin  nur  einmal  bestimmt  zu  werden  braucht.  Wie  sich 
dieses  Verfahren  für  den  Fall  erweitern  läßt,  daß  mehr  als  %  Lasten  im  Felde 
Xm  liegen,  bedarf  keiner  näheren  Auseinandersetzung. 

Die  von  der  ständigen  Belastung  lien-ülirenden  Querkräfte  Q, 
können  mit  Hilfe  des  in  No.  72  Seite  105  beschriebenen  Verfahrens 
bestimmt  werden,  worauf  sich  maxQ  ^  m0,Qp  +  Q,  ergibt.  Es  wurde,' 
um  die  Kg.  126  möglichst  übei-sichtlich  zu  halten,  von  der  voll- 
ständigen Darstellung  der  Querkräfte  abgesehen.  Man  findet  eine 
solche  auf  Tafel  in,  wo  sie  zur  Ermittelung  der  Spannkräfte  in  den 
Wandgliedem  eines  Balkens  mit  parallelen  Gurtungen  benutzt  wird. 
Dafür  sind  dort  alle  Hilfslinien  für  die  Konstruktion  des  Seilpolygons 
fortgelassen  worden. 

82.  Momente.  Als  veränderliche  Belastung  sollen  Güterzug- 
lokomotiven angenommen  werden,  von  denen  zwei  mit  ihren  Yorder- 
teilen  gegeneinander  gekehrt  sind;  vor  und  hinter  dieselben  werden 
Lastwagen  gestellt.*) 

Um  zunächst  die  Momente  J/^,  iVg,  M,  ....  für  die  den  Quer- 
trägem 1,  2,  3  .  .  .  .  entsprechenden  Querschnitte  zu  bestimmen, 
wurde  in  Eig.  128  auf  Tafel  I  für  einen  Zug,  der  länger  als  die 
Stützweite  So"*  ist,  ein  Seilpolygon  gezeichnet  Die  von  links  nach 
rechts   bezifferten    22   Lasten    wurden   in    der   Reihenfolge    22,    21, 

20, ,    1  auf  einer  Senki-echten  aneinander  gesetzt  und  zwai- 

im  Maßstabe  2*  =  1"";  die  Polweite  H  wurde  =4X  =  4  •  3,6  = 
14,4"  gewählt,  so  daß  also,  da  der  Längenmaßstab  1"'=4*""*  lautet, 
£r=  4. 14,4  =  57,6'"'"  ist  Faßt  man  H  als  eine  Kraft  auf,  so  ist 
i/=57,6.2  =  115,2'.**) 

Um  das  für  den  Querschnitt  1  durch  die  veränderliche  Belastung 
hervorgerufene  Moment  M,^  zu  erhalten,  wurde  der  Balken  AB  ^o 
über  den  Lastenzug  gestellt,  daß  eine  schwere  Last  (hier  die  7*®)  bei 
dem  fraglichen  Querschnitte  liegt  Hierauf  wurden  die  Auflagersenk- 
rechten in  a  und  b  mit  dem  Seilpolygon  zum  Schnitt  gebracht  und 
die  Punkte  a  und  h  durch  die  Schlußlinie  s^  verbunden.  Die  auf  der 
Senkrechten  durch  1  von  dem  Seilpolygon  und  der  Geraden  s,  abge- 
schnittene Strecke  y,^  gibt  mit  H  multipliziert  das  Moment  JM^^.  Man 
überzeugt  sich  leicht,  daß  dieses  Moment  verkleinert  wird,  sobald  man 


*)  Wir  beschränken  uns  hier  auf  diesen  Fall.  Zuweilen  kommt  es  vor,  daß 
drei  vorwärtsgehende  Maschinen  etwas  größere  Momente  erzeugen,  so  daß  es  im 
allgemeinen  nötig  ist,  die  folgenden  Untersuchungen  zweimal  durchzuführen. 

♦*)  Im  allgemeinen  empfiehlt  es  sich,  für  H  eine  bequeme  Zahl  zu  \^hlen; 
doch  werden  wir  später  auch  Aufgaben  zu  lösen  haben,  bei  denen  es  besser  ist 
H  als  ein  Vielfaches  der  Feldweite  aufzunehmen.  Um  dann  Tafel  I  benutzen  zu 
können,  wurde  die  obige  Wahl  getroffen. 
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den  Träger  nach  links  oder  nach  rechts  gegen  den  Zug  verschiebt,  daß 
also  das  ge^ronnene  Moment  das  größte  ist,  welches  für  den  Quer- 
schnitt 1  entsteht  Wenn  man  nämlich  die  Lasten  links  von  irgend 
einem  Querschnitte  C  zur  Mittelkraft  P.  rereinigt.  Kg.  129,  und  die 
Lasten  rechts  von  C  zur  Mittelkraft  P^,  während  man  mit  P'  die  in 
C  angreifende  Last  bezeichnet,   so   erzeugt  P«  an  der  rechten  Stütze 

Cb  CL 

den  Widerstand  P.  y  und  daher  für  C  das  Moment  P.y  x',  ähnlich 

h  'X'X' 

P»  das  Moment  P*  -y-x  und  P'  das  Moment  ^—7-,  so  daß 

wird.  Verschiebt  man  nun  den  Zug  um  die  unendlich  kleine  Streck  \ 
nach  links,  so  geht  M  über  in 

=  ^P»6  +  ^'p,a+^P'  +  ^A-^^'(P.-t-P.) 

=  3f+A[:cP»-x'(P.  +  P')] 

und  es  muß,  wenn  der  Zuwachs  dM  des  Momentes  negativ  sein  soll, 

xP,<x'{P,  +  F') 
werden,  d.  h. 

Ebenso  folgt,  daß  einer  Verschiebung  nach  rechts 

(»)  ^+:^  >  ^ 

entsprechen  muß.  Ist  nun  (Rg.  128)  EE'  gleich  der  Summe  der  auf 
dem  Träger  AB  befindlichen  Lasten  (d.  i.  hier  gleich  der  Summe  der 
Lasten  6  bis  20)  und  zieht  man  £'jF  ==  /  =  36",  macht  auf  dieser 
Geraden  'EJ=  x  =  32,4-**),  verbindet  F  mit  E'  und  zieht  JN  \\  FE\ 
so  muß  JN  die  über  dem  fraglichen  Querschnitte  liegende  Last  P^ 
treffen.  Es  ist  nämlich  dann  EÖ=:  P„  'GK=  F,  KE[  =  P.  und 
es  folgt: 


*)  Am  einfachsten  verfährt  man,  statt  die  nachfolgende  Betrachtang  anzu- 
stellen, dem  Träger  vei-schiedene  Lagen  gegen  den  Zug  zuzuweisen,  für  diese- 
Lagen  yp\  zu  ermitteln  und  die  Ergebnisse  zu  vei^gleichen. 

♦*)  In  Fig.  128  wurde  EF  =  —  l  und  'EJ=z---x   gemacht. 

0  8 
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EK        y     ,       'EG    ^x        ^    EK  ^  X 


NK        ^  OE'        «  KE'         ^ 

In  derselben  Weise  überzeugt  man  sieh,  daß  das  größte  Moment 
entsteht 

für  Querschnitt  2,  wenn  Last  No.     7  über  2  steht, 
^  7  ^ 

4.  Q  4 

7?  7»  ^7  77  77  77  *^  77  ^  77 

77  77  *^7  77  ^i  7^         ^^  77  ^  V 

In  Fig.  128  wurden,  um  die  Zeichnung  nicht  undeutlich  zu  machen, 
nur  die  Schlußlinien  Sj,  s,  und  «g,  sowie  die  Ordinaten  y,j,  y^,,  und 
y^  eingetragen.  Die  anderen  y^  wurden  ähnlich  ermittelt  und  in 
Figur  130  als  Ordinaten  des  Momentenpolygons  aufgetragen. 

Zu  den  Werten  y^  sind  die  der  ständigen  Belastung  {g)  ent- 
sprechenden Ordinaten  y^  zu  fügen.  Nach  Seite  134  u.  135  sind  die  Mo- 
mente M^  gleich  den  Ordinaten  einer  Parabel  vom  Pfeile  q-^t/*.    Wird 

1   /i/*        1  74. .  ^ß* 
ir=  115,2'  gesetzt,   so  ist  -^^  =  q    üTo  =  2,45-  der  PfeU   der 

o    ri  o  •  110,J 

die  y^  liefernden  Parabel.     Diese  ist  in  Fig.  130  dargestellt  worden. 
Für  die  Ordinaten 

y  =  yp  +  y,  ' 

und  die  Momente  M=Hy  ergeben  sich  die  Werte 

2^^  =  3,53-        Jfi  =  115,2  . 3,53  =   407*- 

t/,  =  6,09-        3f,=  115,2-6,09=    702"" 

i^3  =  7,97-        3/3=115,2.7,97=    918*- 

y^  =  9,03"        34  =  115,2 .  9,03  =  1040'*" 

y^  =  9,46-        .%  =  115,2  .  9,46  =  1090*'". 

Verbindet  man  die  Endpunkte  der  Ordinaten  y  durch  gerade  Linien 

und   sieht   davon   ab,   daß  ein  Teil  der  ständigen  Belastung,  nämlich 

das  Eigengewicht  des  Balkens,  unmittelbar  wirkend  ist,  so  erhält  man 

für   alle   zwischen   den  Querträgern  gelegenen  Quei*sclmitte  etwas  zu 

große  Momente.     Für  den  Quei-schnitt  C  (Fig.  130)  zwischen  3  und  4 

ist  z.  B. 

!/  =  ys  +  (yi  —  ys)j  =  y$Y-\-  //*  y  • 

Da  nun  im  allgemeinen  y^  und  y^  bei  verschiedenen  Laststellungen 

Maxima  werden,  so  wird  durch  gleichzeitiges  Einführen  von  „^y^  und 

'«.«/'/i  iii   die   vorstehende  Gleichung   der  Wert  y  zu   groß   gefunden. 

Der  hierbei  begangene  Fehler  ist  aber  stets  unbedeutend;  er  wird  auch 
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durch  den  von  der  Yemachlässigung  der  unmittelbaren  Wirkung  des 
Trägergewichtes  herrührenden  Fehler  verkleinert 

Will  man  für  einen  zwischen  zwei  Querträgem  (m  —  1)  und  (m) 
gelegenen  Balkenquerschnitt  C  die  größte  Ordinate  y,  genauer  be- 
stimmen, Rg.  131,  so  muß  man  den  Balken  so  unter  den  Lastenzug 
stellen,  daß  eine  der  schwersten  Lasten  über  (m  —  1)  oder  über  (m) 
liegt  Außer  der  Schlußlinie  s 
ist  noch  die  dem  Feld  X  ent- 
sprechende Schlußlinie  s'  ein- 
zutragen, worauf  y^  als  die 
Strecke  gefunden  wird,  welche 
die  Geraden  s  und  s'  auf  der 
Senkrechten  durch  C  abschnei- 
den. Es  folgt  dies  aus  dem 
früher  bewiesenen  Gesetze,  daß 
das  Mömentenpolygon  für  mit- 
telbare Belastung  ein  dem  Seil- 
polygone für  unmittelbare  Belastung  einbeschriebenes  Polygon  ist;  seine 
Ecken  liegen  senkrecht  unter  den  Querträgem.  Die  gefährlichste  Stellung 
des  Lastenzuges  findet  man  am  schnellsten  durch  Probieren.  Der 
Träger  wird  gegen  den  Zug  verschoben,  und  die  Ergebnisse  für  ver- 
schiedene Stellungen  werden  miteinander  verglichen. 


1 

-^ 
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gm 

:      , 
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A 

c    :             ^ 

■             !    / 
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Fig.  181. 


b.  Unmittelbare  Belastung. 

83.  Qnerkräfte.  Entsteht  für  irgend  einen  Querschnitt  die  größte 
positive  Querkraft,  sobald  die  erste  Last  des  vom  rechten  Auflager 
aus  vorrückenden  Lastenzuges  am  fraglichen  Querschnitte  (und  zwar 
unmittelbar  rechts  von  demselben)  liegt,  so  ist  ^„  Q^  gleich  dem  linken 
Stützenwiderstande  J.,  also  z.  B.  für  den  Querschnitt  5  in  Fig.  126: 
maxQp'^  ^fi'  Rückt  die  zweite  Last  bis  an  diesen  Querschnitt,  so  ent- 
steht bei  unmittelbarer  Belastung:  Q^=^A  —  P^,  wobeie  die  bei  P^ 
gemessene  Ordinate  (a'6')  des  u4-Polygons  bedeutet.  Ist  A  —  Pi  >  ^5, 
so  ist  „^Qf=^A  —  Pj,  vorausgesetzt,  daß  der  Zug  nicht  noch  weiter 
nach  A  hin  verschoben  werden  muß. 

Der  Fall  einer  unmittelbaren  Belastung  kommt  nur  bei  verhältnis- 
mäßig kurzen  Trägern  vor,  und  es  ergibt  sich  dann  bei  denjenigen 
Belastungen,  füi'  welche  Eisenbahn-  und  Straßenbrücken  berechnet  zu 
werden  pflegen,  stets  .^  Q  gleich  der  unter  dem  fraglichen  Querschnitte 
gemessenen  Ordinate  des  ^.-Polygons. 

84.  Momente  für  bestimmte  Querschnitte.  Größtes  Haximal- 
moment.     Die   Emüttelung  der  Momente  ,^M  für  bestimmte  Quer- 
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schnitte  wurde  bereits  in  No  82  erledigt  (vergl.  die  Berechnung  von 
J/j,  Jlf,  . . .  .)•  Wird  aber  das  größte  aller  Maximalmomente  gesucht, 
so  muß  ein  anderer  Weg  eingeschlagen  werden,  da  die  Lage  des  Quer- 
schnittß,  welchem  dieses  Moment  entspricht,  zunächst  unbekannt  ist, 
und  weil  femer  die  veränderliche  und  die  ständige  Last  nicht  mehr 
getrennt  behandelt  werden  dürfen. 

In  Fig.  132  haben  wir,  der  größeren  Deutlichkeit  wegen,  ange- 
nommen, daß  es  sich  um  einen  kurzen  Träger  mit  einer  verhältnis- 
mäßig großen  gleichförmigen  Belastung  g  handelt,  und  daß  nur 
zwei  verschiebbare  Einzellasten  P^  und  P,  in  Betracht  kommen.  CD  ist 
größer  als   die   Stützweite  AB  des  Trägers.     Die  gleichförmige  Be- 


lastung wurde  durch  senkrechte,  mit  den  Einzellasten  zusammenfallende 
Schnitte  in  drei  Streifen  zerlegt,  deren  Gewichte  Ö^,  Ö,,  Ö,  sein  mögen; 
sodann  wurde  zu  den  Einzellasten  öi,  P,,  Ö,,  P,,  Ö,  mit  der  beliebigen 
Polweite  H  das  Seilpplvgon   CGD'  gezeichnet.    Rundet  man  dessen 

Ecken  CEF,  FOJ,  JKD  durch 
Parabelbögen  ab,  welche  die  jene 
Ecken  bildenden  Seilpolygonseiten  in 
den  Punkten  C*',  F^  J^  B'  berühren, 
so  bilden  diese  Bögen  (vergl.  Seite  32) 
das  Seilpolygon  für  die  aus  der  gleich- 
mäßigen Belastung  und  den  Einzel- 
lasten zusammengesetzte  Belastung. 
Die  Parabelbögen  bestimmt  man  am 
zweckmäßigsten  mit  Hilfe  von  Tan- 
genten nach  dem  in  der  Fig.  133  dargestellten  Verfahren.  Die  Seiten 
FO  und  OJ  der  abzurundenden  Ecke  wurden  in  gleiche  Teile  zerlegt 


Fig.  188. 
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und  die  gleich  bezeichneten  Teilpunkte  durch  gerade  Linien  verbunden. 
Diese  Geraden  sind  Tangenten  an  die  gesuchte  Parabel. 

Nach  Aufzeichnung  des  Seilpolygons  gibt  man  dem  zu  unter- 
suchenden Balken  verschiedene  Stellungen  gegen  das  Lastensystem  und 
bestimmt  die  zugehörigen  Schlußlinien  sowie  die  von  diesen  umhüllte 
Linie  U.  Ist  dann  y,^  der  größte  senkrechte  Abstand  der  Linie  U 
Tom  Seilpolygon,  so  erhalt  man  das  größte  Maximalmoment: 


c  Berechnung  der  StUtzenwidersUlnde  und  Memente  infeige  der  Belastung 
durch  einen  Eitenbahnzug  mit  Hiife  von  Tabellen. 

85.  StfltzenwiderBtand  Am.  Es  sei  ein  Eisenbahnzng  vom  Auflager  B 
aiis  bis  zu  irgend  emem  Querschnitte  (Knotenpunkte)  m  Yorgerückt  (Fig.  184). 
Die  Lasten  seien  mit  P|,  P,,  .  .  .  .  P»  bezeichnet,  ihre  Abstände  von  B  mit  h^ 
hi  .  .  .  .  hn  und  die  Abstände  der  Lasten  von  der  letzten  Last  mit  Ci^  c,  .  .  .  . 
Der  Widerstand  der  linken  Stütze  wird: 


Fig.  184. 


p.^.+p.^+-...+A'.>>.  _5^_5^+^ 


=-;-(6.ip+2Po), 


und  mit  der  kurzen  Bezeichnung: 


2P=«ß*,  2Pc  =  en: 
1  1 

Die  Werte  ^n  und  ©»  können  für  einen  bestimmten  Lastenzug  ein  für  allemal 
berechnet  werden.  Dazu  beachte  man,  daiß  zwischen  den  statischen  Momenten 
B»  und  S«+i  die  Beziehui^ 

©»+ 1  =  ©-  +  *-«.. 
besteht,  wobei  e»  den  Abstand  der  Last  Pn  von  der  Last  Pn+\  bedeutet 
Müller-Breilaa,  araphiache  SUtik.    L  10 
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Für  den  von  uns  angenommenen  Güterzug  Fig.  114  eigeben  sich,  je  nach 
der  Stellung  der  beiden  den  Zug  führenden  Lokomotiven  die  in  den  Tabellen  I, 
n  und  m  angeführten  Werte.  Die  erste  Spalte  gibt  die  Anzahl  n  der  Lasten 
an  und  die  zweite  den  Abstand  C|  der  Last  P|  von  der  Last  P»,  das  ist  die  Zug' 
länge. 

Die  Ansätze  für  die  Berechnung  der  ersten  Zahlenwerte  ®  lassen  wir  hier 
folgen.    Es  ist 

*i  =  16*  ©1  =  0 

$,  =  32*  ©,  =  0  +  16  . 1,2  =  19,2'" 

%  =  48*  @,  =  19,2  +  82  . 1,2  =  57,6'" 

%^  =  64'  @4  =  57,6  +  48  •  1,2  =  115,2*" 

?ß,  =  76'  ®»  =  115,2  +  64  •  4,0  =  371,2'". 

Beispiel,  Die  Stützweite  des  Ballcens  .^B  sei  52,2".  Ein  von  zwei  vor- 
wärts fahrenden  Lokomotiven  geführter  Güterzug  (Tabelle  I)  rückt  von  P  aus  um 
47,7"  vor.  Es  ergibt  sich  dann  ci  =  46,2",  5*  =  47,7 —  46,2  =  1,5",  ¥»  =  284', 
@„  =  7650,4'" 

AI  =  284  •  1,5  +  7650,4  =  8076,4'" 
8076,4 

86.  Momente.  Steht  die  r^-Achse  eines  von  B  aus  vorrückenden  Eisen- 
bahnzuges über  dem  Knotenpunkte  m,  Fig.  135,  so  ist  das  AngrifGsmoment  für  den 
durch  m  gelegten  Queischnitt 

wo 

Verschiebt  man  den  Zug  um  die  unendlich  kleine  Strecke  dh  nach  links,  so 

n 

wächst  A  um  2P-  dh  und  ^  um 

i 


[v-i4 


d'^SSU  =  dh 

und  es  muB  daher,  wenn  ^SStm  abnehmen  soll,  wenn  also  die  angenommene  Zug- 
stellung die  gefährlichste  sein  soll, 

2P-,-<:2P 

1       l         I 
sein,  d.  h. 

-- «  -t<i- 

Ebenso  findet  man,  daß  3)^  infolge  einer  kleinen  Verschiebung  des  Eisenbahnzuges 
nach  rechts  abnimmt,  sobald 

ist  Die  beiden  Ungleichungen  (I)  und  (II)  müssen  also  erfüllt  sein,  wenn  die 
Zugstellung  den  größten  Wert  3RL  hervorbringen  soll.  Es  lassen  sich  im  all- 
gemeinen verschiedene  ZugsteUungen  angeben,  welche  die  Bedingungen  I  und  II 
befriedigen;   doch  weichen  dann  die   Ergebnisse   9)1«»  nur  wenig  voneinander  abw 
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Beiepid,  Ein  Balken  von  80"*  Stützweite  wird  durch  die  Knotenpunkte  in 
16  gleiohlange  Felder  zerlegt  Für  den  mittehten  KnatenpunH  m  =  8  erhält  man, 
entsprechend  der  in  Fig.  185  angegebenen  Zugstellung  mit  Hilfe  von  Tabelle  III: 

n  =  26  r  =  18 

*Pte       844    ^    l 


^1,        168  ^    ' 
J»  =  l,8-,  @^  =  12121,6'"*,  ©1,  =  2124,8'" 

9Wa  =  4"  (344  •  1,8  +  12 121,6)  —  2124,8  =  4246*». 


Für  den  Knotenpunkt  7  findet  man,  Fig.  186,  Tabelle  IIL 
n  =  27  r=12 

^ ^  _  856         /   _  16 

¥i,  ""  168  ^  a?T        7 


^    J^_856       16 

¥ii  ""  152  ^  7 
&.  =  2,6,  6,7  =  18153,6,  ©1,  =  1923,2 

3)1,=  ;^  (356  •  2,6  +  18 153,6)  —  1928,2  =  4286*». 
lo 

Knotenpunkt  6.  \  Die  zweite  Maschine  wird  vorwärts  fahrend  angenommen,  die 
erste  bleibt  rückwärts  fahrend,  Fig.  187,  Tabelle  11. 

n  =  27  r=10 

$10        148  ^  0:5        3 
_        $r  _  856        8 
""     ^   "■  132  -^  3 
6,  =  2,8-,  e„  =  18228,  @io  =  1240,4, 

2)1.  =  y  (856  .  2,8  +  13  228)  —  1240,4  =  8094'-. 

Knotenpunkt  5,  Fig.  188,  Tabelle  II. 

n  =  28  r  =  8 

^ _?«e^368       J^___16_ 

$8         116  ^  Xi        5  ' 

^    -100^^'^ 


9»,  =  :^  (868 .  2,4  +  14296)  —  942,8  =  3801*-. 
lo 


*.=  2,4-,  ©,5  =  14296,  ©8  =  942,8 

=  3801*-. 

10* 
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Knotenpunkt  4,  Fig.  138,  Tabelle  IL. 
n  =  28 


r  =  6 


*,8_368^±-4 
^         100  ^  a?4 

Iß.   -"  84  ^* 


bn  =  2,4",  ©,8  =  14296,  @7  =  442,8 

3K4  =  4-  (868  •  2,4  +  14296)  —  442,8  =  8352*-. 
4 


-?^^ 


LLi üüc idUL tiuii i ||||^|jj^|4,.  |i 


iM 


Flg.  136. 


I    I  L 

jLiü JüLi llii'l>lrlljrlrjrifj"j 


rrj    (8) 


Fig.  137. 


iii        Ul  r    ^    wiii ili     iiiiiiiiiiiiJrJi 


%-.fo^—^rM) 


iü 


1  111 1111111. [Ulli  11" 


t 


—  *^7~ 


I.'tii?i. 


^32^ 


I 


/'jW 


J11-4I1L111 1 1 1 1  i  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1'] 


~    l'SÖ^ 


Fig.  141. 
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Knotenpunkt  3,  Fig.  139,  Tabelle  II. 

II  =  30  r  ==  6 
y^,  ^  892         Z  _  16 

^    ^*)^_880       16 

$6  68    '^  3 

6^  =  0,2-,  @ao  =  16540,  @e  =  342,0 
aK,  =  A  (892  . 0,2  +  16540)  —  842,0  =  2774'-. 

Knotenpunkt  2,  Fig.  140,  Tabelle  IL 

n  =  30  r  =  4 

*,  -52<^-®'^ 

*,        86  -^    ' 
bn  =  2,8-,  8«)  =  16640,  @4  =  1Ö8,0 

3»,  =  4"  (892  •  2,8  +  16540)  —  198,0  =  2007*". 
o 

Knotenpunkt  1,  Fig.  141,   Tabelle  IL    Der  Tender  der  ersten  M&schine  hat 
die  Brtioke  verlassen. 

n  =  83      r  =  5,  ?P,8  =  428,  $5  =  68,  *8  =  36 


^  ^it-ft  _  892-12^^^^ 


J*-*.""    16 
bn  =  0,  ©,  =  20176 
^  /  =  20 176  —  86  •  81,7  =  17  234,8'*" 

a^i  =  ^0?  —  16  •  1,2  =  -^- 17234,8  —  19,2  =  1058*^ 
lo 


*)  Die  letzte  Achse  liegt  so  nahe  am  Auflager  B,  daß  sie  infolge  einer  kleinen 
endlichen  Verschiebung  des  Zuges  nach  rechts  den  Träger  verläßt. 
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Tabelle  I. 


Tonnen 
Meter 


Lokomotive        | 
16  —  16  —  16—16! 


Tender 
12  —  12  —  12 


Lokomotive 
16  —  16  —  16  —  16 


Tender 
12  —  12  —  12 


Gütenragen 
12  — 12|l2-li 


1,2      1,2     1,2      4,0     1,5     1,5     4,0     1,2     1,2     1,2     4,0     1,5     1,5     8,0     3,0    3,0   3.0 


n 

Ci 

*- 

©.   ' 

n 

Cl 

*. 

®» 

1 

0 

16 

0 

31 

76,2 

404 

17  790,4 

2 

1,2 

32 

19,2 

32 

79,2 

416 

19  002,4 

3 

2,4 

48 

57,6 

38 

82,2 

428 

20  250,4 

4 

3,6 

64 

115,2 

84 

85,2 

440 

21 534.4 

5 

7,6 

76 

371,2 

35 

88,2 

452 

22  854,4 

6 

9,1 

88 

485,2 

36 

91,2 

464 

25  210,4 

7 

10,6 

100 

617,2 

87 

94,2 

476 

25  602,4 

8 

14,6 

116 

1  017,2 

38 

97,2 

488 

27  030,4 

9 

15,8 

132 

1 156,4 

39 

100,2 

500 

28  494,4 

10 

17,0 

148 

1  314,8 

40 

108,2 

512 

29  994,4 

11 

18,2 

164 

1 492,4 

41 

106,2 

524 

81  580,4 

12 

22,2 

176 

2  148,4 

42 

109,2 

536 

33 102,4 

13 

23,7 

188 

2  412,4 

43 

112,2 

548 

84  710,4 

14 

25,2 

200 

2  694,4 

44 

'115,2 

560 

86  354,4 

15 

28,2 

212 

3  294,4 

45 

118,2 

572 

38  034,4 

16 

31,2 

224 

3  930,4 

46 

121,2 

584 

39  750,4 

17 

34,2 

236 

4  602,4 

47 

124,2 

596 

41  502,4 

18 

37,2 

248 

5  810,4 

48 

127,2 

608 

48  290,4 

19 

40,2 

260 

6  054,4 

49 

130,2 

620 

45  114,4 

20 

43,2 

272 

6  834,4 

50 

133,2 

632 

46  974,4 

21 

46,2 

284 

7  650,4 

51 

136,2 

644 

48  870,4 

22 

49,2 

296 

8  502,4  1 

52 

139,2 

656 

50  802,4 

23 

52,2 

308 

9  390,4 

t   53 

142,2 

668 

52  770,4 

24 

55,2 

320 

10  814,4 

54 

145,2 

680 

54  774,4 

.  25 

58,2 

332 

11  274,4 

55 

148,2 

692 

56  814,4 

26 

61,2 

344 

12  270,4 

56 

151,2 

704 

58  890,4 

27 

64,2 

356 

18  302,4 

57 

154,2 

716 

61  002,4 

28 

67,2 

368 

14  370,4 

58 

157,2 

728 

68 150,4 

29 

70,2 

380 

15  474,4 

59 

160,2 

740 

65  384,4 

30 

73,2 

392 

16  614,4 

60 

163,2 

752 

67  554,4 
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Tabelle  IL 


Tender 
Tonnen     12—  12—12 
Meter     1,5      1,5    4,0 


Lokomotive 
16—16  —  16  —  16 


Lokomotive 
16  —  16  —  16  — 


1,2     1,2     1,2    5,0     1,2     1,2     1,2 


16 
4,0 


Tender 
12  —  12  —  12 
1,5     1,5     8,0 


Güterwagen 

12  — 12  I  12—12 
8,0    8,0    8,0 


n 

<h 

?« 

@« 

n 

Ci 

^n 

Bn 

1 

0 

12 

0   ' 

81 

77,2 

404 

17  716 

2 

1,5 

24 

18 

82 

80,2 

416 

18  928 

3 

8,0 

86 

54  ' 

83 

83,2 

428 

20176 

4 

7,0 

52 

198 

34 

86,2 

440 

21460 

5 

8,2 

68 

260,4 

35 

89,2 

452 

22  780 

6 

9,4 

84 

842 

86 

92,2 

464 

24  136 

7 

10,6 

100 

442,8 

37 

95,2 

476 

25  528 

8 

15,6 

116 

942,8 

38 

98,2 

488 

26  956 

9 

16,8 

132 

1082 

39 

101,2 

500 

28  420 

10 

18,0 

148 

1  240,4 

40 

104,2 

512 

29  920 

11 

19,2 

164 

1418   ; 

41 

107,2 

524 

31456 

12 

28,2 

176 

2  074 

42 

110,2 

586 

33  028 

18 

24,7 

188 

2  888 

48 

113,2 

548 

34  636 

14 

26,2 

200 

2  620 

44 

116,2 

560 

36  280 

15 

29,2 

212 

8  220 

45 

119,2 

572 

37  960 

16 

82,2 

224 

8  856 

46 

122,2 

584 

39  676 

17 

85,2 

286 

4  528  , 

47 

125,2 

596 

41428 

18 

88,2 

248 

5  286 

48 

128,2 

608 

48  216 

19 

41,2 

260 

5  980 

49 

181,2 

620 

45  040 

20 

44,2 

272 

6  760 

50 

134,2 

632 

46  900 

21 

47,2 

284 

7  576 

51 

137,2 

644 

48  796 

22 

50,2 

296 

8  428 

52 

140,2 

656 

50  728 

23 

53,2 

808 

9  816 

53 

148,2 

668 

52  696 

24 

56,2 

820 

10  240 

54 

146,2 

680 

54  700 

25 

59,2 

382 

11200 

1 

55 

149,2 

692 

56  740 

26 

62,2 

844 

12  196 

■ 

56 

152,2 

704 

58  816 

27 

65,2 

856 

18  228 

57 

155,2 

716 

60  928 

28 

68,2 

868 

14  296 

58 

158,2 

728 

63  076 

29 

71,2 

380 

15  400 

59 

161,2 

740 

65  260 

80 

74,2 

892 

16  540 

60 

164.2 

752 

67  480 

Digitized  by 


Google 


152 


Fünfter  Absohnitt.  —  §  18. 


Tabelle  TU. 


Tender 
Tonnen    1  12  —  12  —  12 


Tender  Lokomotive  Güterwju;eL 

12  —  12  —  12    16  —  16  —  16  —  16     12  — 12  |  12-: 
Meter       1,5      1,5    4,0     1,2     1,2     1,2    4,0    1,5    1,5    4,0    1,2     1,2     1,2     4,0    8,0    3,0   Su 


Lokomotive 
16  —  16  —  16  —  16 


n 

^ 

*. 

^ [ 

n 

Ci 

*• 

Sn 

1 

0 

12 

0 

31 

77,2 

404 

17  641,6 

2 

1,5 

24 

18 

82 

80,2 

416 

18  853,6 

8 

8,0 

86 

54  , 

83 
84 

88,2 

428 

20  101,6 

4 

7,0 

52 

198 

86,2 

440 

21  385,6 

5 

8,2 

68 

260,4  ' 

85 

89,2 

452 

22  705,6 

6 

9,4 

84 

842,0 

86 

92,2 

464 

24  061,6 

7 

10,6 

100 

442,8 

87 

95,2 

476 

25  453,6 

8 

14,6 

112 

842,8 

88 

98,2 

488 

26  881,7 

9 

16,1 

124 

1  010,8 

89 

101,2 

500 

28  345,6 

10 

17,6 

136  • 

1  196,8 

40 

104,2 

512 

29  845,6 

11 

21,6 

152 

1  740,8 

41 

107,2 

524 

81  381,6 

12 

22,8 

168 

1  928,2 

42 

110,2 

536 

82  953,6 

18 

24,0 

184 

2  124,8 

48 

113,2 

548 

84  561,6 

14 

25,2 

200 

2  845,6 

44 

116,2 

560 

86  205,6 

15 

29,2 

212 

8  145,6 

45 

119,2 

572 

87  885,6 

16 

82,2 

224 

8  781,6 

46 

122,2 

584 

89  601,6 

17 

85,2 

286 

4  458,6 

47 

125,2 

596 

41  353.6 

18 

38,2 

248 

5  161,6 

48 

128,2 

608 

43  141,6 

19 

41,2 

260 

5  905,6 

49 

181,2 

620 

44  965,6 

20 

44.2 

272 

6  685,6 

50 

184,2 

682 

46  825,6 

21 

47,2 

284 

7  501,6 

51 

187,2 

644 

48  721,6 

22 

50,2 

296 

8  858,6 

52 

140,2 

656 

50  653,6 

28 

58,2 

808 

9  241,6 

58 

148,2 

668 

52  621,6 

24 

56,2 

820 

10  165,6 

54 

146,2 

680 

54  625,6 

25 

59,2 

882 

11  125,6 

55 

149,2 

692 

56  665,6 

26 

62,2 

844 

12  121,6  ' 

56 

152,2 

704 

58  741,6 

27 

65,2 

856 

18  153,6 

57 

155,2 

716 

60  858,6 

28 

68,2 

868 

14  221,6  , 

58 

158,2 

728 

68  001,6 

29 

71,2 

380 

15  325,6  { 

59 

161,2 

740 

65  185,6 

80 

74,2 

892 

16  465,6 

60 

164,2 

752 

67  405,6 
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87.  FortBetzong.  Überschreitet  die  Abscisse  x  des  Querschnitts  bei  einem 
Balken  von  größerer  Stützweite  einen  bestimmten  Wert,  so  liegt  bei  der  d&s 
Moment  maaMm  erzeugenden  Laststellung  eine  Güterwagenachse  über  m.  Man 
erhält  in  diesem  FaUe  für  mamMm  einen  besonders  einfachen  Ausdruck,  wenn  man 
die  Güterwagen  durch  eine  gleichförmige  Belastung  p,  welche  etwa  2,5"*  hinter  der 
letzten  Lokomotivachse  beginnt,  ersetzt 

Mit  den  aus  Fig.  142  ersichtlichen  Bezeichnungen  findet  man  nach  dem  auf 
Seite  141  zur  Berechnung  von  M  angegebenen  Verfahren 


M=z- 


px 


'%' 


<\y.p(%- 


■e)  +  -^ 


p{x*-V)- 


==^<_4.^p.+  _^(,^p_4i). 


tttf 


i«r 


h- 


-i »1 


f jc 


Fig.  142. 


M  wird  ein  Maximum,   sobald  S  den  festen,  von  der  Lage   des  Querschnitts  m 
unabhängigen  Wert 

annimmt;   es  enteteht 


(2) 


M^=^  +  ^{^p\-^Fe). 


Für  die  von  uns  gewählte  Zuganordnung  (Tabelle  UI)  ist 


SP=200S    p  = 


12,0' 


=  4,07-,    6  =  50", 


8,0" 

woraus   zunächst   folgt,   daß    a;^50"*  sein   muß,    damit  Formel  (2)    angewendet 
werden  darf.    Femer  ist 

SP«  =  @u  +  *i4  2,5  =  2845,6  +  200  •  2,5  =  2845,6'- 

^f\  —  SP«  =  5000  —  2845,6  =  2154,4*-, 

und  es  ergibt  sich  daher  die  einfache  Gleichung 

,^M=2xx-\-  2154,4  -^. 

Als  Beispiel  wählen  wir  eine  Brücke  von  140*^  Spannweite  und  5-  Feld  weite. 
Wir  erhalten 

««.lf=  2  xa?'+ 15,4  x' 
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und  finden  für 

a:  =  50"»,  55-,  60"»,  65-,  70- 

lf=  10890«-,    10660«-,    10830«-,    10900«-,    10880«-. 

Das  größte  M  entsteht  bei  x  =  65-;  es  unterscheidet  sich  aber  nicht  wesentlich 
von  dem  in  der  Hitte  erhaltenen  Werte. 

Wir  führen  noch  an,  daß  das  durch  die  Formel  (2)  gegebene  Moment  für 

(3)    a:"  =  4--x=  ^ 


2  pl 

ein  Maximum  wird,  und  daß   sich  dieses  größte   aller  Maximalmomente  auf  die 
einfache  Form 

(4)      «a4lf^)  =  ^ 

bringen  läßt,    unseren  Belastungsannahmen  entspricht  insbesondere 
also  beispielsweise  für 


a:"=— P-  und  ^M^.)  =  2x'\ 


1=  120-  und  1=  140- 
j:"=  4,49-  I  x"=  3,85- 
a:'  =  64,49-  a?'=  73,85^ 

If  =  8310«-     i      Jf=  10910«-. 

Die  Formeln  (3)  und  (4)  leisten  gute  Dienste,  wenn  die  Wirkungen  verschiedener 
Lokomotivgewichte  und  Belastungen  p  schnell  miteinander  verglichen  werden 
sollen.    Nimmt  man  z.  B.  zwei  rückwärtsfahrende  Lokomotiven  mit  den  in  Fig.  113 

(S.  122)  angegebenen  Achslasten  und  Radständen   an,   femer  />  = -— ^  =  — — «-, 

3,3  11 

so  erhält  man 

3P=2.56+2.36=184',    g  =  -i?^  —  =  50,6-, 

^Pe  =  56  (2,5  +  1,3  +  \'^  )  +  (36  +  56  +  36)  •  19,55  =  2751,60«-, 
SP-|-  —  SP<f=  1903,6, 
mithin  x"  =  ^^  und  ^(M^)  =  -^  x'«, 

l  11 

also  für  l=z    120-  und     Z=    140- 

a;"=   4,36-      !    a:"=    3,74- 
Jlf  =  7580«-     1     M=  9890'-. 

88.  GrOßtea  Moment  M  für  unmittelbare  Belastung.  Wird  die  genaue 
Berechnung  des  größten  Momentes  für  unmittelbare  Belastung  verlangt,  so  dürfen 
Verkehrslast  und  Eigenlast  nicht  getrennt  behandelt  werden.  Für  weitgespannte 
Brücken  ist  also  nicht  der  durch  Gleich.  (2)  gegebene  Wert  M,  sondern,  wegen 

lf^=  J:^,  der  Wert 
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zu  einem  Maximum  zu  machen.    Man  findet  dann 


X    =  —  - 
2 


''       {p  +  9)l 


und 


m^(Mmmm)  =  (p  +  5^)  "g- 

Unmittelbare  Belastung  kommt  indes  nur  bei  kürzeren  Trägem  vor,  z.  B.  den 
SchienentrSgem  von  Eisenbahnbrücken,  sobald  die  Schienen  unmittelbar  auf  den 
Trägern  liegen  oder  sobald  dicht  nebeneinander  liegende  Querschwellen  oder  Lang- 
schwellen  angeordnet  sind.*)  Der  Einfluß  des  Eigengewichts  spielt  dann  eine  so 
untergeordnete  Rolle,  daß  es  sich  empfiehlt,  das  Mazimalmoment  infolge  der  Ver- 
kehrslast  allein  zu  berechnen  und  hierzu  das  vom  Eigengewichte  in  der  Mitte  des 
Trägers  hervoiigerufene  Moment  \g1^  zu  addieren.    Bezeichnet,  Fig.  143, 

(5«  das  statische  Moment  der  links  vom  fraglichen  Querschnitt  m  gelegenen 
Achslasten,  bezogen  auf  m, 

'SP  die  Mittelkraft  aus  sämtlichen  Achslasten, 

c  den  Abstand  der  3P  vom  Auflager  B, 

B    vt         „         „    2P    „     Querschnitte  w, 
so  ist  das  Moment  für  den  Querschnitt  m 


W-s—AIP 


-^k- 


k- oc  — 


Der  Wert 

wird  ein  Maximum,  sobald 

ist.    Daraus  folgt 


Fig.  143. 

ca!  =  (l  —  8  —  x)  X 
l  —  s  =  2x 
(5)    c  =  x: 


*)  Sehr  oft  rechnet  man  selbst  bei  größeren  Schwelleuabständen  mit  un- 
mittelbarer Belastung,  weil  man  sich  nicht  an  bestimmte  Lagen  der  Schwellen 
binden  will.  Aus  diesem  Grunde  werden  auch  —  wenn  die  Querschwellen 
fehlen  —  die  zwischen  Schiene  und  Träger  liegenden  ünteriagsplatten  vernach- 
lässigt 
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d.  h.  der  Querschnitt  m  und  die  Mittelkraft  !SP  müssen  von  der  Tragermitte 
weit   entfernt  sein.      Im   allgemeinen   wird  man  probeweise   verschiedene  Lasten 
über  m  annehmen  und  die  berechneten  Werte 

(6)    ^if=SP^-@«, 

miteinander  vergleichen;  in  der  R^gel  aber  unterliegt  die  Wahl  dieser  Last  keinem 
Zweifel 

JBeiapieL  Liegt  die  Stützweite  zwischen  rund  5"*  und  11«*,  so  kommen  für 
die  ungünstigste  Laststellung  nur  4  Lokomotivachsen  in  Betracht,  Fig.  144.  Es  eigibt 
sich  dann 

a?  =  c  =  y  — -^=:y~-0,3,    SP=64',    ©«  =  16.1,2  =  19,2«-, 


64 


ii-»y 


19,2, 


(I)    if=16/--88,4  + 


5,76 


^ 


.H?V-^'™>rf-^^ 


IS 


1t 


J 


- — -{  !  r-— 


^ 1 1 

1 
Fig.  144. 


Ist  die  Stützweite  so  gering,  daß  bei  der  das  größte  Moment  erzeugenden  Last- 
stellung nicht  mehr  alle  4  Achsen  der  Lokomotive  auf  der  Brücke  liegen,  so  ist  es 
ratsam,  die  Achslasten  etwas  größer  anzunehmen,  um  dem  Umstände  Rechnung  zu 
tragen,  daß  einzelne  Achsen  infolge  der  Bewegung  der  Maschine  stärker  belastet 
werden.  Wir  empfehlen,  mit  der  Achslast  17«  oder  18«  oder  20«  zu  rechnen,  je 
nachdem  sich  nur  8  oder  nur  2  Achsen  oder  nur  eine  Achse  auf  der  Brücke  be- 
finden. Für  diese  drei  Belastungsfälle  findet  man  leicht  die  Gleichungen: 
(II)      3/=  12,75/  — 20,4, 

8,24 


(III)     Af=9Z-10,8- 


l 


Bis  zu  Z  =  2,85-  liefert  Gleich.  IV  das  größte  Moment,  von  ^  =  2,85"'  bis  2,86* 
ist  m  anzuwenden  und  von  l  =  2,86"*  bis  5,2"*  Formel  II.  Auf  den  Umstand,  daß 
die  Stützweite  bereits  mit  /  =  4,8"*  den  vierfachen  Radstand  erreicht,  nehmen  wir 
keine  Rücksicht,  damit  die  Gültigkeitsbereiche  der  vier  Gleichungen  stetig  ineinander 
übergehen. 
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§  19. 

Verwertung  der  Einflufilinieii  des  einfachen  Balkens. 

89.  Bei  der  Ermittelung  der  von  beweglichen  Einzellasten  her- 
vorgerufenen Momente  und  Querkräfte  haben  wir  von  den  Einflußlinien 
keinen  Gebrauch  gemacht.  Es  wäre  auch  umständlich,  Größen,  deren 
Bestimmung  mit  Hilfe  des  Seilpolygons  nur  das  Abgreifen  einer  einzigen 
Strecke  und  die  Multiplikation  derselben  mit  einem  festen  Werte,  der 
Polweite,  erfordert,  durch  Angabe  des  Einflusses  der  einzelnen  Lasten 
darstellen  zu  wollen,  und  hieran  ändert  auch  der  leicht  zu  beweisende, 
die  Benutzung  der  Einflußlinien  erleichternde  Satz  nichts,  daß  eine 
Lastengruppe  innerhalb  einer  Strecke,  der  eine  gerade  Einflußlinie  ent- 
spricht, durch  ihre  Mittelkraft  ersetzt  werden  darf.  Trotzdem  sind  die 
Einflußlinien  des  einfachen  Balkens  von  großem  Nutzen.  Ganz  abge- 
sehen von  den  Diensten,  die  sie  uns  im  zweiten  Bande  unseres  Buches 
bei  der  Berechnung  statisch  unbestimmter  Träger  leisten  werden,  ge- 
statten sie  häufig  eine  schnelle  Zurückführung  anderer  Aufgaben  auf 
die  Berechnung  der  Momente  und  Querkräfte  einfacher  Balken.  So 
werden  wir  bei  der  Untersuchung  statisch  bestimmter  Träger  häufig 
auf  Einflußflächen  stoßen,  welche  aus  einem  Dreieck  ACB  (Fig.  146) 
bestehen,  oder  aus  einem  Viereck  AL^L^B^  das  aus  einem  Dreieck 
ACB  durch  Abschneiden  der  Spitze  entstanden  ist,  Kg.  146.   Bezeichnet 


^4- 


Rg.  145.  Fig.  146. 

man  dann  mit  x  die  Entfernung  des  Punktes  C  von  der  Lotrechten 
durch  A  und  mit  $  die  Strecke,  welche  die  Gerade  BC  axil  jener  Lot- 
rechten abschneidet,  so  kann  man  die  Größe  Z,  deren  Einflußlinie  das 
Dreieck  A  CB  ist,  in  der  Weise  finden,  daß  man  für  den  Querschnitt  G 
eines  einfachen  Balkens  das  Moment  2R  mit  Hilfe  eines  Seilpolygons 
bestiimnt  und  hierauf  mit  $ :  x  multipliziert  Denn  wäre  ^  =  x,  so 
würde  das  Dreieck  ACB  vollständig  mit  der  in  Fig.  123,  Seite  134 
dai^tellten  Einflußfläche  für  M  übereinstimmen. 

Hat  die  Einflußfläche  für  Z  die  Form  AL^L^B^  so  ermittele  man 
mit  Hilfe   des   in  Fig.  131,    Seite  143    angegebenen  Verfahrens    das 
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Moment  M=Hy  für  den  zwischen  den  Querträgem  (m  —  1)  und  m 
gelegenen  Quei-schnitt  C  eines  einfachen  Balkens  AB  und  multipliziere 
es  wieder  mit  $ :  x.  In  beiden  Fällen  erhält  man  also  Z  in  der 
Form 


z= 


M=fHy. 


Auch  die  Berechnung  von  M  mit  Hilfe  von  Tabellen  leistet  häufig 
vortreffliche  Dienste  bei  der  Auswertung  derartiger  Größen  Z 

90.  Für  viele  Untersuchungen  wird  es  sich  als  nützlich  erweisen, 
die  Aufgabe  der  Berechnung  des  Momentes  M  durch  die  folgende  Frage- 
stellung zu  erweitem.    Das  Feld  F^F^  des  Balkens  AB  (Fig.  147)  ^vi^d 


Fig.  147. 

durchschnitten.  Gesucht  ist  das  Moment  M  der  am  Balkenstück  AF^ 
angreifenden  äußeren  Kräfte  in  Bezug  auf  einen  Punkt  C,  der  zwischen 
F^  und  B  liegt 

Stellt  man  den  Träger  unter  das  die  Lasten  verbindende  Seil- 
polygon und  trägt  man  die  Schlußünien  A'B'  und  F^'F^'  ein,  so  sind 
diese  Linien  die  äußei-sten  Seilpolygonseiten  für  die  an  -4  J\  angreifenden 
äußeren  Kräfte.  Sie  schneiden  auf  der  Lotrechten  durch  C  die  Strecke 
y  ab  und  man  erhält  daher 

[M=Hy, 
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Die  Einflußlinie  für  M  aber  wird  folgendermaßen  erhalten.  Solange 
die  über  den  Träger  wandernde  Last  P=  1  rechts  von  F^  liegt,  greift 
am  Balkenstück  AF^  nur  die  äußere  Kraft  -4  an;  sie  erzeugt  M^=Ax. 
Liegt  P  links  von  J\,  so  entsteht  Jf  =  Bx\  Im  ersten  Falle  wird  die 
mit  X  multiplizierte  -4-Linie  Einflußlinie  für  Jf,  im  zweiten  die  mit  x' 
multiplizierte  -B-Linie,  genau  wie  bei  der  Einflußlinie  in  Fig.  123, 
Seite  134,  nur  mit  dem  Unterschiede,  daß  der  Schnittpunkt  C  dieser 
beiden  Linien  jetzt  zwischen  F^  und  B  liegt,  lotrecht  unter  C.  Liner- 
halb  des  Feldes  F^F^  gilt  die  Gerade  L^L^. 

Unterscheidet  sich  nun  die  Einflußlinie  für  eine  Größe  Z  von  der 
in  der  Figur  147  abgebildeten  lediglich  dadurch,  daß  AJ  nicht  =  x 
sondern  =$  ist,  so  wird 

X  X       ^ 

Die  gefährlichste  Zugstellung  findet  man  am  schnellsten  durch  Pro- 
bieren; die  schwersten  Lasten  müssen  in  der  Nähe  von  F^  stehen. 


VI.  Abschnitt. 

Querkräfte  und  Momente  ffir  den  Qerberschen 

Balken. 

§  20. 
Beliebige  ständige  Belastung. 

91.  Jeder  durchgehende  Balken  mit  n  Stützpunkten  kann  nach 
]S^o.  61,  Seite  114,  durch  {n  —  2)  Mittelgelenke  statisch  bestimmt  ge- 
macht werden.  Einen  solchen  Gelenk- Balken  (auch,  nach  dem  Erfinder, 
Öerfcerscher  Balken  genannt)  zeigt  die  Fig.  148;  er  besteht  aus 
den  gestützten  Teilen  ABGy^  und  O^CDO^^  welche  wir  als  Balken 
Tnit  Auslegern  bezeichnen  wollen*),  und  aus  dea  Koppelträgem  O^  O^ 


*)  Die  Balkenstücke  BGi,  CG%  und  DG^  führen  neben  der  Bezeichnung 
Ausleger  auch  noch  den  Namen  Kragarm.  Man  nennt  deshalb  die  Ger^^rschen 
Balken  vielfach  Auslegerbdiken  oder  Kragträger;  auch  die  amerikanische  Bezeich- 
nung Cantilever  hat  sich  in  Deutschland  leider  eingebürgert 
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und  ÖgJE.  Die  letzteren  verhalten  sich  genau  wie  einfache  Balken  und 
können  mit  Hilfe  der  im  vorigen  Abschnitte  entwickelten  Gesetze  be- 
handelt werden.  Dabei  ergeben  sich  auch  die  Drücke,  welche  die 
Koppelträger  auf  die  in  je  zwei  Punkten  gestützten  Teile  ausüben, 
und  es  läßt  sich  somit  die  Untersuchung  des  Gelenkbalkens  stets  auf 


^         0 


Fig.  148. 


D 

TT 


«i 


diejenige  eines  Balkens  mit  überstehenden  Enden  zurückführen,  Fig.  149. 
Wir  setzen  nur  senkrechte  Lasten  voraus,  zeichnen  mit  der  beliebigen 

Polweite  H  nach  den  bekannten  Eegeln  das  Seilpolygon  7,  ZZ,  /// 

und  schließen  es  durch  eine  Gerade  s,  welche  die  Punkte  c  und 
d  verbindet,  in  denen  die  Auflagersenkrechten  durch  die  nach  innen 
verlängerten  äußersten  Polygonseiten  (/  u.  VIT)  geschnitten  werden. 
Eine  durch  den  Pol  0  gelegte  Parallele  zur  Schlußlinie  s  bestimmt 
die  Stützenwiderstände  Cund  D;  der  erstere  ist  im  Punkte  c  mit  den 
Seilkräften  /  und  s  im  Gleichgewichte,  der  letztere  im  Punkte  d  mit 
den  Seilkräften  YII  und  5. 


Zieht  man  durch  irgend  einen  Querschnitt  K  eine  Senkrechte  und 
bestimmt  die  auf  dieser  Geraden  vom  Seilpolygon  und  von  der  Schlußlinie 
abgeschnittene  Strecke  kr=y^  so  erhält  man  nach  dem  in  No.  15 
bewiesenen  Satze  (vergl.  auch  die  ähnliche  Untersuchung  in  No.  71) 
das  Moment  für  den  Querschnitt  K 

M=Hy. 

Bei    dem    in    der   Fig.  149    benutzten    hängenden    Seilpolygon 
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ist  M  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  y  unterhalb  oder  oberhalb  der 
Schlußlinie  cd  liegt 

Die  Querkraft  Q  für  den  Querschnitt  K  ist  die  Mittelkraft  der 
links  von  K  angreifenden  äußeren  Kräfte.  Es  ergibt  sich  Q=  C — 
Pj — Pj — Pg=:  Strecke  iJ,  und  zwar  bildet  Q  im  Kräfteplane  ein 
Dreieck  mit  den  Seilstrahlen  {s  und  /F),  welche  parallel  zu  den  vom 
Schnitte  K  getroffenen  Seilpolygonseiten  sind. 

92,  Andere  Darstellung  von  M  und  Q.     Um  mit  den  Werten 
M  und   Q  eine   für   die  Folge  nützliche   Umfonnimg  vorzunehmen, 
bringen  wir  in  Fig.  149  die  Auflagersenkrechten  in  c    und  d'  mit 
dem   Seilpolygon   zum  Schnitt,   ziehen   die    Gerade  cd\   welche   die 
Senkrechte  durch  K  in  k'  trifft,  bezeichnen 
mit  y^  die  Länge  der  Strecke  A:V, 
„    X  und  x'  die  Abstände  des  Querschnittes  K  von  den  Stützen, 
„    /  die  Stützweite 
und    setzen  Hy  =  Hy^  —  Hkk'.      Beachten    wir    jetzt,    daß  kk'  = 

cc  y +  ^^'7-  ist*),  und  daß  femer  die  Momente  für  die  über  den 

Stützen  (7  und  D  gelegenen  Balkenquerschnitte  die  Werte  Mc=  —  Hcc 
und  Mj,  =  —  Hdd'  annehmen,  so  erhalten  wir 

Nun  ist  aber  HyQ  das  Moment  für  den  Querschnitt  K  eines  ein- 
fachen  Balkens  CD^  auf  welchen  nur  die  Lasten  Pj,  P4,  P5  wirken; 
bezeichnen  wir  dasselbe  mit  Jf^,  so  erhalten  wir  die  wichtige  Beziehung 

(1)     if=ilfo+iHcy  +  ilfx>y- 

Die  Momente  Mc  und  Mj,  nennt  man  die  Stütxenynomente  und  die 
vom  Seilpolygon  crd'  und  von  der  Schlußlinie  cd'  begrenzte  Fläche 
die  einfache  Momentenfläche  des  Balkenstückes  CD;  ist  letztere  gegeben, 
und  kennt  man  außerdem  die  Stützenmomente,  so  sind  durch  die 
Gleich.  (1)  die  wirklichen  Momente  für  alle  zwischen  C  und  D  ge- 
legenen Querschnitte  bestimmt. 

Um  eine  ähnliche  Gleichung  für  Q  abzuleiten,  ziehen  wir  c'i  \\  cd 
und  OL'  II  c'd'  und  finden  dann  L'J=  0^=  Querkraft  für  den  Quer- 


*)  Die  Bichtigkeit  dieser  Gleichung  übersieht  man  am  schnellsten,  indem  man 
in  FSg.  149  die  Gerade  cd'  einträgt  und  die  Strecken  bestimmt,  in  welche  h'h 
durch  diese  Gerade  zerlegt  winL 

MülIer-BretUn,  Graphltobe  SUtik.    I.  H 
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schnitt  K  eines  einfachen   (mit  P3,  P^,  P5  belasteten)  Balkens  CD. 
Jetzt  folgt  aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  c'id'  und  L'  OL 

~LL':dl.  =  H:l 
und  hieraus 

(wegen  LL'  =  Q  —  Qq  und  d'i  =  cc  —  dd'  = ^ -f-  ~fr) 


(2)     ^=^0  + 


/ 


Liegt  nun  ein  beliebiger  durchgehender  Balken  ABCDE  vor, 
Fig.  150,  so  kann  man  jeden  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Stützen 
gelegenen  Teil  desselben,  z.  B.  den  Teil  CD^  als  einen  Balken  mit 
überstehenden  Enden  und  2  Stützpunkten  (^'u.  D)  auffassen;  man  hat 
nur  nötig,  die  Widerstände  der  übrigen  Stützpunkte  (^,  5,  E)  als 
Lasten  zu  betrachten,  die  natürlich  negativ  zu  setzen  sind,  sobald  sie 
von  unten  nach  oben  wirken.     Kennt  man  dann  die  Stützenmomente 


Mc  und  Md^  so  erhält  maii  die  wirkliche  Momentenfläche,  indem  man 
zu  der  einfachen  Momentenfläche  CSD  ein  Trapez  CC'D'D  addiert,  für 
welches  (mit  H=1)7J&  =  Mc  und  'DD'  =  Mj,  ist  In  der  Fig.  150 
wurden  Mc  und  Mj,  negativ  angenommen;  es  ist  dann  die  schraffierte 
Fläche  zwischen  den  Senkrechten  CC  und  DD'  die  wirkliche  Momenten- 
fläche für  den  Teil  CD.  Wendet  man  das  gleiche  Verfahren  auf  die 
Teile  AB^  BC^  DE  an^  so  gelangt  man  zu  der  in  der  Fig.  150  dar- 
gestellten Momentenfläche  für  den  durchgehenden  Balken  AE.  Das 
Polygon  AB'C'D'E,  dessen  Ordinaten  ~BB\  CC,  DD'  die  Stützen- 
momente  J/^,  J/c,  Mj,  angeben,  nennt  man  den  Scfdußlimenxng  und 
darf  dann  aussprechen: 

Die  Momentenfläche  eines  durchgehenden  Balkens  (mit  oder 
ohne  Oelenke)  ist  fiach  Aufxeichnufig  der  einfachen  Mainenten- 
polygone  bestimmt,  sobald  der  Schlußlinienxug  gegeben  ist. 

Da  nun,  falls  Gleichgewicht  bestehen  soll,  jedem  Gelenke  das  Mo- 
ment Jf=0  entsprechen  muß,  so  muß  jeder  senkrecht  über  einem 
Gelenke  Ö  befindliche  Punkt  g  des  einfachen  Momentenpolygons  auch 
ein  Punkt  des  Schlußlinienzuges  sein,  und  hieraus  folgt,  daß  es  mög- 
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lieh  ist,  durch  eine  genügende  Anzahl  von  Gelenken  jenem  Linienzuge 
eine  bestimmte  Lage  vorzuschreiben.    Auch  leuchtet  ein,  daß  zwischen 


0, 


zwei  benachbarten  Stützpunkten  höchstens  zwei  Gelenke 
angeordnet  werden  dürfen,   und   daß   die  Gesamtzahl     ' 
der  erforderlichen  Gelenke  =  n  —  2  ist,  sobald  der  Bal- 
ken auf  n  Stützen  ruht.  . 

Mit  Hilfe  des  beschriebenen  Verfahrens  wurde  in 
der  Fig.  151a  die  Momentenfläche  für  einen  Balken  mit 
5  Stützpunkten  und  3  Gelenken  bestimmt    Es  wurden 
mit  ein  und  derselben  (beliebig  gewählt«!)  Polweite  H     . 
die  den  einzelnen  Öffnungen  AB^  BC^  CD^  DE  ent-     I 
sprechenden  aneinanderhängenden  Seilpolygone  gezeich- 
net, welche  von  den  Senkrechten  durch  die  Gelenke  ö^, 
ög,  Ö3  in  den  Punkten  g^^  g^^  g^  geschnitten  werden. 
Durch  g^  und^,  wurde  die  Schlußlinie  5,  gelegt,  durch     j/>( 
^3  imd  e  die  Linie  s^,  und  schließlich  wurden  s^  und  5, 
eingetragen.     Die  schraffierte  Fläche  ist  die  gesuchte 
Momentenfläche.     Für  irgend  einen  Querschnitt  K  er- 
gibt sich:  M=Hy.  | 

Um  die  Auflagerdrücke  zu  finden,  betrachten  wir 
den  aus  sämtlichen  Seilpolygonseiten  1,  2,  3  ...  . 
14  und  den  Schlußlinien  bestehenden  Linienzug  als  ge- 
schlossenes Seilpolygon,  in  dessen  Eckpunkten  außer  den 

Lasten  Pi,  Pj noch  senkrechte  Kräfte  ^,  Pi, 

P„  Ci,  r'g,  Pj,  Pg,  E  angreifen.  Bestimmen  wir  nun 
die  letzteren  Kräfte  so,  daß  an  jedem  der  Eckpunkte 
des  Seilpolygons  Gleichgewicht  besteht,  so  sind  die 
Kräfte  A  und  E  gleich  den  Widerständen  der  Stütz- 
punkte A  und  P,  und  weiter  ist  dann  P^  -|-  Pg  =  ß  = 
Widerstand  der  Stütze  B;  C^-^C^=  C;  D^  +  J)^  =  D. 
Um  A  und  E  zu  finden,  haben  wir  nur  nötig,  von  den  Polen  0^  und 
O4  Parallelen  zu  den  Schlußlinien  5,  und  s^  zu  ziehen,  Fig.  151b;  es 


151b. 


151c. 
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gibt  dann  die  von  1  und  s^  auf  dem  Kräftezuge  abgeschnittene 
Strecke  die  Größe  von  A  an,  die  von  s^  und  14  abgeschnittene  Strecke 
die  Größe  von  E.  Die  Ermittelung  von  B^  und  B^  wurde  in  Rg.  151  c 
dargestellt;  B^  bildet  mit  den  Seilstrahlen  3  und  4  ein  Dreieck,  des- 
gleichen B^  mit  den  Strahlen  s^  und  5,.  Eine  Yergleichung  von 
Fig.  151c  mit  Kg.  151b  zeigt,  daß  die  Größe  von  B  gleich  der  Strecke 
des  Kräftezuges  ist,  welche  die  von  0^  beziehungsweise  0,  zu  s^  und 
5,  gezogenen  Parallelen  abschneiden.  In  gleicher  Weise  werden  C 
imd  D  gefunden.  Bei  den  in  der  Fig.  151  angewandten  hängenden 
Seilpolygonen  ist 

A  positiv,  sobald  der  erste  Strahl  (1)  oberhalb  des  Strahles  s^  liegt, 

B  positiv,  sobald  der  Strahl  Sj  den  Kräftezug  oberhalb  des  Strahles 
«,  schneidet, 

C  positiv,  sobald  der  Strahl  5,  den  Kräftezug  oberhalb  des  Strahles 
5,  schneidet, 

D  positiv,  sobald  der  Strahl  s^  den  Kräftezug  oberhalb  des  Strahles 
s^  schneidet, 

E  positiv,  sobald  der  Strahl  s^  oberhalb  des  letzten  Strahles  (14)  liegt. 
Um  die  Querkraft  Q  für  irgend  einen  Querschnitt  JT  zu  finden,  wird 
durch  K  ein  senkrechter  Schnitt  geführt;  er  trifft  stets  zwei  Seil- 
polygonseiten.  Sodann  werden  im  Kräfteplane  die  zu  diesen  Seiten  ge- 
hörigen Seilkräfte  gesucht  und  deren  Mittelkraft  bestimmt;  die  letztere 
ist  =  Q.  Für  den  Querschnitt  K  in  Fig.  151  findet  man  z.  B.: 
Q=Z'\-  LJ  und  zwar  ist  Q  positiv,  weil  der  Strahl  5,  unterhalb  des 
Strahles  10  üegt. 

§  21. 

Einflufilinien.    Belastung  durch  ein  verschiebbares  System 
von  Einzellasten. 

a.   Einflublinlen. 

Da  sich  die  Koppelträger  ebenso  verhalten  wie  die  im  Ab- 
schnitte V  untersuchten  einfachen  Balken,  so  genügt  es,  die  Einfluß- 
linien für  einen  bei  C  und  D  gestützten  Teil  BE  (Fig.  152)  zu  er- 
mitteln. In  den  Oelenken  B  und  E  greifen  die  Drücke  anliegender 
schwebender  Teile  AB  und  EF  an.  Lasten,  welche  auf  Balken  teile 
wirken,  die  etwa  links  an  A  oder  rechts  an  F  stoßen,  sind  ohne  Ein- 
fluß auf  den  Teil  BE,  Wir  sehen  zunächst  unmittelbare  Belastmig 
voraus. 

93.  St&tzenwiderstände  C  und  1>.  Solange  die  Koppelträger 
AB  und  EF  unbelastet  sind,   verhält  sich  der  BaJkenteil  BE  genau 
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wie  ein  auf  zwei  Stützen  ruhender  Balken  mit  überragenden  Enden, 
mit  dessen  Betrachtung  wir  die  Untersuchung  des  Gerberschen  Balkens 
im  §  20  einleiteten.  Eine  zwischen  B  und  E  an  itgend  einer  Stelle 
aufgebrachte  Last  P,  erzeugt  bei  C  den  Stützenwiderstand 

V 

Die  Einflußlinie  für  C  ist  also  zwischen  B  und  E  eine  Gerade  B'E\ 
die  bei  D  die  Ordinate  0  und  bei  C  die  Ordinate  1  besitzt.  Lasten, 
welche  rechts  von  B  angreifen,  rufen  einen  negativen  (nach  unten 
gerichteten)  Widerstand  C  hervor. 


Die  Ordinate  BB'  gibt  den  Einfluß  einer  in  B  angreifenden 
Last  1  an.  Belastet  man  nun  den  Koppelträger  BB'  mit  Pj,  so  übt 
er  in  B  auf  den  Ausleger  BC  einen  Druck  von  der  Größe 


B^P, 


V 


aus  und  ruft  daher  bei  C  einen  Widerstand 


C  =  B  ■  BB' ^  P^. BB' ^  =  P^il^ 

V 

hervor,  wo  if]i  die  unter  P^  gemessene  Ordinate  der  Geraden  AB' 
ist  Daraus  folgt  aber,  daß  die  Gerade  AB'  ein  Teil  der  C-Linie  ist 
und  ebenso  läßt  sich  nachweisen,  daß  die  Gerade  E'E  die  C-Linie 
für  den  Balkenabschnitt  EF  ist.  Die  in  Fig.  152  schraffierte  Fläche 
ist  somit  die  gesuchte  C-Fläche. 

In  derselben  Weise  wird  die  in  Fig.  152  durch  eine  strichpunk- 
tierte Linie  angedeutete  D-Fläche  gezeichnet 

Anstatt  nun  die  Werte  C^^  und  C^,,  mit  Hilfe  der  Formel 
C=SPif]    zu  berechnen,    kann  man  auch  den  folgenden  Weg  ein 
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schJagen,  der  an  die  im  §  19  durchgeführte  Untersuchung  anknüpft 
Der  positive  Teil  der  C-Fläche  ist  ein  Dreieck,  dessen  Seite  B'D  auf 

7     I       '     I     1/ 

der  Senkrechten  durch  A  die  Strecke  1      '       "*  —  abschneidet.  Würde 

sie  die  Strecke  V  abschneiden,  so  würde  sie  mit  der  Einflußfläche  für 
das  Moment  Mb  des  Querschnitts  B  eines  einfachen  Balkens  AD  über- 
einstimmen. Berechnet  man  nun  dieses  Balkenmoment  nach  den  im 
§  18  angegebenen  Verfahren,  stellt  man  es  beispielsweise  mit  Hilfe 
eines  Seilpolygons  in  der  Form  maJ^B  =  Hy  dar,  so  findet  man 

^.,0  =  liy jp 

Ein  Zahlenbeispiel  zu  diesem  Verfahren  findet  der  Leser  im  Nach- 
trag (3.  Aufgabe)  am  Schluß  dieses  Buches. 

94  .     Quer  kraft   für    einen  Querschnitt  K  des  Aaslegers  BC. 
Es  kommen  hier  nur  solche  Lasten  P^  und  P,  in  Betracht,  welche 

links  von  K  angreifen,  Fig.  153;  es 
entspricht  ihnen  die  Querkraft 

Q=.-P^^  -P,  (vergl.  auch  Fig.l52X 

deren  erstes  Glied  den  in  B  angreifen- 
den Druck  des  Koppel  trägers  AB 
vorstellt  Die  Einflußlinie  AB'K'  für 
Q  zeigt  die  Fig.  153a;  es  ist  BW  = 
KK'=  —  l, 

Y\g^  153  95.  Moment  für  einen  Quersclmitt  K 

des  Auslegers  B  C,    Die  Lasten  P^  und 
Pj  (Fig.  153)  erzeugen 

M^-P,^x-P,^, 
Das  erste  Glied  dieses  Ausdrucks  rührt  von  dem  in  B  angreifen- 
den Drucke  P^  -jh   des   Koppelträgers   her.      Die  Einflußlinie  für  M 
ist  in  der  Fig.  153b  aufgetragen  worden;  es  ist  BB'=  —  x.     Unter 
der    Last    P^    mißt    man    irjj  =  —  x  -~-  und    unter    der    Last   P, 

•^2  =  —  S- 

96.  Querkraft  für  einen  Quersclmitt  K.  zwischen  den  Stützen  C 
und  2>,  Fig.  154.  Greift  nur  eine  rechts  von  K  gelegene  Last 
an,  so  entsteht  für  den  Querschnitt  K  die  Querkraft  Q=^C^  weil 
links  von  K  nur  die  eine  äußere  Kraft  C  wirkt.  Wird  der  Balken 
hingegen  ausschUeßlich  links  von  K  belastet,  so  ist  ^  =  —  D\  denn 
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es  greift  jetzt  rechts  von  K  nur  die  eine  äußere  Kraft  D  an.*) 
Hieraus  folgt,  daß  die  Einflußlinie  für  ö  auf  der  linken  Seite  von 
K  mit  der  Einflußünie  für  ( — D)  und  auf  der  rechten  Seite  von 
K  mit  der  Einflußlinie  für  (-|-  C)  übereinstimmen  muß,  sie  wurde  in 
der  Mg.  154  a  dargestellt 

97.  Moment  für  einen  Qnersolmltt  K  zwischen  den  Stützen. 
Je  nachdem  nur  rechts  oder  nur  links  von  K  Lasten  wirken,  ist 
M^Cx  oder  M=Dx\  Die  Ordinaten  der  Einflußlinie  für  M  sind 
also  rechts  von  K  gleich  den  mit  x  multiplizierten  Ordinaten  der 
C-Iinie,  und  links  von  K  gleich  den  mit  x  multiplizierten  Ordinaten 
der  i)-Linie.  Hiemach  ist  die  Linie  AB'K'E'F  in  Eig.  154  b  die 
Einflußlinie  für  M. 


Fig.  154. 

98.  Mittelbare  Belastung.  Wird  die  Belastung  durch  Querträger 
übertragen,  so  zeichne  man  zuerst  die  Einflußlinien  für  unmittelbai'e 
Belastung  und  leite  dann  aus  diesen  die  Linien  für  mittelbare  Be- 
lastung mit  Hilfe  des  Satzes  ab,  daß  jede  Einflußlinie  zwischen  zwei 
benachbarten  Querträgern  eine  Gerade  ist.  In  der  Fig.  155  ist  die 
Einflußlinie  des  Momentes  für  einen  zwischen  den  Stützen  C  und  D 
gelegenen  Querschnitt  K  dargestellt  worden.  Die  Querträger  ^sind 
beliebig  verteilt  angenommen.  AB'K'E'F  ist  die  jEinflußlinie  bei 
unmittelbarer  Belastung;  die  schraffierte  Einflußfläche  entspricht  der 
mittelbaren  BelavStung.  Das  Gelenk  A  liege  zwischen  zwei  Quer- 
trägem,  desgleichen  der  Stützpunkt  C  und  der  Querechnitt  K,  Eine 
in  0  angreifende  Last  erzeugt  für  den  fraglichen  Querschnitt  das 
Moment:  J/=  0  und  eine  in  1  wirksame  Last  „Eins"  bringt  M=l-t\^ 


♦)  Betrachtet  man  Q  als  die  Mittelkraft  der  rechts  vom  Querschnitte 
angreifenden  äußeren  Kräfte,  so  muß  man  die  Richtung  nach  oben  negativ 
annehmen.     Yergl.  Seite  124. 
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hervor.  Zwischen  den  Querträgern  0  und  1  ist  die  Einflußlinie  eine 
Gerade,  und  auf  gleiche  Weise  erklären  sich  die  Abstumpfungen  der 
Ecken  bei  B'  und  K\ 


Fig.  155. 

99.  Anmerkung  zur  Bereohnung  von  Eisenbahnbruoken.  Auf 
welche  Weise  die  Bestimmung  der  Grenzwerte  gewisser  Unbekannten 
Z  mit  Hilfe  von  Einflußlinien  erfolgt,  wurde  bereits  im  §  14  aus- 
einandergesetzt, und  es  möge  an  dieser  Stelle  nur  noch  hervorge- 
hoben werden,  daß  es  bei  den  Trägem  von  Eisenbahnbrücken  nicht 
immer  möglich  ist,  ausschließlich  die  positiven  oder  ausschließlich  diö 
negativen  Einflußflächen  zu  belasten,  ohne  auf  XJnwahrscheinlichkeiten 
zu  stoßen.  So  kann  es  z.  B.  vorkommen,  daß  das  Moment  ««Jf  für 
den  Querschnitt  K  des  Balkens  in  Rg.  155  bei  der  in  dieser  Figur 
angegebenen  Stellung  einer  Lokomotive  nebst  Tender  entsteht,  und  es 
leuchtet  ein,  daß  in  diesem  und  in  ähnlichen  Fällen  die  Länge  der 
den  Träger  belastenden  Fahrzeuge  eine  bei  weitem  größere  Bolle 
spielt,  als  beispielsweise  bei  der  Berechnung  eines  einfachen  Balkens 
(Abschnitt  IV).  Eine  kürzere,  wenn  auch  leichtere  Lokomotive  nebst 
entsprechendem  Tender  kann  bei  kurzer  positiver  oder  negativer 
Beiixagstrecke  ein  größeres  Maximum  oder  Minimum  der  fraglichen 
Unbekannten  bedingen,  als  längere  und  schwerere  Fahrzeuge,  und  es 
erscheint  hiernach  nötig,  den  Einfluß  verschiedenartig  zusammenge- 
setzter Lastenzüge  zu  prüfen.  Dabei  wäre  auch  zu  bea<;hten,  daß 
ein  entlastend  wirkender  Tender  nicht  gefüllt  angenommen  werden 
darf.  Will  man  diese  umständlichen  Vergleichungen  vermeiden,  also 
nur  mit  einem  Lastenzuge  rechnen  und  trotzdem  genügend  sicher 
gehen,  so  vernachlässige  man  bei  der  Ermittelung  des  Maximums  die 
Belastung  der  negativen  Beitragstrecken  und  bei  der  Bestimmung 
des  Minimums  die  Belastung  der  positiven  Strecken.*) 

*)  Ist  eine  Beitragstrecke  allerdings  so  karz,  daß  sie  nicht  einmal  die  Auf- 
stellung von  drei  Lokomotivachsen  ermöglicht,  so  liefert  das  oben  vorgeschlagene 
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Entscheidet  man  sich  für  dieses  Yerfahren,  so  kann  man  die 
Querkräfte,  Momente  und  Sttitzenwiderstände  der  Gelenkbalken  auch 
sehr  schnell  auf  dem  folgenden  Wege  mit  Hilfe  von  Seilpolygonen 
bestimmen.  Dabei  sei  vorausgesetzt,  daß  im  Falle  mittelbarer  Be- 
lastung über  allen  Stützen  und  Gelenken  Querträger  liegen;  auch 
möge  daran  erinnert  werden,  daß  die  Berechnung  der  Momente  nur 
für  die  bei  Querträgem  geführten  Querschnitte  zu  erfolgen  braucht 
Vergl.  Seite  142. 

b.  Ermittelung  des  Einflusses  eines  verschiebbaren  Zuges  ven  Einzellasten 
mit  Hilfe  des  Seilpolygons. 

Wü-  knüpfen  an  die  in  No.  82  gelehrte  Bestimmung  der  Momente 
für  die  Querschnitte  eines  einfachen  Balkens  an.  Es  wurde  dort  ein 
Seilpolygon  für  einen  hinreichend  langen  Lastenzug  gezeichnet,  hierauf 
der  Balken  in  verschiedene  Stellungen  gegen  den  Zug  gebracht  und 
für  jede  Stellung  die  Schlußlinie  eingetragen.  Auf  gleiche  Weise 
werden  die  Momente  der  Koppelträger  des  Gelenkbalkens  bestimmt, 
und  das  hierbei  benutzte  Seilpolygon  kann  dann  auch  für  die  nach- 
stehenden Untersuchungen  (No.  100  bis  103)  verwendet  werden. 
Im  allgemeinen  ist  jede  dieser  Untersuchungen  (wie  schon  in  der  An- 
merkung auf  Seite  140  hervorgehoben  wurde)  zweimal  durchzuführen, 
indem  zunächst  zwei  der  drei  Lokomotiven  mit  ihren  Vorderteilen 
gegeneinander  zu  stellen  sind,  während  zweitens  aUe  drei  Lokomotiven 
vorwärts  fahrend  angenommen  werden.  Die  gefährlichsten  Zugstellungen 
werden  am  zweckmäßigsten  durch  Probieren  bestimmt.*) 

100.  Momente  fär  einen 
Querschnitt  K  des  Auslegers 
BC,  Fig.  156.  Man  stellt 
das  Balkenstück  BC  samt 
dem  angrenzenden  Koppel- 
träger  AB  so  unter  den 
Lastenzug,  daß  die  schwersten 
Lasten  in  der  Nähe  von  B 
und  eine  schwere  Last  über 
B  selbst  steht  (vergl.  die 
Einflußlinie    in   Fig.    153  b). 


*^^"<^^. 


Fig.  156. 


Verfahren  allzu  ungünstige  Grenzwerte.  Man  nehme  dann  eine  Lokomotive  mit 
besonders  stark  belasteter  Mittelachse  an  (zweckmäßig  ohne  Tender)  und  berück- 
sichtige auch  den  Einfluß  der  etwa  über  den  angrenzenden  Strecken  stehenden 
Achsen  dieser  Lokomotive. 

*)  In  Ko.  100  bis  108  handelt  es  sich  nur  um  den  Einfluß  der  Verkehrslast. 
Den  Zeiger  p  haben  wir  der  Kürze  wegen  fortgelassen. 
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Hierauf  trägt  man  die  zu  AB  gehörige  Schlußlinie  ab  ein,  und  ver- 
längert sie  über  b  hinaus  bis  zu  ihrem  Schnittpunkte  k  mit  der  Senk- 
rechten durch  K^  welche  letztere  das  Seilpolygon  in  k'  treffen  möge. 
Nach  Messung  der  Strecke  kk'  =  y  erhält  man  M=  —  Hy,  Auf 
gleiche  Weise  findet  man  auch  das  Stützenmoment  Mc  =  —  Hyc  üi 
Mg.  156  wurde  vorausgesetzt,  daß  Mc  bei  derselben  ZugsteUung  den 
größten  Wert  annimmt  wie  das  Moment  M  für  den  Querschnitt  K; 
es  ist  dies  häufig,  aber  nicht  immer  der  Fall.  Das  Stützenmoment 
Mj,  =  —  Hyj,  wird  ebenso  bestimmt  wie  Mc» 

101.  Querkraft  für  einen  Qnersohnltt  K  des  Auslegers  BC. 
Man  stellt  den  Träger  so  unter  den  Lastenzug,  daß  im  Falle  un- 
mittelbarer Belastung  der  Querschnitt  K  in  der  Nähe  der  schwersten 


iff  irr  rrr  u 


Fig.  157  a. 


>'^ 


Fig.  157  b. 


Lasten  liegt  und  eine  schwere  Last  sich  unmittelbar  links  von  K 
befindet,  Mg.  157.*)  Stehen  dann  beispielsweise  zwischen  B  und  K 
drei  Lasten  (Pj,  Pg,  Pg)  und  auf  dem  Teile  AB  die  Lasten  P^  bis 
Pg,  so  ist  ö  =  Pi4-Pg-|-A+^^  wo  P  den  von  den  Lasten  P^ 
bis  Pg  herrührenden  Druck  bedeutet,  welchen  der  Koppelträger  auf 
das  Gelenk  B  ausübt.  Trägt  man  nun  die  zu  -4P  gehörige  SchluB- 
linie  s  ein,  zieht  in  Fig.  157  b  (welche  den  hier  in  Betracht  kommen- 
den Teil  des  Kräftepolygons  darstellt)  zu  s  die  Parallele  05,  so 
findet  man  B  =  SP,  wo  R  den  Endpunkt  des  Seilstrahles  bezeich- 
net, welcher  die  Kräfte  P,  und  P^  trennt  Hieraus  folgt  die  Quer- 
kraft Q  =  —  ST, 

102.  Momente  und  Qnerkräfte  fär  die  Qnersolmitte  zwisohen 
den  Stützen  C  und  D  (Fig.  158).  Es  ist  nach  Seite  161  für  einen 
Querschnitt  K  im  Abstand  x  von  C 


*)  Ist  die  Belastung  eine  mittelbare,  so  tritt  in  Fig.  157  an  die  Stelle  von  K 
der  diesem  Querschnitte  auf  der  linken  Seite  benachbarte  Querträger. 
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l/  =  Jf„+-^'  +  ^  und 

WO  Mq  und  öo  das  Moment  und  die  Querkraft  für  den  Querschnitt 
K  eines  einfachen  Balkens  CD  bedeuten;  sie  werden  nach  §  18  be- 
stimmt Die  Stützenmomente  Mc  und  Mj,  sind  negativ;  sie  wurden 
in  No.  100  in  der  Form  gefunden:  Mc=  —  Hyc  und  ifx)  =  —  ^Vd^ 
mid  es  folgt  somit 


min  Q  ==  min  Qq  ^      j 

Trägt  man  in  C  und  D  die  Ordinaten 


l 


-^. 


Fig.  158. 


CC'  =  ya  und  DD' =  yj,  auf,  Fig.  158, 
und  zieht  die  Gerade  CD',  so  liefern  deren 
Ordinaten  y  die  Momente  „i^M=  —  Hy. 

103.  Stützenwiderstand  C  (Fig.  159).  Um  ^„C  zu  erhalten, 
stellt  man  den  Balken  so  unter  den  Zug,  daß  die  schwersten  Lasten 
in  der  Nähe  von  B  liegen,  daß  eine  schwere  Last  in  B  selbst  angreift 


D  OK 


r Ä-- 


x*. 


)c 


\) 


Fig.  159. 

und  der  Träger,  wenn  möglich,  rechts  von  D  unbelastet  bleibt    Be- 
findet sich,  wie  in  der  Fig.  159,  rechts  von  D  die  Achse  eines  Fahr- 

*)  Es  wird  jetzt  nnr'der  Balkenteil  CD  belastet  angenommen. 
**)  Es  wird  nun  CD  unbelastet  gedacht. 
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Zeuges,  dessen  übrige  Achsen  links  von  D  liegen,  so  wird  sio 
zweckmäßig  vernachlässigt  Nun  trägt  man  die  Schlußlinie  Sj  des 
schwebenden  Teiles  AB  ein,  bringt  sie  in  e  mit  der  Senkrechten 
durch  C  zum  Schnitt,  verbindet  c  mit  dem  Punkte  d,  in  welchem  das 
Seilpolygon  von  der  Senkrechten  durch  D  getroffen  wird,  und  zieht 
vom  Pole  aus  Parallelen  zu  s^  und  ä,.  Diese  schneiden  auf  dem 
Kräftezuge  den  Stützenwiderstand  ^„(7  ab. 

Um  ^,„C  zu  finden,  denke  man  die  Balkenteile  DE  und  EF 
(Fig.  152)  so  belastet,  daß  das  größte  (negative)  Moment  Jtfj,  =  —  Hyo 
entsteht,  und  vernachlässige  die  hierbei  etwa  links  von  D  angreifenden 
Lasten,  nehme  also  die  Strecke  AD  unbelastet  an.  Man  erhält  dann 
aus  der  Bedingung  Ol  =  M^  den  Wert 

Ganz  ebenso  werden  die  Grenzweii«  des  Stützenwiderstandes  D 
bestimmt. 

Axunerkniig.  Zu  den  in  No.  100  bis  103  ermittelten,  von  den  verschiebbaren 
Einzellasten  hervorgerufenen  Momenten  M  und  Kräften  Q  und  C  sind  noch  die 
durch  die  ständige  Belastung  erzeugten  if,  Q^  C  zu  addieren.  Die  Bestimmung  der 
letzteren  soll  im  folgenden  Paragraph  gezeigt  werden. 


§  22. 

Qleichmäfiise  Belastung. 

104.  Momente.  Werden  die  einzelnen  Öffnungen  /j,  /,,  /,  .... 
eines  Gelenkbalkens  gleichmäßig  belastet  und  zwar  mit  ^i,  ^j,  ^^j  . .  •  • 
f.  d.  Längeneinheit,  vergl.  Kg.  160,  so  sind  die  einfachen  Mo- 
mentenlinien Parabeln,  deren  Pfeile  gleich  -x- -i  ^* ,  -ö"  ^2  ^I ?  "ö"  -"« ^I  •  ■  •  • 

sind.  Nach  Aufzeichnung  dieser  Parabeln  bestimmt  man  die  wirk- 
lichen Momentenflächen  am  schnellsten  nach  dem  in  No.  92  mit- 
geteilten Verfahren.  In  der  Fig.  160  ist  die  fragliche  Aufgabe  für 
einen  Balken  mit  4  Öffnungen  gelöst  worden:  der  Schlußlinienzug  ist 
durch  die  den  Gelenken  Ö^,  G,,  Gg  entsprechenden  Parabelpunkte 
9i^  9%^  9z  bestimmt 

.  Aus  den  im  §  21  gezeichneten  Einflußlinien  geht  hervor,  daß 
man  die  Grenzwerte  für  sämtliche  Momente  M  durch  Untersuchimg 
von  zwei  Belastungsfällen  erhält.  In  dem  einen  Falle  werden  die  durch 
ungerade  Zeiger  gekennzeichneten  Belastungen  x  gleich  i?  +  i7  =  9  an- 
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genommen  und  die  x  mit  geraden  Zeiger  gleich  g\  im  zweiten  Falle 
werden  die  ersteren  x  gleich  (/,  die  letzteren  gleich  q  gesetzt  Für 
den  Träger  in  Fig.  160  wird  also  zuerst  angenommen 


und  hierauf 


Für  die  Querschnitte  der  Teile  /,  und  Z3  werden  durch  den  ersten 
Belastungszustand  die  Momente  „^M  und  durch  den  zweiten  die  Mo- 
mente ^^M  hervorgerufen;  einzelnen  Querschnitten  können  in  dem 
einen  Falle  positive,  in  dem  anderen  negative  Momente  entsprechen. 
Die  Querschnitte  der  Koppelträger  Gj  O^  und  Ö3  E  werden  nur  durch 
positive,  diejenigen  der  Ausleger  BG^^  ffgC,  DO^  nur  durch  negative 
Momente  beansprucht,  und  zwar  ergeben  sich  für  alle  diese  Momente 
die  kleinsten  oder  die  größten  Werte,  je  nachdem  der  erste  oder  der 
zweite  Belastungszustand  eintritt 

Werden  die  von  der  ständigen  Belastung  (g)  allein  hervorgerufenen 
Momente  M,  gesucht,  so  setze  man  x^  =  x^  =  x^  =  x^  =  g. 

Ist  die  Belastung  eine  mittelbar  wirkende,  und  liegen  über  sämt- 
lichen Gelenken  und  Stützen  Querträger,  so  werden  die  in  der  Fig.  160 
gezeichneten  Parabeln  durch  einbeschriebene  Polygone  ersetzt  Die 
Ecken  dieser  Polygone  liegen  auf  den  Senkrechten  durch  die  Quer- 
träger. Bei  ganz  beliebiger  Verteilung  der  Querträger  (Fig.  155)  empfiehlt 
es  sich,  die  Momente  mit  Hilfe  von  Einflußlinien  zu  ermitteln. 

105.   Qaerkraft  für  einen  Querschnitt  K  eines  Auslegers.     Bei 

der  Bestimmung  der  Querkräfte  setzen  wir  im  Falle  mittelbarer  Be- 
lastung voraus,  daß  über  allen  Gelenken  und  Stützen  Querträger  liegen. 
Die  als  einfache  Balken  aufzufassenden  Koppelträger  werden  genau 
wie  im  §  17  (No.  76  und  78)  behandelt,  und  es  genügt  daher,  die 
Ermittelung  der  Querkräfte  Q  für  einen  Balkenteil  mit  überragenden 
Enden  zu  zeigen. 
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Gehört  der  fragliche  Quer- 
schnitt K  dem  Ausleger  jBC  an, 
so  ist  Q  stets  negativ;  es  wird 
am  größten  bei  voller  Belastung 
der  Strecke  AK\  Lasten  rechts 
von  K  sind  ohne  Einfluß  auf  Q. 
Man  erhält 

Q  =  —  q-^ — q^^ 

wobei  das  erste  Glied  den  Druck 
des  Koppel trägers  AB  auf  das  Ge- 
lenk B  vorstellt.  Hiernach  ist  Q 
gleich  der  Ordinate  einer  Geraden 
B'C  (Fig.  161a),  welche  gegeben  ist  durch 


Fig.  161. 


/' 


13 ir  =  -  q  -^-  und  ÜC'  =  _  ^  (—  +  e'). 

Bei  mittelbarer  Belastung  (Fig.  161b)  ist  Q  für  alle  Querschnitte 
innerhalb  eines  Feldes  X  konstant  und  gleich  der  der  Feldmitte  ent- 
sprechenden Ordinate  der  Geraden  B' C\  Die  Belastung  p\  dieses 
Feldes  übt  nämlich  auf  den  das  Feld  links  begrenzenden  Querträger 

den  Druck -^  5- X  aus,    und   es   ist   deshalb  die  Summe  der  auf  das 

Balkenstück  BK  wirkenden  Kräfte 

/' 
woraus  dann   Q  =  —  q  -^ qx  folgt. 

Handelt  es  sich  nur  um  die  durch  die  ständige  Belastung  ^  ber- 
Torgerufene  Querkraft  Q,  so  ersetzt  man  in  der  vorstehenden  Unter- 
suchung q  durch  g. 

106.  Qaerkraft  für  einen  dnersolmltt  K  zwischen  den  St&tsen 
C  nnd  J>,  Fig.  154.    Es  ist  nach  Gleich.  (1)  und  (2)  auf  Seite  162 

M„  —  Mc 


Q=Qo  + 


l 


und  niun  oriiiilt 


(1)  -„<?  =  „„(?o  + 

(2)  «„<?=-,-C>o  + 


M^  —  Mc 
l 

I 
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wobei  „^Qq  und  ^,^^0  die  nach  No.  76  und  78  zu  bestimmenden  Grenz- 
werte der  Querkraft  Q  für  den  Querschnitt  K  eines  einfachen  Balkens 
CD  bedeuten.  Jfx,  und  Mc  sind  die  negativen  Stützenmomente,  ihre 
Grenzwerte  ergeben  sich  bei  der  Durchführung  der  in  No.  104  be- 
schriebenen Untersuchung,  und  man  wird  natürlich  in  die  vorstehende 
Gleichung  (1)  den  kleinsten  Wert  von  Mn  und  den  größten  Wert  von 
Mc  einführen,  in  die  Gleichung  (2)  hingegen  den  größten  Wert  von 
Jij)  und  den  kleinsten  von  if^. 

Der  Einfluß  der  ständigen  Belastung  g  ist  für  sich  allein 

Mj,,  und  Mc,  sind  die  Stützenmomente  infolge  der  ständigen 
Belastung  und  Qq,  die  durch  diese  Belastung  für  den  Querschnitt  K 
eines  einfachen  Balkens  hervorgebrachte  Querkraft;  letztere  wird  nach 
No.  74  auf  Seite  130  bestimmt. 

107.  Stützenwiderstand  C,  Der  Inhalt  des  positiven  Teiles  der 
Einflußfläche  für  C  ist  mit  den  in  der  Figur  152  angegebenen  Be- 
zeichnungen (  und  wegen  BB'  =  1  — - — ) 

und  der  Inhalt  des  negativen  Teües  ist  (wegen  EE'  =  1  --^1 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

(/  +  0  (l  +  e+V)   _  e"{e-  +  r)_ 

so  erhält  man 

n.inC=g%^  —g%i  =gh'  —  qh'\ 
Infolge  der  ständigen  Belastung  allein  entsteht 

C,  =  gih'-h-'). 
h'  und  h"  lassen  sich  leicht  durch  Zeichnung  bestimmen.    Macht 

man  nämlich  in  Mg.  152  :  CZ  =  -^  (f  +  e')  und  DR  =  0"^"  ^^^  zieht 

die  Geraden  DL  und  CR^  so  schneiden  deren  Verlängerungen  auf 
den  Senkrechten  durch  A  und  F  die  Strecken  h'  und  ä"  ab. 


Digitized  by 


Google 


176  Siebenter  Abschnitt  —  §  28. 


VIL  Abschnitt. 

Der  voUwandige  Bogen  mit  drei  Gelenken. 

§  23. 
Belastung  durch  beKebig  gerichtete  Kräfte. 

108.  StfttzenwiderBt&nde.  Auf  einen  einfach  gekrümmten  Stab, 
welcher  außer  den  festen  Auflagergelenken  A  und  B  noch  ein  (in  der 
Regel  im  Scheitel  angeordnetes)  Gelenk  O  besitzt,  und  dessen  Mittel- 
linie wir,  der  kürzeren  Ausdrucksweise  wegen,  in  einer  lotrechten 
Ebene  (der  Stabebeiie)  annehmen  wollen,  mögen  beliebig  gerichtete,  in 
dieser  Ebene  liegende  Lasten  Py^^  I\^  P^  ....  wirken.  Rg.  162.  Die 
Mittelkraft  der  links  von  O  angreifenden  Lasten  sei  i?i,  diejenige  der 
Lasten  rechts  von  O  sei  iZ,;  beide  Kräfte  können  in  der  bekannten 
Weise  mit  Hilfe  von  Seilpolygonen,  welche  in  der  Fig.  162  mit  den 
beliebigen  Polen  Oj  und  0,  gezeichnet  wurden,  bestimmt  werden. 

Um  die  in  A  und  B  angreifenden  Stützenwiderstände  (Kämpfer- 
drücke)  K^  und  K^  zu  ermitteln,  nehme  man  zunächst  an,  es  seiiZ,  =  0 
und  bestimme  die  durch  R^  allein  hervorgerufenen  Kämpferdrücke  A" 
und  K'\  Am  Bogenstücke  GB  greift  jetzt  nur  K"  an.  Soll  Gleich- 
gewicht bestehen,  so  muß  die  Kraft  K"  durch  das  Gelenk  O  gehen, 
da  sich  sonst  das  Bogenstück  GB\xm  O  drehen  würde;  femer  müj^en 
sich  die  drei  Kräfte  A"',  i?j  und  K*'  in  einem  und  demselben  Punkte 
schneiden.  Verbindet  man  also  den  Punkt  Tj,  in  welchem  R^  von 
der  Geraden  BO  getroffen  wird,  mit  A^  so  gibt  AT^  die  Richtung  von 
K'  an,  und  man  erhält  nach  Ziehen  von  EL  ||  T^A  (Fig.  162  b)  und 
JL\(BO  die  von  JBj  herrührenden  Kämpferdrücke:  K'  =  LF  und 
IC'  =  JL, 

Ganz  ebenso  findet  man  diejenigen  Kämpferdrücke  K"'  und  K"'\ 
welche  im  Falle  ü^  =  0  durch  die  rechts  von  G  angreifenden  Lasten 
hervorgerufen  werden.  Man  bringt  die  Gorade  ^Ö  in  T,  mit  R^  zum 
Schnitt,  verbindet  T,  nüt  B  und  zieht  JS  \\  GA  und  HS  \\  BT^,  Man 
erhält:  K"'  =  SJ  und  K""  =  HS, 

Zeichnet  man  jetzt  das  Parallelogramm  JLOS  und  zieht  die  Ge- 
raden OF  und  HO^  so  stellt  die  Strecke  OF  nach  Größe,  Richtung 
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und  Sinn  den  Kämpferdruck  K^  vor  und  die  Strecke  HO  den  Kämpfer- 
druck Ä,;  denn  es  ist  K^  die  Mittelkraft  aus  den  in  Ä  angreifenden 
Kräften  K'  und  1C'\  während  K^  die  Mittelkraft  aus  K"  und  iT'"  ist. 


Fig.  162. 


Wegen  der  Wichtigkeit  der  vorliegenden  Aufgabe  mögen  noch 
zwei  andere  Verfahren,  K^  und  K^  zu  bestimmen,  mitgeteilt  werden. 
Das  eine  ist  in  Kg.  163  dargestellt;  die  Form  der  beiden  ebenen 
Scheiben^  aus  denen  der  Dreigelenkbogen  besteht,  ist  gleichgültig. 

Nachdem  die  Lasten  links  von  O  auf  die  bekannte  Weise  mit 
Hilfe  eines  Seilpolygons  zur  Mittelkraft  CD  vereinigt  worden  sind  und 

Müller-Breslau,  Oraphitohe  Statik.    I.  12 


Digitized  by 


Google 


178 


Siebenter  Abschnitt.  —  §  23. 


die  Lasten  rechts  von  G  zur  Mittelkraft  DE^  werden  durch  Ä  und  G 
Parallelen  zu  CD  gezogen,  welche  die  äußersten  Seiten  des  ersten  Seil- 
pol jgons  in  Ä  und  G'  schneiden,  femer  durch  G  und  B  Parallelen 
zu  DJ?,  welche  die  äußersten  Seiten  des  zweiten  Seilpolygons  in  G" 
und  B'  treffen.  Nach  Eintragung  der  Schlußlinien  s^s^  und  nach 
Ziehen  der  Geraden:  OiF\^  s^  und  O^J  ||  s^  erhält  man  in  den  Strecken 
CF  und  FD  die  zu  Ol)  parallelen,  in  A  und  G  angreifenden  Seiten- 
kräfte der  Mittelkraft  CD.  Ebenso  stellen  die  Strecken  DJ  und  JE 
die  zu  DE  parallelen,  in  G  bezw.  B  wirksamen  Seitenkräfte  der  Mittel- 
kraft DE  vor.  Man  darf  jetzt  die  beiden  Scheiben,  aus  denen  der 
Bogenti-äger  besteht,  durch  Stäbe  AG  und  BG  ersetzt  denken,  auf 
welche  nur  in  den  Knoten  Lasten  wirken.  In  G  gi-eift  die  Mittel- 
kraft jPVaus  den  beiden  Kräften  FD  und  DJ  an.  Zieht  man  FO  \\  GA 
und  JO  II  GB,  so  stellen  OF  und  JO  die  in  den  Stäben  A  G  und  G  B 


taj 


A'^- 


Fig.  163. 

hervorgerufenen  Spannkräfte  (Drücke)  vor.  Da  nun  im  Punkte  A  der 
Kämpferdruck  K^  mit  der  Spannkraft  FO  und  der  in  A  angreifenden 
Last  (F  im  Gleichgewichte  sein  muß,  so  gibt  die  Strecke  OC  nach 
Größe,    Richtung    und  Sinn    den  Kämpferdi-uck  K^   an,   und  ebenso 

findet  man,  daß  E()=  K^  ist.   Zeichnet  man  zu  den  Lasten  Pj,  Pg, 

mit  dem  Pole  O  ein  durch  den  Punkt  A  gehendes  Seilpolygon,  so  geht 
dieses  auch  durch  die  Punkte  G  und  B. 

In  Fig.  164  ist  noch  der  besondere  Fall  paralleler  Lasten  dar- 
gestellt worden.  Es  wurde  ein  Seilpolygon  A'G'B'  mit  dem  be- 
liebigen Pole  (y  gezeichnet.  Nach  Eintragung  der  Schliißlinien  ,s?^ 
und  .S2  wurden  gezogen:   0'E\\^^\   0'F\\s^;  E()\\  GA.  FO\\BG. 

Ein  drittes  Yerfahi-en  ist  schließlich  in  Fig.  165  vorgeführt  worden. 
i?i   und  Pg  sind  die  Mittelkräfte  der  auf  die  Scheiben  AG  und   GB 
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wirkenden  I^asten;  sie  wurden  in  beliebig  angenommenen  Punkten  1\ 
und  T^  in  die  Seitenkräfte  A  und  C\  B  und  D  zerlegt.    Hierauf  wurde 


fb)       C 


Fig.  164  a  u.  b. 

die  Mittelki-aft  aus   C  und  D  nach  den  Richtungen  der  Sehnen  GA 
und  GB  in  A'  und  B'  zerfällt.    Der  Kämpferdruck  iTj  muß  nun  den 


Fig.  165. 


Kräften  A  und  A'  das  Gleichgewicht  halten  und  der  Widei-stand  K^ 
den  Kräften  B  und  B\ 

12* 
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109.  Hittelkraftslinie  (Dracklinie),  Längskraft,  Qnerkraft,  Moment 
Wählt  man  nach  Bestimmung  der  Kämpferdrücke  K^  und  K^  den* 
Eckpunkt  0  (Fig.  162b)  des  Kräftepolygons  zum  Pole,  trägt  die 
Strahlen  /,  //,....  ein  imd  legt  durch  den  Punkt  A  ein  Seilpolygon, 
indem  man  der  Reihe  nach  zieht:  Aa  ||  OF-,  ab  \\  I;  bc  ||  //  u.  s.  w., 
so  gibt  die  Seilpolygonseite  ab  die  Lage  der  Mittelkraft  /  der  beiden 
Kräfte  K^  und  P^  an,  die  Polygonseite  bc  die  Lage  der  Mittelkraft  // 
von  A",,  P^  und  P,,  u.  s.  w.  Die  Polygonseite  cd  muß  durch  das  Ge- 
lenk Ö  gehen  und  die  letzte  Seite  durch  das  Gelenk  B. 

Das  Polygon  AabcdeB  wird  die  der  gegebenen  Belastung  ent- 
sprechende Mittelkraftslinie  genannt  (auch  die  Druckliniej  falls  nämlich 
sämtliche  Seilki-äfte  Drücke  sind*).  Diese  Linie  gestattet,  sofort  die 
Lage  der  Mittelkraft  der  auf  irgend  einen  Teil  des  Bogens  wirkenden 
äußeren  Kräfte  anzugeben,  während  die  Größe  und  der  Sinn  der 
gesuchten  Mittelkraft  aus  dem  Kräftepolygone  entnommen  werden 
können. 

Es  werde  nun  der  Bogen  an  irgend  einer  Stelle  durch  einen  zui* 
Mittellinie  senkrechten  Schnitt  ss  in  zwei  Teile  getrennt,  beispielsweise 

an  einer  Stelle    C  zwischen 

-^ 

fit/ 


P,  und  P3  (Kg.  162  u.  166). 
Links  von  C  wirken  die 
äußeren  Kräfte  K^^  P^,  P,. 
Ihre  Mittelkraft  wird  durch 
den  Strahl  //  dargestellt; 
sie  wirkt  im  Sinne  Ol) 
(Fig.  162  b),  fällt  mit  der 
Seilpolygonseite  //  zusam- 
men und  möge  die  Größe  D 
haben.  Wird  die  Kraft 
0D  =  D  in  zwei  Seiten- 
kräfte ED  =  K  und  OE  ==  Q  zerlegt^  welche  senkrecht  und  parallel 
zu  SS  wirken,  so  ist  N  die  Längskraft  und  Q  die  Qiierkraft  für  den 
Querschnitt  G 

Hat  N  von  dem  Schwerpunkte  m  des  fraglichen  Querschnitts  den 
Abstand  f  so  ist  das  Biegungsnioynent  für  diesen  Querschnitt 

M=Nf 

Unter  der  Voraussetzung,  daß  D  die  Mittelkraft  der  am  Unken 
Bogenteile  {AC)  angreifenden  äußeren  Kräfte  ist,  setzen  wir 
M  positiv,  sobald  D  rechts  um  m  dreht. 


Fig.  166. 


♦)  Vergleiche  Seite  8. 
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Q  positiv,  sobald  es  von  der  hohlen  nach  der  erhabenen  Seite 

des  Bogens  wirkt,*) 
N  positiv,  sobald  es  das  Bestreben  hat,  den  Teil  ^  C  an  den 

Teil  CB  anzudrücken. 

In  Figur  162  u.  166  sind  M  und  N  an  der  Stelle  C  positiv,  hin- 
gegen ist  Q  negativ.  Schneidet  die  Drucklinie  die  Mittellinie  des  Bogens, 
so  ist  an  der  Schnittstelle  i¥=0.  In  Rg.  162  ist  für  alle  Quer- 
schnitte zwischen  A  und  G  das  Moment  M  positiv  und  für  alle  Quer- 
schnitte zwischen  G  und  B  negativ. 

110.  Spannungen;  Einfühnuig  der  Kernlinien.'  Durch  das  Mo- 
ment M  und  die  Läugskraft  N  werden  im  Querschnitte  des  Bogens 
Xormalspannungen  a  heiTorgenifen,  während  die  Querkraft  Q  Schub- 
spannungen erzeugt;  letztere  dürfen  stets  vernachlässigt  werden,  und 
füi'  die  ersteren  gelten  mit  hinreichender  Annäherung  die  im  Ab- 
schnitte ///  für  den  geraden  Stab  abgeleiteten  Formeln.  Vorausgesetzt 
ist  hierbei,  daß  der  Querschnitt  eine  im  Verhälfcais  zum  Krümmungs- 
halbmesser der  Bogen-Mittellinie  geringe  Höhe  besitzt  und  daß  der  Stab 
in  Bezug  auf  die  durch  seine  Mittellinie  gelegte  Ebene  symmetrisch  ist, 
Bedingungen,  welche  bei  den  im  Hochbau  und  Brückenbau  zu  be- 
handelnden ebenen  Bogenträgem  stets  erfüllt  sind. 
Bedeuten  nun 

F  und  J  den  Inhalt  und  das  auf  die  wagerechte  Schwerachse 
des  Querschnitts  bezogene  Trägheitsmoment  des  Querschnitts, 
ßj  und  e,  die  Abstände  des  untersten  und  des  obersten  Quer- 
schnittspunktes (X,  u.  Xj)  von  jener  Schwerachse,  (Fig.  166  b), 
so  ergeben  sich  nach  Gleich.  17  Seite  62  für  die  Spannungen  c^  und  a^ 
in  den  Punkten  L^  und  L,  die  Werte 


(1) 

und  mit  den  Bezeichnungen 

(2) 

M 

W^  und  W^  nennt  man  die  Widerstandsmo)nente  des  Querschnitts. 


*)  Ist  />  die  Mittelkraft  der  rechts  von  C  wirksamen  äußeren  Kräfte,  so  ist 
das  links  drehende  Moment  M  positiv,  desgleichen  die  nach  der  hohlen  Seite  des 
Bogens  gerichtete  Querteift. 
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Meistens  ist  es  vorteiUiaft,  die  Kenihalbmesser  (s.  Gleich.  2  auf 
Seite  78j 

(3)     *,  =  -J^-  =  i^  und  t,=  -^^,=i^ 

einzuführen.  Trägt  man  diese  Halbmesser  vom  Querschnittsschwer- 
punkte m  aus  auf  der  Senkrechten  zur  Bogenachse  ab,  indem  man 
mk^  =  k^  und  ynk^  =  k^  macht,  so  erhält  man  die  Kernpunkte  k^  und  k^, 
welche  wir  stets  mit  denselben  Buchstaben  bezeichnen  wollen,  wie  die 
entsprechenden  Kernhalbmesser. 

Hat  N  von  diesen  Punkten  die  Entfernungen  /i  und  /g,  so  erhält 
man  nach  Gleich.  5  auf  Seite  79  für  die  Spannungen  öj  und  ö,  die 
übei-sichtlichen  Formeln 

wobei  Jtf,  und  Jf,  die  auf  die  Kernpunkte  k^  und  k^  bezogenen  An- 
griffsmomente  bedeuten. 

Die  geometrischen  örter  der  Punkte  k^  und  k^  nennt  man  die 
Kernlinien;  ihre  Einführung  bei  der  Ermittelung  der  Spannungen  er- 
leichtert die  Untersuchung  der  gefährlichsten  Belastungsweisen  ganz 

außerordentlich,    setzt    aber    voraus,    daß    die    Werte  A,  =  -=— und 

*       Fe^ 

k^  =  -y,—  mit  Hilfe  von    überschläglichen   Berechnungen   festgestellt 

worden  sind.  Wie  dies  zu  geschehen  hat,  soll  am  Ende  dieses  Ab- 
schnitts auseinandergesetzt  werden. 

§  24. 

Belastung  durch  senkrechte  Kräfte. 

a.  Momente  und  Quericräfte  infolge  beliebiger  Belastung. 

111.  Momente.  Die  Kämpferdrücke  eines  durch  irgend  welche 
senkrechte  Lasten  beanspruchten  Bogenträgers  AGB  (Mg.  167)  seien 
in  die  senkrechten  Seitenkräfte  A  und  B  und  in  die  entgegengesetzt 
gleichen,  nach  der  Richtung  der  Verbindungslinie  AB  der  Kämpfer- 
gelenke wirkenden  Seitenkräfte  H'  zerlegt;  sodann  sei  gesetzt 

(1)     ir  cos  a  =  H, 

wobei  a  den  Neigungswinkel  der  AB  gegen  die  Wagerechte  bedeutet 
Man  nennt  H  den  Horixontalschub  des  Bogens.*) 


*)  Die  Bezeichnung  paßt   eigentlich   nur  für  die  wagerechte  Seitenkraft  des 
vom  Bogen  auf  das  Widerlager  ausgeübten  Druckes. 
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Wird  zunächst  H'  =  0  angenommen,  so  läßt  sich  das  Moment 
für  irgend  einen  Querschnitts-Kernpimkt  fc,  gleichgültig  ob  der  oberen 
oder  der  unteren  Kernlinie  angeJwrend,  in  derselben  Weise  bestimmen, 
wie  das  Moment  für  den  Querechnitt  eines  einfachen  Balkens.  Man 
zeichnet  mit  dem  beliebigen  Pole  0^  ein  Seilpolygon  /  II III .  .  .  .  , 
trägt  die  Schlußlinie  ab  ein,  mißt  auf  der  Senkrechten  durch  k  die 
Ordinate  C7i  des  Seilpolygons  und  multipliziert  diese  mit  der  Polweite  §. 
Das  Pi'odukt  ^cn  ist  das  gesuchte  Moment;  wir  bezeichnen  es 
mit  J/ß^fc. 


Fig.  167. 


Treten  nun  die  beiden  Kräfte  H'  hinzu,  welche  in  Bezug  auf  k 
am  Hebelarme  y*  cos  a  angreifen,  wobei  y^  den  in  senkrechter  Richtung 
geniessenen  Abstand  des  Punktes  k  von  der  Geraden  AB  bedeutet, 
so  entsteht  das  Moment 

Jf*  =  Mqi,  —  H'yj,  cos  a 
(2)     M,  =  M,,-Hy,, 
Für  den  Punkt  G  erhält  man  mit  den  in  die  Mg.  167  eingetragenen 
Bezeichnungen  f  und  h 

und  hieraus  folgt,  da  3fo  =  0  sein  muß,  die  wichtige  Gleichung 
(3)     H=^Y  =  ^' 
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Legt  man  durch  den  Pol  O,  zur  Schlußlinie  ab  eine  Parallele  a\ 
welche  den  Kräftezug  FJin  R  schneidet,  so  ist  (nach  Xo.  67  Seite  123) 
J{F=  A  und  JR  =  B.  Zieht  man  von  R  aus  eine  Parallele  zvl  AB 
und  bestimmt  auf  derselben  einen  Punkt  O  im  wagerechten  Abstände  H 
von  FJ.  so  stellt  die  Strecke  ifO  die  Kraft  IT  vor,  und  man  erhält 
nun:  ~OF=K^,  J~Ö  =  K^.  Der  Punkt  O  ist  der  Pol  der  durch  die 
drei  Punkte  A^  Ö,  B  gehenden  Mittelkraftslinie.  Will  man  die  Lage  des 
Poles  0  durch  Zeichnung  finden,  so  trage  man  auf  der  Verlängerung 
von  FJ  die  Strecken  Uf=h  und  rr=/"  ab,  mache  STW±_  UV. 
hierauf  TW=^  und  ziehe  schließlieh  US  ||  VW.    Man  erhält  dann 

ST  =z^  —  =  H.     Hätte  man  ^  =  f  gemacht,  so  würde  man  H  =  h 

erhalten. 

Nach  Bestimmung  des  Poles  O  könnte  man  die  Mittelkraftslinie 
zeichnen  und  das  Moment  M^  nach  dem  im  §  23  angegebenen  Ver- 
fahren ermitteln.  Häufig  verdient  jedoch  der  folgende  Weg  den  Vorzug. 
Man  bilde  aus  (2)  und  (3)  die  Gleichung 

ziehe  die  Geraden  BOE  und  bge^  deren  erstere  die  Gerade  Ak  in  E 
trifft,  bringe  die  Gerade  bge  mit  der  Senkrechten  durch  ^  in  e  zum 
Schnitt   und   verbinde  a  mit  e   durch   eine  Gerade,   welche  die  Ver- 

längening  von  cn  in  n  schneidet  Es  ist  dann:  -^  =  ^,  mithin 
h—^=icn    und,  wenn  die  Strecke  7in^=i\  gesetzt  wird 

(4)     Jffc  =  §  (cn  —  cn')  =  —  |)ii. 

Das  Moment  Mj,  ist  negativ  oder  positiv,  je  nachdem  n  miterhaJb 
(wie  in  Fig.  167)  oder  oberhalb  des  hängenden  Seilpolygons  agb  liegt 
Für  ip  wird  man  natürlich  einen  runden  Wert  wählen. 

An  die  allgemeine  Bestimmung  von  Jf*  schließen  wir  noch  eine 
für  die  Folge  sehr  wichtige  Untersuchung  an,  indem  wir  das  Moment 
Mt,  für  den  Fall  angeben,  daß  alle  Lasten  rechts  von  E  verschwinden. 
Es  ist  dann  die  Seite  IV  die  letzte  Seite  des  Seilpolygons;  ihr  Schnitt- 
punkt b'  mit  der  Senkrechten  durch  B  tritt  an  die  Stelle  von  6, 
während  g  zu  eisetzen  ist  durch  g\  femer  e  durch  e'  und  n  durch  n". 
Man  erhält 

und  dieses  Moment  stimmt  mit  dem  Momente  für  den  Querschnitt  k 


Digitized  by 


Google 


DreigelenkbogeD.    Mittelkraftslinie. 


185 


eines  einfachen  Balkens  AE  überein,  auf  welchen  die  Lasten  P,,  P,^ 
Pg  wirken.  Die  Gerade  ae'  ist  die  Schlußlinie  für  den  Balken  AK 
Bei  der  Anwendung  der  Gleichung  (4)  wird  im  Falle  einer 
stetigen  Belastung  und  zuweilen  auch  bei  Einzellasten  ein  Fehler 
begangen,  der  allerdings  unwesentlich  ist  und  daher  rührt,  daß  im 
allgemeinen  nicht  sämtliche  links  vom  Kern- 
punkte k  wirkenden  Lasten  auch  links  von 
dem  fraglichen  Bogenquerschnitte  C  liegen. 
In  der  Figur  168  bedeutet  die  krumme  Linie 
edg  die  Drucklinie;  o  und  u  sind  Punkte 
der  Oberfläche  des  Bogens.  Der  durch  den 
Bogen  und  durch  dessen  Belastung  geführte 
Schnitt  dou  ist  von  d  bis  o  senkrecht,  von 
hier  ab  rechtwinklig  zur  Mittellinie  des  Bogens. 
Die  in  d  an  die  Drucklinie  gelegte  Tangente 
gibt  die  Lage  der  Mittelkraft  der  links  vom 
Schnitte  dotc  auf  den  Bogen  wirkenden  äußeren 
Kräfte  an;  sie  schneidet  den  Querschnitt  im 
Punkte  s,  dessen  Abstand  vom  Kernpunkte  Ä- 
(der   in  der  Fig.  168   der  unteren  Kernlinie  Fig.  i68. 

angehört)  =  /i  sei.     Man   findet   dann  Mj,  = 

y^fht  wo  N  die  Längskraft,  d.  h.  die  zu  oti  senkrechte  Seitenkraft 
von  D  ist;  vergl.  §  23.  Will  man  zur  Bestimmung  von  ilf^  die  mit 
der  Pol  weite  ^  zur  Belastung  gezeichnete  Seillinie  a'rb'  benutzen, 
so  bringe  man  die  Senkrechte  durch  d  mit  der  SeiUinie  in  r  zum 
Schnitt,  lege  in  r  an  die  Seillinie  eine  Tangente,  welche  die  Senk- 
rechte   durch   k   in   n   schneidet,    um  dann  zu  finden:    MQi,  =  ^cn^ 

worauf  sich  schließlich  Mj^  =  ^lcn  —  *-^}  ergibt. 

Man  umgeht  nun  alle  überflüssigen  Feinheiten,  wenn  man  durch 
den  Bogen  nur  senkrechte  Schnitte  dou  führt, 
und  die  Momente  Jiin  imd  Mj^  für  die  auf  diesen 
Schnitten  liegenden  Kernpunkte  k^  und  k^  mit 
Hilfe  der  Gleichung  (4)  bestimmt,  d.  h.  imter  /^, 
wie  in  Fig.  167,  den  senkrecht  unter  dem  frag- 
lichen Kernpunkte  liegenden  Pimkt  des  mit  der 
Polweite  ^  gezeichneten  Seilpolygons  versteht. 
Aus  den  Momenten  Mj,^  und  Mj^  findet  man 
dann  (genügend  genau)  mit  HUfe  der  Gleichungen 
(4)  auf  Seite  182  die  Spannungen  c^  und  a^  für 
die  in  der  Figur  169  mit  7  und  II  bezeichneten  Querschnitte. 

112.    Qnerkräfte.    Um  die  Querkraft  Q  für  den  Querschnitt  C  in 
Pig.  167  zu  finden,   hat   man   nur  nötig,    die    durch  den  Strahl  OD 


Fig.  169. 
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nach  Größe,  Eichtuug  und  Sinn  dargestellte  Mittelkraft  der  links  von  C 
wirksamen  äußeren  Kräfte  J,  P,,  P,  in  die  Seitenkräfte  ED  1|  tt  und 
OE_\Jt  zu  zerlegen,  wobei  tt  die  im  Schwerpunkte  m  des  fragliehen 
Querschnitts  an  die  Bogenmittellinie  gelegte  Tangente  bezeichnet 
Man  kann  aber  Q  noch  in  einer  anderen  Form  darstellen. 
Bezeichnet  man  nämlich  den  Neigungswinkel  der  Tangente  ti 
gegen  die  Wagerechte  mit  9  und  projiziert  im  Kräfteplane  die 
Strecken  ~OR  =  H'  und  RB=A~P^  —  P^  auf  die  Richtung  OE. 
so  findet  man: 

~ÖE=:RDcos  9  —  ÖP  sin  (9— a)=(^— Pj— P^)  cos  9— iT  sin  (9— a) 
und  wenn  man  mit 

Q^=A-P,-P, 
die   Querki'aft   für    den   Querechnitt   k   eines    durch    die   Kräfte  Pj, 
Pj  .  .  . .  belasteten  einfachen  Balkens  AB  bezeichnet, 
(5)     Q=  Q^cos^f  —  H'  sin  (9  —  a). 
Mit  Hilfe   dieser  Gleichung  werden  wir   später   die  Einflußlinie 
für  die  Querkraft  Q  ermitteln. 

b.  Stutzenwiderstände  und  Kämpferdrucklinie. 

113.  Einflußlinie  Mr  Ä    Mg.  170.    Aus  der  auf  Seite  183  ab- 

M 

geleiteten  Gleichung:  H= — ^  folgt,  daß  man  die  Einflußlinie  für 

den  Horizontalschub  H  erhält,  indem  man  die  Ordinaten  der  Einfluß- 


Fig.  170. 


Fig.  171. 


linie  des  Momentes  M^^  für  den  Querschnitt  O'  des  einfachen 
Balkens  AB'  durch  f  dividiert.  Das  Dreieck  A'DB\  dessen  Spitze  D 
auf  der  Senkrechten  durch  G  liegt,  würde  nach  No.  77  die  Einfluß- 
fläche für  Mqq  sein,  wenn  Ä'J=  w  wäre,  wobei  J  der  Schnittpunkt 
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der  Geraden  DB'  niit  der  Senkrechten  durch  A  ist,  und  w  den  Ab- 
stand des  Gelenkes  O  von  der  linken  Auflagersenkrechten  bedeutet. 

Macht  man  also  ÄJ=i-j,  so  ist  das  Dreieck  ABB'  die  Einfluß- 
fläche für  Ä  Der  Einzellast  P  entspricht:  Ä=  P\  Bei  mittelbarer 
Belastung  setzt  die  Fig.  170  voraus,  daJß  über  jedem  der  drei  Gelenke 
J,  -B,  O  ein  Querträger  liegt;  ist  dies  nicht  der  Fall,  so  entsteht  die 
in  der  Fig.  171  dargestellte  Eiuflußfläche,  denn  zwischen  je  zwei  Quer- 
trägem ist  die  Einflußlinie  eine  Gerade.*)  In  den  folgenden  Entwick- 
lungen setzen  iHr  voraus,  daß  senkrecht  über  den  Gelenken  A,  B,  G 
Querträger  angeordnet  sind. 

114.  Die  Eämpferdracklinie.  Ist  nur  eine  Last  P  vorhanden, 
so  schneiden  sich  die  beiden  Kämpferdrücke  in  einem  auf  der  Kichtungs- 
linie  von  P  gelegenen  Punkte  &  Bewegt  sich  P  von  A  nach  JB,  so 
beschreibt  der  Punkt  S  die  gebrochene  Linie  TGR^  welche  aus  den 
Yerlängerungen  TG  und  GR  der  Geraden  BG  und  AG  besteht. 

Es  folgt  dies  ohne  weiteres  aus  der  Untei-suchung  auf  Seite  114; 
vergl.  auch  Fig.  104.  Die  Linie  TGR  nennt  man  die  Kämpferdruek- 
Unie  des  Bogens  AGB;  sie  wurde  zu  gleicher  Zeit  von  Fränkel  und 
Winkler  in  die  Bogentheorie  eingeführt 


115.  StntzenwlderstäJide  A,  B 
Belastung.  Auf  den  Bogen  möge 
wirken,  welche  =2?  für  die  Längen- 
einheit der  wagerecht  gemessenen 
Stützweite  l=:i  w  -^  w'  ist  und 
von  B  aus  die  Strecke  b  bedeckt 
(Fig.  172).  Aus  der  auf  das  Ge- 
lenk B  als  Drehpunkt  bezogenen 
Momentengleichung 

Al—pb^  =0  folgt 


und  H  infolge  gleiehmäfiiger 

eine    gleichmäßige    Belastung 


(6) 


A  = 


21' 


Trägt  man  diesen  Wert  unter 
dem  Endpunkte  E  der  belasteten 
Strecke  von  einer  Wagerechten  ^'JB' 
aus  als  Ordinate  auf,  so  liegt 
deren  Endpunkt  auf  einer  Parabel 
B'LD  mit  senkrechter  Achse  und 


Fig.  172. 


*)  Yergl.  die  ähnlichen  Untersuchungen  auf  Seite  135. 
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mit  dem  Scheitel  B'\    diese  Parabel   besitzt  an  der  Stelle  6  =  /  die 

pi 


Ordinate  Ä'D  =  ^-  und  stimmt  daher  mit  der  in  der  Fig.  120  dar- 
gestellten Parabel  B'D  überein.  Nun  findet  man  für  den  Belastungs- 
fall (1)  in  der  Figur  172:  A  =  A^,  für  den  Belastungsfall  (2): 
A  =  A^  und  für  den  Fall  (3):  A^=iA^ — A^.  Ganz  ebenso  wird 
die  Auflagerkraft  B  ermittelt;  die  -B-Parabel  ist  das  Spiegelbild  der 
u4-ParabeL 

Den  Stützenwiderstand  H  bestimmen  wir  mit  Hilfe  der  Gleichung 

M 

H  =  ^^-4^,  bezeichnen  mit  tv  und  w'  die  Abstände  des  Gelenkes  O  von 

den  Auflagersenkrechten  imd  finden  im  Falle  b<^w'  (Belastungsfall  1): 

Jfoö  =  A^v  =  ^-^f-^  mithm  H^  =  -^if- 

Wird  H^  von  der  Geraden  AB'  aus  und  unter  dem  Lastende  E^ 
als  Ordinate  aufgetragen,  so  liegt  deren  Endpunkt  auf  einer  Parabel 
B'F  mit  senkrechter  Achse,  deren  Scheitel  B'  ist  imd  welche  für  6  =  w' 

die  Ordinate  G'F  =  ^-.-  -7-  besitzt;    sie  wird    nach  demselben  Ver- 

fahren  gezeichnet  wie  die  Parabel  B'B, 

Im  Falle  gänzlicher  Belastung  (6  =  V)  entsteht  für  den  Querschnitt  G 

eines  einfachen  Balkens  AB  das  Moment  3/00  =  ^-^ —  (nach  S.  135), 

'O  w  w 
femer  der  Horizontalschub  /?=  -"^7—  und  hieraus  folgt,  daß  dem  Be- 

lastungsfalle  (2)  entspricht 

-^ ptvtr'      pa^iv' 

u  i*   "W*  

wobei  -  „77-  den  Wert  von  H  für  den  Fall  einer  ausschließlichen  Be- 
lastung  der  Strecke  a   bedeutet.     Zieht  man  also  die  Gerade  Ä'  G" 

parallel  zur  A'B'  und  zwar  im  Abstände  Ö'ff"  =  — — -^  und  zeichnet 

//       ' 
hierauf   die  Parabel  A''F^    deren  Scheitel  bei  A"  liegt,   deren  Achse 

senkrecht  ist  imd  welche  daher  ebenso  gefunden  wird  wie  die  Parabeln 

B'D  und  B'F^  so  ist  die  unter  E^  gemessene  Ordinate  derselben  gleich 

dem    durch  den  Belastungsfall  (2)    hervorgeinifenen  Horizontalschub. 

Dem  Belastungsfalle  (3)  entspricht:  H^  =  H^  —  H^. 

Um  nach  Aufzeichnung  der  J^-Parabel  die  Punkte  F  und  A''  der 

/jT-Parabeln  schnell  zu  finden,  bringe  man  die  Senkrechte  durch  G  in 

L  und  R  mit  der  Parabel  DB'  imd  der  Geraden  DB'  zum  Schnitt, 
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ti^e  Ä'J=f  SLui,  ziehe  LT\\  O'J  und  RS\\  G'J  und  mache  Ö'Ö" 
=  G'S  femer  G'F=  O'T,  Daß  die  so  gefundenen  Strecken  G'O'' 
und  G'F  die  oben  vorgeschriebenen  Werte  haben,    ist   leicht  nach- 


zuweisen; man  beachte  daß  G'L  = 


ist. 


116.  Stfttzenwlderstände  A,  B  und  H  Infolge  eines  verseMeb- 
baren  Zuges  von  Einzellasten.  Fig.  173.  Die  Auflagerkraft  A^ 
weiche  ein  von  B  aus  vorgeschobener  lÄStenzug  hervorruft,  ist  nach 
Xo.  75  gleich  der  senkrecht  unter  der  ersten  Last  Pj  gemessenen 
Ordinate  ca  eines  Seilpolygons,  das  mit  der  Polweite  /  (Pol  0)  zu 
einem  Lastenzuge  gezeichnet  worden  ist,  der  von  A  aus  bis  B  vor- 
gerückt ist  Wir  nannten  dieses  Seilpolygon  das  ^-Polygon  (vergl. 
Tafel  I,  Kg.  126). 

Um  H  zu  finden,  bezeichnen  wir  die  Abstände  der  Lasten  Pj,  Pj 

vom  Gelenke  ff  mit  c,,  c,  .  .  .  .  ,  bestimmen  zunächst  ifoö  = -4 w;  —  SPc, 
wobei  sich  das  Zeichen  2  nur  auf  die  Lasten  links  von  ff  bezieht, 
und  erhalten  hieraus 

,_Mqo_Aiv       2Pc 


H- 


f 


e       A 


u^ 


15--"^ 


P       P       P 
^        i         1 


Fig.  173. 

Zeichnet  man  nun  für  einen  von  A  aus  bis  zur  Senkrecliten  durch 
Cr  vorgeschobenen  Lastenzug  ein  (in  der  Fig.  173  stiichpunktiertes)  Seil- 
polygon r^  ir .  ,  ,  .  j  dessen  erste  Ecke  mit  ff'  zusammenfällt,  und  wählt 
die  Polweite  =  /J  so  ist  die  senkrecht  unter  E  gemessene  Ordinate  dieses 


Digitized  by 


Google 


190  Siebenter  Abschnitt.  —  §  24. 

Polygons:    eb^=     ^  (vergl.  Seite  20).    Macht  man  also  auf  der  linken 

Auflager-Senkrechten:    A'J=f,   zieht   die  Gerade  ö'J  und   hierauf 

ae  II  ö'J,  so  erhält  man  ce'=  A^r  und,  nach  Auftragen  von  cd=  ce^ 

den  Horizontalschub:  H=dL 

Solange  die  erste  Last  des  von  B  aus  vorgeschobenen  Zuges  rechts 

von  (r  liegt,  ist  natürlich  H=A—' 

Es  kami  auch  vorkommen,  daß  die  Kräfte  A  und  H  für  einen 
von  B  aus  vorgeschobenen  Lastenzug  ermittelt  werden  müssen,  der 
küi-zer  ist  als  der  bei  Aufzeichnung  des  Seilpolygons  angenommene,  von 
A  bis  B  reichende.  Ständen  beispielsweise  in  Rg.  173  nur  die  Lasten 
P,  bis  I\  auf  dem  Träger,  so  wäre  die  Seite  IV  die  letzte  Seite  des 
^-Polygons,  ihr  Schnittpunkt  a'  mit  der  Senkrechten  durch  E  müßte 
an  die  Stelle  von  a  treten,  und  man  würde  erhalten 

A  =  ea';     H  =  A-p rh  =  ca'  -^ cb. 

Der  Wert  H  wird  wie  vorhin  durch  Zeichnung  bestimmt 
Endlich  kann  es  auch  nötig  werden,  den  Pimkt  h  ebenfalls  durch 
einen  tiefer  gelegenen  Punkt  b'  zu  ersetzen,  sobald  nämlich  der  zwischen 
E  und  G  stehende  Lastenzug  kürzer  ist  als  der  in  entgegengesetzter 
Kichtung  zwischen  E  und  G'  gezeichnete.  Ständen  z.  B.  nur  P^  und  I\ 
auf  dem  Träger,  so  müßte  an  die  Stelle  von  b  der  Schnittpunkt  b'  der 
Polygonseite  Iir  mit  der  Senkrechten  cb  treten;  a'  müßte  dann  auf 
der  verlängerten  Seite  IJI  angenommen  werden. 

Werden  die  am  rechten  Auflager  durch  einen  von  .4  nach  B  vor- 
rückenden Lastenzug  hervorgerufenen  "VVidei-stände  B  und  H  gesucht, 
so  betrachte  man  das  Spiegelbild  des  Trägei-s  und  wiederhole  die  so- 
eben beschriebenen  Konstruktionen.  Das  J3-Polygon  ist  das  Spiegel- 
bild des  yl-Polygons. 

c.  Grenzwerte  der  Momente  ilT^. 

117.  Einflußlinie  für  ilf*.  Irgeiul  einem  Kernpunkte  k  entspricht 
nach  Seite  183  ((bleich.  2) 

wobei  ^^Q^,  das  Moment  für  den  senkrecht  unter  k  gelegenen  Quer- 
schnitt r'  eines  einfachen  Balkens  Jß'  (Fig.  174)  bedeutet  Die  Ein- 
flußlinie» für  Mf,  ist  bei  unniitteUmrer  Iklasinng  nach  No.  77,  Seite  134, 
ein  Dreieck  ACB\  dessen  Spitze  ('  auf  der  Senkrechten  durch  C  liegt 
und  dessen  Seite  P'6'auf  der  linken  Auflagersenkrechten  die  Strecke 
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AJ=x  abschneidet  Subti-ahiert  man  nun  von  dieser  Jfot-Fläche 
die  i/^fc-Häche,  so  erhält  man  die  Jf^-Fläche.  Die  Hi/i^-Yläche  ist 
ebenso  wie  die  in  No.  113  dargestellte  fi-Fläche  ein  Dreieck  {ÄDB'\ 
dessen  Spitze  (D)  auf  der  Senkrechten  durch  O  hegt.  Die  Seite  AD 
sehneidet  die  Gerade  JB'  auf  der  Senkrechten  durch  den  Schnitt- 
punkt E  der  Geraden  BO  und  uik;  denn  eine  durch  jST  gehende 
Einzellast  erzeugt  einen  in  die  Gerade  AkE  fallenden  Kämpferdruck 
und  verursacht  daher  das  Moment  Mj,  =  0.     Hieraus  folgt,  daß  bei 


Fig.  174. 

unmittelbarer  Belastung  das  Dreieck  ACE'  die  positive  und  das 
Dreieck  E'DB'  die  negative  Einflußfläche  für  M^  ist.  Man  kann 
diese  Figuren  noch  etwas  zweckmäßiger  anordnen,  indem  man  nach 
Auftragen  von  ÄJ=^x  (Fig.  174  c)  die  Gerade  JD  durch  den  senk- 
i*echt  unter  E  gelegenen  Punkt  E'  der  Wagerechten  A'B'  zieht, 
hierauf  D  mit  ii'  verbindet  und  die  Gerade  ÄC  einti'ägt. 

Wird    die  Belastung   durch    Queiiräger   übertragen  und  liegt  k 
zwischen  zwei  Knotenpunkten  i<\  und  i',,  so  ist  noch  die  Gerade  L^L^ 
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zu  ziehen,  deren  Endpunkte  in  der  Fig.  174b  auf  ^C  und  JB'  und 
in  der  Fig.  174c  auf  A'C  und  JI)  liegen.    Es  entstehen  die  in  jenen 

Figuren  schraffierten  Ein- 
I  M      1  ,   .     M  flußflächen.    Fig.  175  setzt 

I  j  I      II  ^  ^  ^  voraus,  daß  k  und  E  in 

^■^ — ^-^^^1^= — — »^ »         demselben    Felde    liegen, 

ein  Fall,  der  in  der 
Regel  nur  in  dem  Felde 
neben  dem  Gelenke  G 
vorkommt.  Es  fällt  dann 
Lj  mit  D  zusammen; 
die  Senkrechte  durch  E 
ist  nicht  mehr  Belastungs- 
scheide. 

118.  Grenzwerte  Yon 
My  infolge  gleichförmiger 
ständiger  und  verSuder- 
lioher  Belastung.  Es  sei 
zunächst  mittelbare  Be- 
lastung vorausgesetzt  und  der  ganze  Ti-äger  gleichmäßig  mit  q 
f.  d.    Längeneinheit    belastet    gedacht,    Fig.   176.      Die    Knotenlasten 

sind,    wenn   die  Fel- 
der   die    Längen 


Fig.  175. 


Äj,    Xj 


haben : 


Fig.  17H. 


Q.  =  kq  (Xi  +  x,); 

^2  =  i9  a, +  X,); 
.  .  .  .  ;  sie  werden 
bei  ungleichen  Feld- 
längen      zweckmäßig 

durch    Zeichnung 
bestimmt    Dazu  wird, 
von    einer   beliebigen 

Wagerechten  AB' 
aus,  auf  der  Senk- 
rechten durch  A  die 
Last  ÄC=ql  auf- 
getragen, die  Gerade 
CB'  gezogen  und 
durch  den  Mittel- 
punkt jedes  Feldes 
eine  Parallele  zur  CB' 


gelegt    Diese  Parallelen  schneiden  auf  der  Geraden  A'C  die  gesuchten 
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Kräfte  Oi,  ö^  •  •  •  •  *^?  ^^^  welche  nun  mit  dem  beliebigen  Pole  0  (Pol- 
weite ^)  ein  Seilpolygon  agb  gezeichnet  wird,  mit  dessen  Hilfe  die 
Grenzwerte  von  Mj,  ermittelt  werden  können.  Dazu  bestimme  man  die 
Belastungsscheide  E^  bringe  die  Senkrechte  durch  i?  in  e  und  e  mit 
dem  Seilpolygon  und  der  Geraden  bg  zum  Schnitt  und  ziehe  die 
Geraden  ae  imd  ae\  welche  die  Senkrechte  durch  k  in  n"  und  n 
schneiden  mögen.  Setzt  man  nn'  =  tJj  und  nn"  =  t),,  wo  n  den 
senkrecht  unter  k  gelegenen  Punkt  des  Seilpolygons  bedeutet,  so  er- 
hält man  nach  No.  111  den  Einfluß  der  links  von  E  angreifenden 
Lasten  {Q^  u.  Q^)  auf  das  gesuchte  Moment 

Jf^  =  ^7)j  und  den  Einfluß  sämtlicher  Lasten: 

M^  =  —  i^nn'  =  —  §  (tIj  —  y),). 
Hieraus  folgt,  daß  die  rechts  von  E  gelegenen  Lasten  {Q^  bis  Q^) 
das  Moment  Jlf»  =  —  ^  (yii  —  'fli)  —  §%  =  —  §'*li  hervorbringen. 
Will  man  nun  «.«.Jf*  haben,  so  belaste  man  jeden  Knotenpunkt  m  links 
von  E  mit  Qm  =  ^q  {\h  -^  K»-fi)  (wo  m  eine  beliebige  Ordnungs- 
ziffer), hingegen  jeden  Knotenpunkt  rechts  von  E  nur  idit  6^  =  ^y 
()^« +  ^m-fi),  multipliziere  also  beispielsweise  in  dem  in  Fig.  176  dar- 
gestellten Falle  die  Lasten  ^3,  Ö4,  Q5  iiiit  --    Man  erhält  dann 

und  hiemuf,  indem  man  links  von  E  Lasten  G  und  rechts  von  E 
Lasten  Q  annimmt 


.^>^  =  ^(^^2-'^i)' 


Die  Multiplikation  mit  —  erfolgt  am  zweckmäßigsten  mit  Hilfe  eines  "Winkels, 
ff 

dessen  Sinus  gleich    -  ist.  Yergl.  Fig.  176a,  in  der  ^BCein  rechtwinkliges  Dreieck 
9 

ist  in  welchem  sich  verhält:  AB:  BC  =  g:q.  Macht  man  DC  =  %  so  ist  das  Lot 

DE  von  D  auf  ^C  gleich  —  t).    Man  hat  übrigens  nicht  nötig,  das  Lot  zu  zeichnen, 

9 
kann  vielmehr  DE  messen,  indem  man  mit  dem  Zirkel  um  D  einen  kleinen  Erei.s- 
bogen  beschreibt,  welcher  AC  berührt. 

Die  mit  Hilfe  des  beschriebenen  Verfahrens  erhaltenen  Grenz- 
werte von  Mj,  sind  etwas  größer  als  die  in  Wirklichkeit  auftretenden. 
Man  vergleiche  hierüber  die  auf  Seite  118  au  den  Belastungsfall  in 
Fig.  109  geknüpften  Bemerkungen.  Das  Verfahren  ist  auch  dann 
brauchbar,  wenn  die  Gelenke  AGB  (wie  in  der  Fig.  171)  nicht  senk- 
recht unter  Querträgem  liegen. 

Mfiller-BresUu,  Qrapbischc  SUtik.    I.  13 
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Bei  füfffuffelharer  Bela^stung  tritt  in  der  Fig.  176  an  die  Stelle 
des  Seilpolygons  die  einbeschriebene  Seillinie,  oder,  wenn  die  Polweite 
ip  =zz  1  gewählt  wird,    eine  über  der  Stützweite  /  errichtete  Parabel, 

deren  Pfeil  =  '      ist.   Vergl.  Seite  135  und  Fig.  124.   Man  erhält  dann 

o 

die  genauen  Grenzwerte  „^3/*,  ,^3/^.  Beschränkt  man  sich  nun  darauf, 
die  Momente  für  die  in  den  Senkrechten  durch  die  Querträger  ge- 
legenen Kernpunkte  k  zu  berechnen,  so  darf  man  stets  unmittelbai-e 
Belastung  annehmen,  weil  für  diese  Punkte  die  Momente  für  mittel- 
bare und  unmittelbare  Belastung  übereinstimmen.  Dabei  wird  natür- 
lich vorausgesetzt,  daß  über  den  Gelenken  A^  B^  O  Querträger  liegen. 
Ist  in  diesem  Falle  die  Mittellinie  des  Bogens  eine  Parabel  mit  senk- 
rechter Achse,  so  kann  man  die  Aufzeichnung  der  Momentenparabel 
sparen.  In  der  Fig.  177  ist  ein  in  Bezug  auf  die  Senkrechte  durch 
die  Mitte  symmetrischer  Parabelbogen  vorausgesetzt  worden.  Um  die 
Grenzwerte  des  Momentes  Mj^  für  einen  oberen  Kernpunkt  Ä^  zu  er- 
mitteln, ziehe  man  die  G^rvAe  Ak^E^^  bestimme  auf  der  Bogenmittel- 
linie  die  Punkte  e^  und  m^  senkrecht  unter  E^  und  A-,  und  verbinde 
A  mit  €-2  durch  eine  Gerade,  welche  die  Senkrechte  durch  i*,  in  «, 
schneidet.    Nach  Messung  von  Trjj  =  k^n^  imd  y),  ==  w^Wg  findet  man 


Hf 


Fig.  177. 

Die  Multiplikation  mit  --     war  nötig,  weil  die  Parabel  mit  dem 

^/ 
Pfeile  \ql^  durch  eine  Parabel  mit  dem  Pfeile  f  ersetzt  wurde. 
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Ganz  ebenso  erhält  man  J/^i  für  einen  Punkt  k\  der  unteren 
Kernlinie.  Die  betreffenden  Hilfslinien  wurden  in  der  K^.  177 
frestinchelt  und  der  Punkt  k^  wm-de  rechts  von  G  angenommen.  Man 
findet  nach  Messung  von  7]i  =  A^Wj  und  ttj. 

Liegen  die  Kämpfergelenke  A  und  B  ungleich  hoch  imd  das 
Gelenk  O  nicht  in  der  Mitte,  so  ist  in  den  vorstehenden  Gleichungen 
die  Pfeilhöhe  f  durch  die  bei  x  =  ^/  gemessene  Parabelordinate  f 
(Fig.  174)  zu  einsetzen. 

119.  Grenzwerte  von  Mj,  infolge  eines  versehiebbaren  Zuges 
von  Einzellasten.  1.  Bestimmung  von  ^,3/*.  Liegen  die  Punkte  k 
und  E  nicht  in  demselben  Felde,  so  stimmt  die  positive  J/^-Fläche 
iiberein  mit  der  Einflußfläche  für  das  Moment  in  Bezug  auf  den 
senkrecht  unt^r  k  gelegenen  Querschnitt  C  eines  einfachen  Balkens 
.riT'  (Fig.  174b).  Wird  nicht  nur  die  positive  Beitragstrecke  be- 
lastet, sondern  wirken  auch  rechts  von  E  (aber  links  ran  G)  Lasten, 
so  Lst  der  stellvertretende  Balken  Ä'E"  ein  solcher  mit  tibeiTagendem 
Ende.  Dieser  allgemeinere  Fall  wurde  in  der  Figur  178  vorausgesetzt; 
er  kann  vorkommen,  sobald  E"  in  größerer  Entfernung  von  C  liegt 
Um  nun  „^Jf*  zu  finden,  zeichne  man  für  einen  hinreichend  langen 
Lastenzug  mit  der  belie- 
bigen Polweite  ^  ein  Seil- 
polygon und  setze  hierauf 
den  stellvertretenden  Bal- 
ken Ä'E"  so  unter  den 
Zug,  daß  eine  schwere  Last 
über  einem  der  beiden  Quer- 
träger f\  oder  F^  liegt. 
Die  Lasten  rechts  von  E" 
denke  man  beseitigt,  so- 
weit dies  tunlich  ist,  ohne 
immögliche  BelaxStungsfälle 

zu  erhalten.  Bei  der  ZugsteUung  in  Fig.  178  liegt  eine  Last  rechts 
von  jP".  Die  äußei*ste  Seilpolvgonseite  /  wurde  mit  der  Senkrechten 
durch  E"  in  e  zum  Schnitte  gebracht,  imd  hierauf  wurden  die  Schluß- 
linien ae  (entsprechend  Ä'E*')  und  /"j^g,  entsprechend  F^t\  einge- 
ti-agen;  sie  schneiden  auf  der  Senkrechten  durch  C  die  Strecke  t\^ 
ab,  und  es  ergibt  sich  nun 

2.  Um  ^inMh  zu  ennitteln,  beachte  man,  daß  die  negative  Einfluß- 

*)  Wir  verweisen  auch  auf  das  im  §  19  entv^ickelte  allgemeine  Verfahren. 

13* 


MI    111 


11 


Fig.  178. 
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fläche  in  Kg.  174b  im  Falle:  B'K=B'G'  mit  der  Einflußfläche  für 
das  Moment  in  Bezug  auf  den  Querschnitt  O"  eines  einfachen  Balkens 
E"B"  übereinstimmen  würde.  Setzen  wir  also  zunächst  B'K=  B'ff 
voraus  und  nehmen  außerdem  an,  daß  auch  links  von  E  (aber  rechts 
von  FJ  Lasten  liegen,  üi  welchem  Falle  der  stellvertretende  Balken 
ein  solcher  mit  überragendem  Ende  ist,  so  ergibt  sich  ,^Mj,  wie  folgt 
Der  Balken  E"B"  wird  so  unter  den  Lastenzug  gestellt,  daß  eine 
schwere  Last  über  O"  steht,  Fig.  179.  Die  Lasten  links  von  E"  werden 
soweit  als  möglich  beseitigt  gedacht  Hierauf  wird  die  äußerste  Seil- 
polygonseite /  mit  der  Senkrechten  durch  E"  in  e  zum  Schnitt  gebracht, 
die  Schlußlinie  eb  eingetragen,  unter  O"  die  Ordinate  r(  gemessen  und 
Mt,  =  ^i\   erhalten.     Nun  ist  aber  in  Fig.  174b  nicht  WK=BW, 

und  es  muß  daher  das  Moment  &t{  noch  mit    p,    ,  =  - .iT^ij^ij—z^ffTyr 

(E"B"  \ 

wegen  B'K=^  AJ    ,,    ,^  und  AJ=  -4" C'j  multipliziert  werden.  Zieht 

man  nun  die  Gerade  bg  bis  zum  Schnittpunkte  e"  mit  der  Senk- 
rechten durch  E'\  verlängert  be  his  a  (senkrecht  unter  Ä")^  verbindet 


Fig.  179. 


e"  mit  a  \md  mißt  imter   C"  die  in  der  Fig.  179  mit  ti^  bezeichnete 

j'^n"  E"B"  A"C" 

Ordinate,  so  ist  tj^  =  ee'  ^/. fv>  =  '^l'  Q^'ß" ' ~ä"W' '    ^^^  ^^  ®^^*^^ 

mithin 

».*.^*  =  — §>li. 

Die  gefälnlichsten  Zugstellungen  werden  am  zweckmäßigsten  durch 
Probieren  ermittelt. 

WiU  man  bei  der  Laststellung  in  Fig.  178  die  rechts  von  £"' 
wirkende  Last  vernachlässigen  und  in  Fig.  179  die  links  von  JE"'  liegen- 
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den  (was  nach  der  Ansicht  des  Verfassers  nur  empfehlenswert  ist*), 
so  treten  an  die  Stelle  der  Punkte  e  die  Punkte  e',  in  denen  die  Senk- 
rechten durch  JE'"  das  Seilpolygon  schneiden,  und  es  ergeben  sich 
etwas  zu  große  Momente. 

Bei  nicht  zu  großen  Stützweiten  wird  das  Moment  ^«^^  meistens 
durch  einen  von  A  aus  vorrückenden,  von  vorwärts  gehenden  Loko- 
motiven geführten  Güterzug,  dessen  erste  oder  zweite  Achse  über  J^ 
steht,  hervorgerufen,  und  das  Moment  ,^Mj,  durch  einen  von  B  aus 
vorrückenden  Zug,  dessen  erste  oder  zweite  Achse  über  Q  steht  Liegen 
k  und  E  in  demselben  Felde,  so  darf  man  immer  die  erste  Achse  über 
-F\  beziehungsweise  G  stellen  (Kg.  175);  es  bleiben  dann  die  eben 
beschriebenen  Verfahren  brauchbar. 

In  der  Kegel  genügt  es,  die  Momente  für  die  senkrecht  unter 
Querträgem  liegenden  Kernpunkte  zu  bestimmen.  Man  spart  dann  bei 
der  Bestimmung  von  ««Jf,,  die  Einzeichnung  der  Schlußlinie  /i/,. 
Fiele  z.  B.  in  der  Fig.  178  der  fragliche  Kernpunkt  mit  der  Senk- 
rechten durch  F^  zusammen,  so  würde  man  erhalten:  muMit^^^*^^' 

Zu  den  durch  den  Lastenzug  erzeugten  Momenten  M^  sind  noch 
die  von  der  ständigen  Belastung  hen'ührenden  Momente  if^^  zu  addieren. 
Die  letzteren  werden  am  zweckmäßigsten  mittels  des  in  No.  118  be- 
schriebenen und  in  der  Fig.  176  dargestellten  Verfahrens  bestimmt 
An  Stelle  der  Lasten  öi,  0^  •  •  •  •  treten  die  Lasten  Gj,  (?,.... 
liegt  dann  (wie  in  Fig.  176)  der  Pimkt  n  unterhalb  7^,  so  findet  man 
Jtfi^  =  —  ^nn\  liegt  n    oberhalb  n,  so  wird:  My„=:^-\-^nn\ 

d.  Grenzwerte  der  Querkräfte  Q. 

120.  Einflnßllnie  für  Q.  Wir  knüpfen  an  die  auf  Seite  186  ab- 
geleitete Gleichung 

(1)  Q  r=  ö^,  cos  9  —  H'  sin  (9  —  a)  =  Q^  cos  9  —  R  sec  a  sin  (9  —  a) 
an,  in  welcher  Q^  die  Querkraft  für  den  Fall  H=0^  d.  h.  die  Quer- 
kraft für  den  Querschnitt  C  eines  einfachen  Balkens  AB  ist.  Trägt 
man  nun,  von  einer  Wagerechten  A'B'  aus,  auf  den  Auflagersenk- 
rechten die  Strecken  ^V=  JBV  =  1  •  cos  9  auf  (Fig.  180b),  zieht 
die  Geraden  A'J'  und  B'J  und  verbindet  die  auf  diesen  Geraden 
senkrecht  unter  den  Querträgem  F^  und  F^  gelegenen  Punkte  L^  und 
i„  so  ist  die  gebrochene  Linie  A  L^L^B'  (nach  No.  76  Seite  131)  die 
Einflußlinie  für  Q^  cos  9.  Die  Einflußlinie  für  das  zweite,  von  Qq  cos  9 
in  Abzug  zu  bringende  Glied  des  oben  für  Q  angegebenen  Ausdruckes 
besteht,  ebenso  wie  diejenige  für  H^  aus  zwei  Geraden  A'  D  und  DB'^ 
sie  ist  durch  die  Bedingung  gegeben,  daß  sich  die  Geraden  A'D  und 

*)  Vergl.  die  Auseinandersetzungen  in  No.  99,  Seite  168. 
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lyj  auf  der  Senkrechten  durch  den  Punkt  E,  in  welchem  die  Kämpfer- 
drucklinie BGE  von  einer  durch  A  zur  Tangente  tt  gezogenen  Paral- 
lelen geti-offen  wird,  schneiden  müssen.    Denn  eine  durch  E  gehende 

Einzellast    erzeugt    einen 
/  in  die  Gerade  AE  fallen- 

den, also  senkrecht  zum 
fraglichen  Querschnitte 
gerichteten  Kämpferdnick 
und  bringt  mithin  ftii* 
den  Querschnitt  C  die 
Querkraft  Q  =  0  hen'or. 
Die  Senkrechte  durch  E 
ist  deshalb  eine  Be- 
lastungsscheide und  der 
Punkt  E'  ein  Nullpunkt 
der  Einflußlinie.  Hieraus 
folgt  aber,  daß  die  in 
der  Fig.  180  b  schraffierte 
Fläche  die  Einflußfläche 
für  Q  ist  Eine  etwas 
bequemere  Anordnun^^ 
dieser  Fläche  zeigt  die 
Fig.  180c;  in  dieser  ist 
AL^  II  JE. 

Liegt    E     unterhalb 
ö,  so  entsteht  die  in  der 
Fig.  181  dargestellte  Ein- 
flußfläche, welche  nur  einen  Nullpunkt  besitzt 

Die  Querkraft  Q  ist  für  die  Querschnitte  eines  imd  desselben  Feldes 
nahezu  konstant;  sie  ist  nur  deshalb  veränderlich,  weil  der  Winkel  9 
sich  ändert  Man  begeht  nur  einen  sehr  geringen  Fehler,  wenn  man  Q 
für  alle  Querschnitte  eines  Feldes  gleich  groß  annimmt  und  unter  9 
den  Neigungswinkel  der  die  Knotenpunkte  verbindenden  Bogensehne 
versteht     Vergl.  Fig.  182  u.  183. 

Mit  Hilfe  der  Einflußflächen  kann  man  die  Grenzwerte  ^^Q  mid 
^^Q  mittels  des  im  §  14  angegebenen  allgemeinen  Verfahrens  bt^ 
rechnen;  man  kann  sich  aber  auch  der  folgenden  Verfahren  bedienen. 

121.  Querkräfte  ^„Q  und  „<,Q  Infolge  von  Einzellasten.  Liegt 
der  in  Figui*  181  dargestellte  Fall  {E  rechts  von  G)  vor,  so  schiebe 
man,  um  ^,^  zu  erhalten,  den  Last^nzug  von  B  aus  bis  zum  Quer- 
träger F^  vor,  (Zugstellung  /)  und  ei-mittele  nach  No.  116  die  ain 
Gelenke  A  angreifenden  Ki'äfte  A  und  Ä     Es  wirkt  dann  links  vom 


Fig.  180. 
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fraglicheii  Felde  nur  eine  äußere  Kraft,  nämlich  d^r  Kämpferdruck  K^] 
er  ist  bestimmt  durch  die  Seitenkräfte  A  und  II\  von  denen 
die  letztere  parallel  zu  AB  ist  und  die  wagerechte  Projektion  H 
besitzt,  Kg.  181b.  Die  Zerlegung  von  K^  nach  der  Richtung  tt  und 
nach  einer  Richtung  senkrecht  hierzu  liefert  ^ma^Q- 

Wird  .^ö  gesucht,  so  ist  der  Lastenzug  von  A  aus  bis  jF\  vor- 
zuschieben. Nach  Bestimmung  der  in  B  angreifenden  Auflagerkräfte 
B  und  H  ermittelt  man  den  rechtsseitigen  Kämpferdruck  K^  und 
zerlegt  diesen  in  die  Längskraft  N  und  die  Querkraft  Q,^.  Die 
letztere  ist  negativ;  man  beachte  nämlich,  daß  K^  die  Mittelkraft  der 
rechts  vom  Querschnitte  C  wirksamen  äußeren  Kräfte  ist*). 

Liegt  Punkt  E  links  von  G  (Kg.  180),  so  stellt  man,  um  ,^Q 
zu  erhalten,  einen  Lastenzug  (I)  auf,  dessen  erste  Last  über  F^  ruht, 
uiid  der  womöglich  nicht  länger  ist  als  die  positive  Beitragstrecke  F^E. 


M 


.    -V      i^i  lii    ^^^ 
11   11. 


^1     ^jn 
_M 


fiauw 


Jfgtt 


Fig.  181. 

Häufig  wird  es  sich  allerdings  nicht  venneiden  lassen  (wie  in  Kg.  180), 
auch  Lasten  rechts  von  E  anzunehmen;  auf  den  Gang  der  Rechnung 
ist  diese  Frage  aber  ohne  Einfluß.  Man  hat  nur  nötig,  nach  No.  116 
die  Kräfte  A  und  H  zu  bestimmen  und  hierauf  wie  vorhin  zu  ver- 
fahren; vergl.  Kg.  181b.  Die  Querkraft  ^J^  entsteht,  sobald  gleichzeitig 
ein  Lastenzug  von  A  bis  F^  (Zug  //  in  Kg.  180)  und  ein  Lastenzug 
(///)  von  5  bis  in  die  Nähe  von  E  vorrückt  Man  ermittelt  nim 
nach  dem  eben  beschriebenen  Verfahren  (bestehend  in  der  Bestimmung 
^on  4,  J9,  jET  und  in  Zerlegung  der  Kämpferdrücke)  getrennt  den 
Einfluß  jedes  Lastenzuges  und  addiert  die  Ergebnisse.    Hierbei  findet 


^)  Vergl.  die  Anmerkong  auf  Seite  181. 
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man  die  gefährlichste  Stellung  des  Zuges  ///  am  schnellsten  durch 
Probieren,  indem  man  der  Reihe  nach  die  erste,  zweite,  dritte  Achse 
der  ersten  Lokomotive  über  G  stellt  und  die  gewonnenen  Werte  Q 
(deren  Darstellung  sehr  schnell  vor  sich  geht)  vergleicht.  Man  kann 
auch  die  durch  den  Zug  ///  hervorgerufene  Querkraft  ,^Q  in 
ähnlicher  Weise  bestimmen  wie  mu^Ih  (vergl.  No.  119  und  die 
Rgur  174  b);  denn  der  zwischen  E'  und  B'  gelegene  Teil  der  Ein- 
flußfläche hat  dieselbe  Form  wie  die  Einflußfläche  für  das  Moment 
in  Bezug  auf  den  Querschnitt  G"  eines  einfachen  Balkens  E"B",  Man 
braucht  nur  das  für  den  stellvertretenden  Balken  ermittelte  Moment 

B'K 
mit  -^nTTy  (vcrgl.  Fig.  180  b)  zu  multiplizieren. 

Schließt  man  die  Belastung  des  Trägers  durch  zwei  getrennte 
Züge  als  unwahrscheinlich  aus,  so  muß  man  Q  infolge  des  Zuges  // 
mit  Q  infolge  von  Zug  IJI  vergleichen;  der  größere  der  beiden 
Werte  ist  dami  die  größte  negative  QuerkrafL 

Zu  den  durch  die  Lastenzüge  hervorgerufenen  Querkräften  ist 
noch  die  von  der  ständigen  Belastung  erzeugte  Querkraft  Q^  zu 
addieren;  diese  wird  zweckmäßig  mit  HUfe  des  in  No.  112  (vergl. 
auch  Fig.  167)  beschiiebenen  Verfahrens  ermittelt  Das  hierzu  er- 
forderliche Seilpolygon  wird  nach  No.  126  gezeichnet;  man  vergleiche 
die  Fig.  176,  in  welcher  die  Knotenlasten  (?i,  (?,....  durch  die  von 
der  ständigen  Belastung  herrührenden  Lasten  G^,  Ö,  .  .  .  .  ersetzt 
werden  müssen.  Bei  Parabelbögen  mit  senkrechter  Achse  und  auch 
bei  flachen  Kreisbögen  (also  in  allen  im  Brückenbau  üblichen  Fällen) 
sind  die  Querkräfte  Q^  stets  so  klein,  daß  sie  =  0  gesetxt  werdeti 
dürfen.  Für  den  Parabelbogen  werden  sie  bei  unmittelbarer  und 
gleichförmiger  ständiger  Belastung  genau  =  0,  weil  hier  die  Mittel- 
kraftslinie mit  der  Bogenmittellinie  zusammenfällt 

122.  Querkräfte  ««xQ  ünd  ^^.Q  infolge  einer  gleichmäßigen  ver- 
änderlichen  nnd  ständigen  Belastung.  Es  handele  sich  um  die  von 
der  Verkehrslast  {p)  abhängige  Querkraft  Q,  für  das  Feld  F^F^. 
Fig.  182.  Die  Querkraft  Q,  infolge  der  ständigen  Belastung  {g)  sei 
bereits  auf  die  soeben  angegebene  Weise  bestimmt  worden. 

Die  zur  Sehne  T^T^  der  Bogenmittellinie  parallele  Gerade  AE 
schneide  die  JSÖ  unterhalb  ß.  Dann  entsteht  ^«ö^,  sobald  der  Träger 
nur  zwischen  der  Stütze  B  und  der  im  Felde  F^F^  gelegenen  Belastungs- 
scheide N  mit  p  belastet  wird  (Belastimgsfall  I  in  Fig.  182).  Die  Lage 
von  N  läßt  sich  zwar  mit  Hilfe  der  EinflußUnie  schnell  finden;  es  empfiehlt 
sich  jedoch,  ^^Q,  auf  die  folgende  Weise  angenähert  zu  bestimmen.  Man 
nehme  N  in  der  Mitte  des  Feldes  F^F^  an  und  vernachlässige  den  Druck, 
welchen  die  zwischen  N  und  F^  liegende  Last  auf  den  Querträger  F^  aus- 
übt  Es  greifen  dann  links  von  dem  durch  das  fragliche  Feld  geführten 
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Schnitte  nur  die  äußeren  Kräfte  A  und  B.'  =  Hseca  an,  und  man  kann, 
nachdem  man  Ä  und  H  auf  die  in  No.  115  beschriebene  Art  ermittelt 
hat,  den  Kämpferdruck  K^  und  durch  Zerlegung  dieser  Kraft  die  Querkraft 
,^0,  finden.  Um  ,^Q,  zu  bestimmen,  beachte  man,  daß  die  beiden 
Belastungen  /  und  //  (Kg.  182),  welche  beziehungsweise  ,^Q,  und 
^i^Q,  erzeugen,  zusammen  die  gänzliche  Belastung  des  Trägers  aus- 
machen.   Nun  erzeugt  aber  gänzliche  Belastung  mit  g  die  Querkraft  Q^^ 


mithin  gänzUche  Belastung  mit  p  die  Querkraft  —  Q^^  und  es  folgt  daher 


xQp  +  mtmQp  =  —  Qg  und  hieraus: 


.ö,  =  --„<?,  +  yÖ,. 


Die  Qaerkräfte,   welche   die   ständige  und  die  veränderliche  Be- 
lastung zusammen  hervorbringen,  sind  hiemach 


(1) 


^Q,+^-^Q. 


Liegt  E  oberhalb  Ö, 
f  ig.  183,  so  belastet  man, 
^Mn  tnmxQp  zu  erhalten,  den 
Träger  zwischen  E  und 
der  Mitte  N  des  fragUchen 
Feldes  mit  j9,  bestimmt  A 
und  H  (nach  No.  115)  und 
hierauf,  wie  vorhin,  den 
Kämpferdruck  K^  und  die 
Querkraft  ^Qp.  Schließ- 
lich wendet  man  die  Gleichimgen  (1)  aD. 


Fig.  183. 
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Ist  die  Bogenmittellinie  eine  Parabel  oder  ein  flacher  Kreisbogen, 
so  ist  genau  oder  nahezu  ^^  =  0,  und  man  findet  dann 

Benutzt  man  in  diesem  Falle  zur  Ermittelung  der  Grenzwerte 
von  Q  die  Einflußfläche,  so  bestimmt  man,  sobald  E  links  von  O  liegt, 
den  Wert  •«P  =  +/^t5a  (^'^  5,  =  Inhalt  des  positiven  Teils  der 
Einflußfläche)  und,  wenn  E  rechts  von  G  liegt,  ,^Q  =  — p%i  (wo 
gl  =  Inhalt  des  negativen  Teiles  jener  Fläche).  Man  hat  dann  in 
jedem  Falle  nur  den  Inhalt  eines  Dreiecks  zu  berechnen. 


e.  Querschnittsberechnung.    Bestimmung  der  Kernlinien. 

128.  QnerBchnittsbereclmnng.  Die  Benutzung  der  Eemlinien  bei  der 
Berechnung  der  Spannungen  q  «(vergl.  die  Formeln  4  auf  Seite  182)  setzt  voraaSi 
daß   die   Eernhalbmesser  Ar,  und  Ar,  bekannt  sind.    Es  bleibt  also  noch  anzugeben. 


Fig.  184. 


Fig.  185. 


wie  diese  Werte  von  vornherein  mit  hinreichender  Genauigkeit  ennittelt  werden 
können.  Dazu  ist  es  nötig,  auf  die  Querschnittsberechnung  selbst  etwas  näher 
einzugehen. 

Wir  beschränken  uns  auf  die  Untersuchung  des  Blechträgera^  welcher  aus 
einem  Stegbleche  und  den  aus  Winkeleisen  und  Kopfplatten  zusammengesetzten 
Gurtungen  besteht  und  nehmen  zunächst  an,  es  sei  der  Querschnitt  symmetriflcli 
in  Bezug  auf  seine  wagerechte  Schwerachse  uu,  Fig.  184.  Die  Höhe  des  Stegblecfas 
möge  =Äo,  diejenige  des  Querschnitts  =ä  gesetzt  werden. 

Das  auf  die  u- Achse  bezogene  Trägheitsmoment  des  Querschnitts  eines 
Blech trägers  ohne  Eopf platten  ist  mit  den  in  der  Fig.  185  angegebenen  Bezeich- 
nungen 

(1)    Jo  =  ^[bM^2c,f\-2cf\l 
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wobei  bo  und  Ci  die  betreffenden  Breitenabmessungen  nach  Abzug  der  Nietdurch- 
messer bedeuten.    Das  Widerstandsmoment  dieses  Querschnittes  ist 

(2)         W,  =  ^. 

Treten  Kopf  platten  mit  dem  Gesamtinhalte  bd=.Fk  für  jede  Ourtung  hinzu, 
Fig.  184,   so   wächst  (nach  Gleich.  2  auf  Seite  26)   das   auf  die  u- Achse  bezogene 

Trägheitsmoment  des  Querschnitts  um  2  J*  +  2  F*  (— ^J — )  •>  ^o  Jk  das  Träg- 
heitsmoment der  Fläche  Ft  in  Bezug  auf  ihre  eigene  wagerechte  Schwerachse  ist. 
Unter  Vernachlässigung  des  verhältnismäßig  kleinen  Wertes  Jk  ergibt  sich  für  den 
Querschnitt  in  Fig.  184 

J  =  Jo  +  iFk(hl  +  2dho  +  d*) 
und    nach    Streichung   des    unwesentlichen    Gliedes   d*   und    mit   Beachtung    von 
hl  +  2dh^  =  hoQh+2d)=:hoh 

(8)        J=Jo  +  iFkhh9, 
Für  das  Widerstandsmoment  des  Querschnitts  erhält  man 


(4) 


W=^  +  Fyho 


und  hieraus 


<^>   ^-^-T-- 


Ist  nun   Mh   das  größere   der  beiden   auf  die   Kernpunkte  ki   und  k^    be- 
zogenen Momente  Mhi  und  Muf,   so  ist  bei  gegebener  zulässiger  Spannung  a  das 

erforderliche   Widerstandsmoment:    W=^- — —-, 

und  es   eigibt  sich  daher  zur  Berechnung  der 
notwendigen  Eopfplatten  die  Gleichung 

Bei  größerem  Unterschiede  zwischen  den 
Momenten  jtf^  und  Mht  empfiehlt  es  sich,  die 
Gurtungen  ungleich  stark  zu  machen  (Fig.  186). 
Man  findet  dann,  mit  hinreichender  Genauig- 
keit, die  erforderlichen  Querschnitte  (F*,  =  6|  di 
und  Fki=^btdt)  der  Kopfplatten  der  unteren, 
beziehungsweise  oberen  Gurtung  mittels  der 
Gleichungen : 


(7) 


Fk, 


_  Mut 


W^ 


oho 


und 


**        oh^         h   ' 


bei  deren  Anwendung  der  Umstand  vernach- 
lässigt wird,  daß  infolge  der  ungleichen  Gurt- 
querschnitte  die  i«-Achse  nicht  mehr  die  Steg- 
biechhöhle  halbiert.     Der  begangene  Fehler  ilst 

jedoch  gering,  und  schließlich  könnte  man  nach  Berechnung  von  Fki  und  F»^ 
den  Schwerpunkt,  die  Kernpunkte,  die  Momente  Mti,  M^  und  die  Span- 
nungen Gl,    a,  genauer   ermitteln  und  die   Unterschiede   zwischen  den   letzteren 
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und  der  als  zulässig  erachteten  Spannung  feststellen.  Der  Verfasser  hält  aber 
diese  umständliche  Prüfung  für  überflüssig  und  höchstens  für  geeignet,  eine  ganz 
falsche  Vorstellung  von  dem  Genauigkeitsgrade  der  ganzen  Rechnung  zu  erwecken; 
denn  schon  die  Anwendung  der  Navier'schen  Biegungstheorie  auf  die  Bestimmung 
der  Spannungen  a  in  Blechträgem  ist  nur  eine  Annäherung. 

124.  Vorläufige  Qaerschnittsberechniing  behnfiB  Bestimmimg  der  Kem- 
linien.  Die  folgenden  Untersuchungen  beziehen  sich  auf  die  im  Brückenbau  und 
Hochbau  hauptsächlich  angewandten  symmetrischen  flachen  BogentrSger.  Fig.  187. 
Um  die  Querschnittsabmessungeu  zunächst  überschläglich  zu  berechnen,  nehmen 
wir  Fti  =  Fhi  =  JF*  an  und  benutzen  die  Gleichung 

M    ,     N 

^  =  "W^+  F' 


minM 


Fig.  187. 


aus  welcher  sich  das  erforderliche  Widerstandsmoment 

1 


lV==-(M+Nk) 


W 


ei^bt,    wobei    k  :=  -=^  den  Kemhalbmesser  bedeutet,  femer  N  die  Längskraft  und 
F 

M  das   auf  den  Schwerpunkt  des  Querschnitts  bezogene  Angri&moment    An  die 

Stelle  von  N  setzen  wir,  da  es  sich  nur  um  eine  angenäherte  Berechnung  handelt, 

Hl  schreiben  also 


(8) 


W=~{M+Hk) 


und  führen  in  diese  Formel  den  Wert  H  für  die  Stellung  der  Verkehrslast 
ein,  welche  das  größte  Moment  M  hervorbringt  Die  Bogenmittellinie  nehmen 
wir  parabolisch  an,  heben  jedoch  hervor,  daß  die  folgenden  Rechnungen 
auch  für  flache  Kreisbögen  brauchbare  Ergebnisse  liefern.  Es  ist  dann  das 
Moment   infolge    einer  gleichmäßigen   und   gänzlichen   Belastung  wegen  des  Zu- 
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sammenfalleus  der  Drucklinie  mit  der  Mittellinie  des  Bogens=0;  es  verschwin- 
det der  Einfluß   der   ständigen  Belastung  g  uod   es  folgt  für  jeden  Querschnitt: 

Gesucht  sei  nun  maxM  für  den  Querschnitt  C,  Fig.  187.  Zur  Bestimmung  der 
Belastaogsscheide  E  dienen  (mit  den  aus  der  Figur  ersichtlichen  Bezeichnungen)  die 
Gleichangen 

z  _  E^E'  ^      EE'  _  2f 

und  ans  diesen  folgt  (wegen  y  =  — — ^ -j :    z  =  -— —  —  • 

Belantet  man  nur  die  positive  Beitragstrecke  ÄE^  so  erhält  man  nach  Seite  185 
für  den  Bogenquerschnitt  C  ein  Moment,  welches  eben  so  groß  ist,  wie  das  Moment 
für  den  Querschnitt  C"  eines  einfachen  Balkens  Ä"E'\  und  es  folgt  daher  für  den 
Fall  einer  gleichfärmigen  Verkehrslast  p 

(9)    ..^= g— 2(31 -2x) ---^- 

Dieser  Ausdruck  wird  am  größten  für  or  =  0,234  l^  und  zwar  ergibt  sich  für 
das  größte  aller  Momente  der  Wert 

(10)    Jf=:0,039/>?«. 
Die  beiden  in  der  Fig.  187  angegebenen  Belastungsfälle  (J)  und  (II)  erzeugen 
en^egengesetzt  gleiche  Momente;  dem  Belastungsfalle  II  entspricht  aber  der  größere 
Wert  H;  er  soll  also  der  weiteren  Berechnung  zu  Grunde  gelegt  werden.     Nach 

No.  115  entsteht  nun  infolge  der  Verkehrslast  jHr=^  — ^--y  und  infolge  der  stän- 
digen  Belastung  H=^'    Im  ganzen  erhalt  man 


(11)  s=Tfb+p{'-'i)] 


wofür  (um  b^aogene  Fehler  auszugleichen)  der  etwas  größere  Wert 

(12)     H==^(g  +  ip) 

angenommen  werden  soll.  Die  Werte  M  und  H  aus  den  Gleich.  (10)  und  (12) 
werden  in  die  Gleich.  (8)  eingesetzt,  worauf  das  erforderliche  Widerstandsmoment  W 
berechnet  werden  kann. 

Besteht  die  veränderliche  Belastung  aus  einem  beweglichen  Systeme  von 
Einzellasten,  so  empfiehlt  es  sich,  für  den  Querschnitt  hei  x  =  \l  das  durch  Einzel- 
Listen  hervorgerufene  Moment  minM  zu  bestimmen  imd  hierauf  diejenige  gleich- 
mäßige Belastung  p  zu  ermitteln,  welche  dasselbe  Moment  ^tnM  hervorbringt.  Nun 
berechne  man  H  nach  Gleichung  (12)  und  setze  schließlich  die  Werte  mh^M  und  H 
in  die  Gleichung  (8)  ein. 

Zur  Erläuterung  des  Verfahrens  diene  das  folgende  Zahlenbeispid. 

Eine  eingleisige  Eisenbahn  soll  mit  Hilfe  von  zwei  Bogenträgem  über  eine 
20*  weite  Öffnung  geführt  werden.  Die  Bogenmittellinie  sei  ein  Kreisbogen, 
dessen  Pfeil  =  2,5"'  ist;  die  ständige  Belastung  betrage  für  beide  Träger  zusammen 
^  =  1,25'  f.  d.  Meter. 
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Zuerst  wird  die  negative  Einflnßlinie  für  den  bei  :r  =  5"*  gelegenen  Bogen- 
qnerschnitt  C  gezeichnet  (Fig.  188)  and  das  Moment  mimM  bestimmt;  es  ent- 
steht im  vorliegenden  Falle,  wenn  die  erste  Achse  einer  von  B  aus  vorrückenden 
Lokomotive  beim  Scheitelgelenk  O  liegt.  Die  Belastungen  der  3  Lokomotivachsen 
werden  zur  Mittelkraft  89'  vereinigt,  desgleichen  die  Belastungen  der  8  Tenderachsen 
zur  Mittelkraft  27'*).  Nach  Messung  der  diesen  Kräften  entsprechenden  Ordinaten 
1,12*  und  0,22*"  der  Einflußlinie  ergibt  sich  (ohne  Vorzeichen) 

Af  =  39  •  1,12  +  27  . 0,22  =  49,6'". 


Fig.  188. 


1  SO  •  12  06 

Der  Inhalt   der  Einflußfläche   ist  5  =  —' — -— ^ —  =  7,84«'",   und   es   würde 

daher  eine  gleichmäßige  Belastung  das  Moment  if=7,84/>  hervorbringen.  Aus 
der  Gleichung  7,84  j>  =  49,6  ergibt  sich  der  Belastungsgleichwert  p  =  6,33'  f.d. 
Meter^  und  es  folgt  nun 

H=fji9  +  ip)=-  8  : 2,5  (1'25  +  {  .  6,83)  =  120'. 

Wird  M  auf  5  000  000**"  abgei-undet,  so  ist  für  jeden  der  beiden  Bogentiäger 
zu  setzen: 

3f=2&00000*«"  und  ^=60000*^ 

und  es  ergibt  sich  daher,  wenn  die  Spannung  a  =  700*  f.  d.  qcni  zuge- 
lassen wii-d: 

TK  =  T^  (2  500  000  +  60  000  k). 


♦)  Dies  ist  selbstverständlich  nur  zulässig,  wenn  die  zu  vereinigenden 
Lasten  innerhalb  einer  Strecke  liegen,  für  welche  die  Einflußlinie  eine  Ge- 
rade ist. 
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Es  empfiehlt  sich,  den  Kenihalbmesser  h  zunächst  =3^^  abzuschätzen, 
wobei  Äo  =  Stegblechhöhe.  Wird  Äo=50*""  gewählt,  so  folgt  ät  =  «^  =  21^ 
und   IT  =  5370. 

Werden  gleichschenklige  Winkeleisen  mit  5  =  9**  und  cj  =  l,2*^  ange- 
nommen (vergl.  Fig.  184  und  185),  femer  ein  1**  starkes  Stegblech  und  Niete 
von    2,4*"  Dicke,   so   ergibt   sich   nach  Gleich.  (1  und  2):    1^0=1772   und   nach 

Gleich.  (5):  Fk  =  ^'-^,  woraus  dann  mit  Fi  =  bd  (vergl.  Fig.  184) 

5870  1772     \ 


_  1  /if^ Wo       \        1  / 

'"  d\ho         ho'\-2d  /       d\ 


d\ho         ho'\-2d/       d  \    50  öO  +  2d/ 

Bei  Annahme  von  drei  1,2**  starken  Platten  ist  rf  =  8,6**"  und 

J_/^370^_    1772  \ 
^-~8,6  \     50  57,2  ;-^^'2     , 

so  daß  die  erforderliche  Plattenbreite  (wegen  des  Zuschlags  von  2  Nietdurch- 
messem)  =:  21,2  +  2  •  2,4  =  26**  beträgt.  Der  Inhalt  des  ganzen  Querschnitts 
ist  mit  Berücksichtigung  der  Schwächung  durch  Niete:  F=  21,2  •  1,2  •  6  +  1,2 
(9  +  9  —  1,2  —  2,4)  4  4"  50  =  272«**   und   für  den   Kernhalbmesser   erhält   man: 

t  =  -- =--—=:  20***).    Wegen   der   geringen  Abweichung   dieses  Wertes  k 
Je  272 

von  dem  zuerst  geschätzten  k  =  21**  darf  von  einer  Wiederholung  der  Berechnung 

von  TT,  F  und  k  abgesehen  und  die  ausführliche  Berechnung  des  Bogens  unter 

der  Annahme  zweier  Kemlinien  durchgeführt  werden,  welche  von  der  Mittellinie 

den  konstanten  Abstand  ä?  =  20**  haben. 


*)  Berechnet   man  W  in  ähnlicher  Weise  wie   Wo  (Gleichung  1  und  2),   so 
erhält  man  TT  =: 5388,  ein  Wert,   der  von  dem  mit  Hilfe  der  Näherungsformel: 

)r=Ä^  --•  +  Fa  gefundenen  H^=ö870  fast  gai-  nicht  abweicht.  Hervorzu- 
heben ist,  daß  die  Gleichungen  1  und  2  ebenfalls  nur  Näherungswerte  liefern,  da 
sie  die  Abrund ungen  der  Winkeleisen  nicht  berücksichtigen. 
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Vin.  Abschnitt 

Einleitttng  in  die  Theorie  des  ebenen 
Fachwerks. 

§25. 
Erklärungen  und  Voraussetzungen. 

125.  Unter  einem  ebenen  Fachwerk  versteht  man  ein  Gebilde 
aus  Stäben,  welche  in  ihren  Endpunkten  durch  reibungslose  Gelenke 
miteinander  verbunden  sind,  und  deren  Achsen  (Mittellinien)  in  ein 
und  derselben  Ebene  liegen.  Die  Untersuchung  derartiger  Fachwerke 
soll  hier  unter  der  Annahme  erfolgen,  daß  es  zulässig  ist,  die  durch 
die  Elastizität  der  Fachwerksstäbe  und  der  das  Fachwerk  stützenden 
Körper  verursachten  Formänderungen  als  verschwindend  klein  anzu- 
sehen \md  infolgedessen  bei  der  Aufstellung  der  Gleichgewichts- 
bedingungen alle  Kräfte  in  denjenigen  Lagen  zu  denken,  welche  sie 
im  Falle  starrer  Stäbe  und  Stützen  einnehmen  würden. 

Zunächst  werde  vorausgesetzt,  daß  alle  äußeren  Kräfte  in  den 
Knotenpunkten,  d.  h.  in  den  Punkten,  in  denen  sich  die  Gelenke 
befinden,  angreifen.  Zerlegt  man  dann  das  Fachwerk  durch  einen 
Schnitt  tt  in  zwei  Teile  (Fig.  189)  und  bringt,  damit  der  eine  der 
beiden  Teile,  z.  B.  der  linke,  für  sich  im  Gleichgewichte  ist,  an  den 
Schnittstellen  Kräfte  an,  welche  der  Wirkung  des  weggenommenen 
rechten  Teiles  gleichwertig  sind,  so  müssen  diese  Kräfte  mit  den 
Achsen  der  Stäbe  zusammenfallen,  weil  sie  sonst  die  Stäbe  um  die 
an  ihren  Enden  angeordneten  Gelenke  drehen  würden,  und  hieraus 
folgt,  daß  alle  Stäbe  nur  durch  Längskräfte  beansprucht  werden. 
Wir  nennen  diese  Kräfte  Spannkräfte  und  werden  sie  als  positiv 
oder  negativ  bezeichnen,  je  nachdem  sie  in  den  Stabquerschnitten 
Zug-  oder  Druckspannungen  hervorrufen. 

In  den  Untersuchimgen  dieses  Abschnitts  setzen  wir  alle  äußeren 
Kräfte  als  bekannt  voraus,  indem  wir  uns  die  durch  die  gegebenen 
Lasten  hervorgerufenen  Stützenwiderstände  auf  irgend  welche  Weise 
gefunden  denken.  Für  die  wichtigsten  Fälle  äußerlich  statisch  be- 
stimmter Träger,  nämlich  für  den  einfachen  Balken,  den  Oerberschen 
Balken  und  den  Bogen  mit  3  Gelenken  sind  diese  Widerstände  in  den 
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Abschnitten  V  bis  VII  bestinmit  worden.  Die  dort  mitgeteilten  Ver- 
fahren gelten  sowohl  für  Träger  aus  vollwandigen,  als  auch  für  solche 
aus  gegliederten  Scheiben,  wenn  nur  die  gegliederten  Scheiben  starr 
sind  Man  vergleiche  die  Untersuchungen  im  §  13  (No.  59  bis  61). 
Werden  die  Stäbe,  aus  denen  die  dort  erwähnten  gegliederten  Scheiben 
bestehen,  in  ihren  Endpunkten  gelenkarfcig  miteinander  verbunden  (was 
in  diesem  Abschnitte  stets  vorausgesetzt  werden  soll),  so  sind  diese 
Scheiben  Fachwerke.  Lassen  sich  die  Spannkräfte  in  sämtlichen  Stäben 
einer  Scheibe  lediglich  mit  Hilfe  der  Gleichgewichtsbedingungen  finden, 
so  bezeichnen  wir  die  Scheibe  als  statisch  bestimmt. 

Der  einfachste  Fall  einer  starren  gegliederten  Scheibe,  d.  h.  einer 
Scheibe,  deren  Knotenpunkte  sich  gegeneinander  nicht  verschieben  können, 
ist  das  in  der  Kg.  189  dargestellte 
Breiecknetz.  Dieses  entsteht,  wenn 
Dreiecke  so  aneinander  gereiht  wer- 
den, daß  jedes  Dreieck  nur  mit  dem 
vorhergehenden  und  nachfolgenden 
eineSeite  gemein  hat  Die  Ermittelung 
der  Spannkräfte  im  Dreiecknetz  ge- 
staltet sich  besonders  einfach,  und 
da  bei  weitem  die  Mehrzahl  der  aus- 
geführten ebenen  Fachwerkträger  aus 
Dreiecknetzen  besteht,  so  erscheint  es 
angemessen,  zunächst  die  Theorie 
dieses  wichtigen  Stabgebildes  zu  ent- 
wickeln, bevor  auf  die  allgemeinere 
Untersuchung  gegliederter  Scheiben 
eingegangen  wird. 

Die  Stabreihen,  welche  das  in  einer  Fig.  189  a  u,  b. 

lotrechten  Ebene  gedachte  Dreieck- 

netx  nach  oben  und  imten  begrenzen,  heißen  die  Ourtungen;  ihre 
Spannkräfte  sollen  mit  0  (obere  Qurtung)  und  U  (untere  Gurtung)  be- 
zeichnet werden;  vergl.  Kg.  189.  Die  Stäbe,  welche  die  Gurtungen 
miteinander  verbinden, »werden  Oitterstäbe,  Wandglieder,  FüUungsstäbe 
genannt,  auch  Diaganaien  (Schrägen)  oder  Vertikalen  (Pfosten),  je  nach- 
dem sie  schräg  oder  senkrecht  stehen;  ihre  SpannkräJEte  bezeichnen  wir 
mit  X>  und  V.  Zuweilen  aber  wird  in  der  Folge  für  sämtliche  Spann- 
kräfte das  Zeichen  S  gewählt  werden,  oder  es  werden  die  Stäbe  und 
Spannkräfte  durch  Ziffern  bezeichnet 
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§  26. 

Bestimmung  der  Spannkräfte  im  Dreiecknetz  nach  den  Verfahren 
von  Cultnann  und  MUter. 

126.  Das  GnlmaimsclLe  Verfahren.  Durch  ein  einfaches  Dreieck- 
netz (Rg.  189)  sei  ein  Schnitt  tt  geführt,  welcher  drei  Stäbe  trifft, 
deren  Mittellinien  sich  nicht  in  einem  Punkte  schneiden  und  deren 
Spannkräfte  gleich  0,  U  und  D  seien.  Die  Mittelkraft  aus  den  Unks 
von  tt  angreifenden  äußeren  Kräften  sei  =  JB;  sie  muß  mit  den 
inneren  Kräften  0,  ?7,  D  im  Gleichgewichte  sein,  und  man  hat  daher, 
um  diese  letzteren  zu  bestimmen,  nur  nötig,  die  in  No.  12  auf  Seite  15 
behandelte  Aufgabe  zu  lösen: 

Drei  der  Lage  nach  gegebe?ie  Kräfte  0,  D  und  U  xu  finden, 
welche  mit  einer  gegebenen  Kraft  R  im  Oleichgewi<M  sind. 


Fig.  190  a  u.  b. 

Sollen  beispielsweise  nach  diesem  zuerst  von  Culrnann  angegebenen 
Verfahren  die  Spannkräfte  0,  D,  U  für  den  in  Mg.  190  dargestellten 
einfachen  Fachwerkbalken,  welcher  durch  senkrechte  Lasten  P  bean- 
sprucht wird,  bestimmt  werden,  so  reihe  man  zunächst  die  Lasten  auf 
einer  Senkrechten  EF  aneinander,  zeichne  mit  beliebigem  Pole  0  ein 
Seilpolygon,  trage  die  Schlußlinie  s  ein  und  ziehe  durch  0  eine  Parallele 
zu  s\  diese  zerlegt  FE  in  die  Stützenwiderstände  A  und  Ä  Die 
Mittelkraft  aus  den  links  von  tt  angreifenden  äußeren  Kjäften  ist 

R=-A  —  P^—P^\ 
sie  geht  durch  den  Schnittpunkt  der  Seilpolygonseiten  s  und  7/7,  luid 
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ist  nach  oben  gerichtet,  sobald,  wie  in  Fig.  190,  A'^  P^-\-  P^  ist 
Nach  Bestimmung  von  R  bringe  man  je  zwei  der  vier  Kräfte  -B,  0,  Z>,  U 
miteinander  zum  Schnitt,  beispielsweise  0  mit  D  und  R  mit  Z7,  ver- 
binde die  Schnittpunkte  durch  die  Gerade  L,  zerlege  R  nach  den  Eich- 
tungen von  L  und  U,  hierauf  die  Hilfskraft  L  nach  den  Kichtungen 
von  D  und  0  und  versehe  schließlich  die  Seiten  des  aus  den  Kräften 
R,  O^D  und  U  gebildeten  Polygons  so  mit  Pfeilen,  daß  der  TJmfahrungs- 
sinn  ein  stetiger  ist.  Indem  man  nun  0,  D  und  U  an  den  durch- 
schnittenen Stäben  des  linken  Balkenteiles  in  dem  durch  die  ent- 
sprechenden Pfeile  des  Kräftepoljgons  gegebenen  Sinne  anbringt,  er- 
fährt man,  daß  im  vorliegenden  Falle  die  Kräfte  0  und  D  Druck- 
spannungen erzeugen,  während  U  Zugspannungen  hervorruft. 

Wird  nur  die  eine  der  drei  Spann- 
kräfte gesucht,  beispielsweise  JD,  so 
bringe  man  diese  Kraft  mit  R  in  e 
zum  Schnitt,  Fig.  191,  verbinde  e  mit 
dem  Schnittpunkte  C  der  beiden 
anderen  Spannkräfte  (Ound  U)  durch 
die  Gerade  L'  zerlege  R  nach  den 
Richtungen  von  L\  und  D  und  ver- 
sehe schließlich  das  Kräftepolygon 
RL'D  so  mit  Pfeilen,  daß  der  üm- 
fahrungssinn  ein  stetiger  ist  Bei 
weit  abliegendem  Schnittpunkte  e  ist 
jedoch  diese  unmittelbare  Bestimmimg 
von  D  unbequem;  sie  wird  unmöglich, 
sobald  R  und  D  parallel  sind.  Fig.  191. 

127.  Das  Rittersolle  Verfahren.  Jede  der  Spannkräfte  0,  D,  U 
in  den  vom  Schnitte  tt  (Fig.  189)  getroffenen  Fachwerkstäben  läßt 
sich  auch  mittels  einer  aus  dem  Satze  von  den  statischen  Momenten 
gefolgerten  Gleichung  bestimmen.  Denn,  wählt  man  den  Schnittpunkt 
von  irgend  zweien  der  drei  Spannkräfte  zum  Drehpunkte  und  setzt  die 
Summe  der  statischen  Momente  sämtlicher  Kräfte  gleich  Null,  so  er- 
hält man  eine  Gleichung,  in  der  nur  eine  unbekannte  Spannkraft  vor- 
kommt, weil  die  statischen  Momente  der  durch  den  Drehpunkt  gehenden 
Spannkräfte  gleich  Null  sind.  Bei  diesem  Verfahren  werden  zuerst 
alle  Spannkräfte  als  Zugkräfte  betrachtet;  ergibt  sich  für  die  Spann- 
kraft eines  Stabes  ein  negativer  Wert,  so  ist  der  Pfeil  dieser  Kraft 
umzukehren;  sie  ruft  dann  Druckspannungen  hervor. 

Es  möge  diese  Bestimmungsweise  der  Spannkräfte  an  dem  bereits 
vorhin  nach  dem  Culmannschen  Verfahren  untersuchten  Fachwerkbalken 
erläutert  werden.    Um  zunächst  U  zu  ermitteln,  wird  der  Schnittpunkt  a 

14* 


Digitized  by 


Google 


212 


Achter  Abschnitt.  —  § 


von  0  lind  D  zum  Drehpunkte  gewählt,  Fig.  192.  Der  Hebelarm  von 
U  sei  =  r.,  und  das  Moment  der  links  vom  Schnitte  tt  wirkenden 
äußeren  Kräfte  (d.  i.  da^j  Angriffsmoment  für  den  Punkt  a)  sei  =  M,\ 
es  werde,  da  der  Trägerteil  links  von  tt  betra<jhtet  wird,  redits 
drehend  positiv  angenommen.  Das  Moment  ür^  der  Spannkraft  L^ 
ist  links  drehend,  und  es  ergibt  sich  daher  die  Gleichgewichtsbedingung 


M^  —  Ur^  =  0  und  hieraus   U=^  -f~ 


M. 


'^r^'" 


-rX. 


•-— -"S.^ 


Fig.  192. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  Jtf.  =  £ry.,  w^obei  y^  die  dem  Knoten- 
punkte a  entsprechende  Ordinate  des  Seilpolygons  bedeutet,  und  es 
folgt  schließlich  der  Wert 

w^elcher  sich  auf  die  in  der  Fig.  192  angegebene  und  ohne  weitere  Er- 
läuterung verständliche  Weise  durch  Zeichnung  bestinmien  läßt*) 

Wählt  man  jetzt  den  Punkt  b  zum  Drehpunkte,  so  erhält  man, 
da  die  zunächst  als  Zugkraft  aufzufassende  Spannkraft  O  rechts  um  h 
dreht:  Jtf»  +  Or^  =  0  und  hieraus 


0  =  — 


=  -H^^ 


Das  Minus-Zeichen  deutet  an,  daß  die  obere  Gurtung  gedrückt  wird. 


*)  Die  Richtung  der  Strecke  nm  =  H  ist  beliebig. 
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Wird  schließlich  der  Schnittpunkt  c  von  0  und  U  zum  Dreh- 
punkte gewählt,  so  folgt,  da  die  Spannkraft  D  als  Zugkraft  links  um 

M 

c   dreht,   die  Gleichung:    M^  —  Dr^=0   und   hieraus:    D  =  -\ ^• 

Das  Moment  M^  ist  nach  dem  in  No.  15  bewiesenen  Satze  gleich 
dem  Produkte  Hy^  aus  der  Polweite  H  und  der  Strecke  y,,  welche 
die  Seilpolygonseiten  ///  und  s  (d.  s.  die  äußersten  in  Bezug  auf  die 
Kräftegruppe  -4,  P^,  P,)  auf  einer  durch  den  Drehpunkt  c  zur 
Mittelkraft  R  gezogenen  Parallelen  abschneiden.  Im  vorliegenden 
Falle  ist  y^  negativ,  und  es  ergibt  sich  daher 

D  =  —  H^' 

Die  Spannkräfte  0  imd  D  können  nun  auf  dieselbe  Weise  durch 
Zeichnung  bestimmt  werden  wie  die  Kräfte   Z7. 

Wirken  auf  den  einfachen  Pachwerkbalken  nur  senkrechte,  ab- 
wärts gerichtete  Lasten,  so  sind  die  Momente  Hy^  und  jETy*  stets 
positiv.  Die  obere  Gurtung  wird  in  diesem  Falle  nur  gedrückt,  die 
untere  Gurtung  nur  gezogen.  Die  größten  Spannkräfte  in  den  Gur- 
tungen entstehen  bei  gänzlicher  Belastung. 

Trifft  der  durch  ein  Wandglied 
geführte  Schnitt  tt  zwei  Gurtstäbe, 
deren  Schnittpunkt  C  innerhalb 
der  Stützweite  liegt  (Hg.  193),  so 
ist  auch  y^  bei  senkrechten,  ab- 
wärts gerichteten  Lasten  stets  po- 
sitiv. Das  fragliche  Wandglied  wird 
dann  stets  in  demselben  Sinne  be-  Fig.  198. 

ansprucht;    es  wird  entweder  nur 

gezogen  oder  nur  gedrückt;  seine  größte  Inanspruchnalmie  erfolgt 
bei  gänzlicher  Belastung  des  Balkens. 

Für  die  späteren  Untersuchungen  ist  es  noch  wichtig,  hervor- 
zuheben, daß  die  Spannkraft  D  in  einem  Wandgliede  =  Null  wird, 
sobald  die  Mittelkraft  R  (Fig.  191)  aus  den  links  von  tt  wirkenden 
äußeren  Kräften  durch  den  Schnittpunkt  der  vom  Schnitte  tt  ge- 
troffenen Gurtetäbe  0  und  U  geht,  weil  dann  L'  mit  R  zusammenfällt 


§  27. 

Die  Kräftepläne  Cremonas. 

128.     Die    auf   irgend   einen   Knotenpunkt   eines    starren   Fach- 
werks wirkenden  äußeren   und   inneren  Kräfte   sind   miteinaader  im 
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Gleichgewicht  und  lassen  sich  deshalb  zu  einem  geschlossenen  Poly- 
gone mit  stetigem  CFmfahrungssinne  zusammensetzen.  Dieses  Kräfte- 
polygen  ist  bestimmt,  sobald  nicht  mehr  als  zwei  jener  Kräfte  unbekannt 
sind.  Kennt  man  z.  B.  für  den  in  der  Fig.  194  dargestellten  Fall  die 
Spannkräfte  S^^  S^  und  die  Mittelkraft  P  der  im  fraglichen  Knoten- 
punkte angreifenden  äußeren  Kräfte,  so  hat  man  nur  nötig,  diese 
Kräfte  in  irgend  einer  Reihenfolge  zu  einem  stetigen  Kräft^age 
AB  CD  aneinander  zu  setzen  und  durch  den  Anfangspunkt  Ä  and 
den  Endpunkt  D  Parallelen  (AE  und  DE)  zu  den  Richtungen  der 
Stäbe  3  und  4  za  ziehen.  Man  erhält  dann  das  geschlossene  Krafte- 
polygon  ABCDEA^  dessen  letzte  Seiten  DE  und  EA  nach  Größe, 
Richtung  und  Sinn  die  Spannkräfte  Ä,  und  S^  darstellen.  Im  vor- 
liegenden Falle  findet  man,  daß  die  Stäbe  3  und  4  auf  Druck  bean- 
sprucht w;erden. 


Fig.  194. 

Sind  nun  die  auf  ein  Dreiecknetz  wirkenden  äußeren  Kräfte 
gegeben,  so  ist  man  im  stände,  der  Reihe  nach  die  Kräftepolygone 
für  sämtliche  Knotenpunkte  zu  zeichnen,  indem  man  bei  einem  der 
beiden  Knotenpunkte  beginnt,  Ton  welchem  nur  zwei  Stäbe  ausgehen. 
Hervorzuheben  ist,  daß  sich  beim  Dreiecknetz  die  einzelnen  Kräfte- 
polygone so  aneinander  reihen  lassen,  daß  jede  Kraft  nur  einmal  in 
der  Figur  vorkommt.  Die  auf  diese  Art  erhaltenen  Kräftepläne  sollen 
als  Oremanasche  Pläne  bezeichnet  werden,  weil  Oremona  zuerst  in 
allgemeiner  Weise  auf  die  bemerkenswerten  Eigenschaften  derselben 
aufmerksam  machte. 

129.  Beliebiges,  einfaches  Dreiecknetz.  In  den  Knotenpunkten 
1',  2',  3' . .  .  .  eines  einfachen  Dreiecknetzes  (Fig.  195)  mögen  irgend- 
welche miteinander  im  Gleichgewichte  befindliche  Kräfte  Pj,  P,, 
Pj  .  .  .  .  angreifen.  Es  entspricht  ihnen  dann  ein  geschlossenes 
Polygon,  in  welchem  die  Kräfte  P  dieselbe  Reihenfolge  haben  mögen, 
in  der  man  ihnen  bei  Umfahrung  des  Randes  1',  2',  3' .  . .  .  begeg- 
net Die  Eckpunkte  dieses  Kräftepolygons  seien  mit  (8'1'),  (1'2'), 
(2'3'),  .  .  .  .  bezeichnet,  so  zwar,  daß  beispielsweise  die  Ecke  (4 '5') 
von  den  Kräften  P^  und  Pg  gebildet  wird. 
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um  den  Eräfteplan  zu  zeichnen,  beginnt  man  beim  Knotenpunkte  1 
und  bestimmt  die  Spannkräfte  1  und  8  in  den  Stäben  1  und  8,  indem 


Fig.  1951. 


Kg.  195n 


man  zu  den  Mittellinien  dieser  Stäbe  durch  die  Endpunkte  (1'2')  und 
(8'1')  der  Kraft  P^  Parallelen  zieht  Man  erhält  ein  Kräftedreieck  mit 
dem  in  der  Mg.  195^^  durch  Pfeile,  die  innerhalb  des  Dreiecks  stehen, 
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angegebenen  Umfahrungssinn;  es  liefert  nacli  Größe,  Richtung  und 
Sinn  die  Spannkräfte  1  und  8.  Denkt  man  den  Knotenpunkt  1' 
durch  den  in  der  Fig.  195'  angedeuteten  Schnitt  vom  Fach  werk 
abgetrennt  und  überträgt  die  Pfeile  des  Kräftedreiecks  nach  den 
Schnittstellen,  so  erfährt  man,  daß  die  Stäbe  1  und  8  gedrückt 
werden,  weil  ihre  Spannkräfte  gegen  den  ruhenden  Knotenpunkt  1' 
gerichtet  sind. 

Nim  geht  man  zum  Knotenpunkte  8'  über,  an  welchem  die  gcv 
gebenen  Kräfte  Pg  und  8  und  die  noch  imbekannten  Kräfte  9  und  7 
angreifen.  Die  'Kisit  8  wirkt,  da  der  Stab  8  auf  Dnick  beanspruclit 
wird,  gegen  den  Knotenpunkt  8'  und  bildet  in  der  Fig.  196°  mit  P^ 
einen  stetigen  Kräftezug.  Schließt  man  diesen,  indem  man  durch  (7'  8') 
eine  Parallele  zum  Stabe  7  und  von  a  aus  eine  Parallele  ab  zum  Stabe  9 
zieht,  so  erhält  man  das  Kräftepolygon  für  den  Knotenpunkt  8';  es 
liefert  die  Spannkräfte  9  und  7,  welche  beide  in  den  betreffenden 
Stäben  Druckspannungen  erzeugen. 

Von  den  am  Knotenpunkte  2'  angreifenden  Kräften  sind  jetzt 
gegeben:  9,  1,  P,;  sie  bilden  im  Kräfteplane  bereits  einen  stetigen 
Zug,  welcher  durch  Parallelen  zu  den  beiden  gesuchten  Spann- 
kräften 2  und  10  geschlossen  wird.  Die  Parallele  zu  2  muß  durch 
den  Punkt  (2' 3')  gezogen  werden,  die  Parallele  zu  10  durch  den 
Pimkt  6. 

So  fortfahrend,  kann  man  sämtliche  Spannkräfte  finden,  indem 
man  der  Eeihe  nach  die  Kräftepolygone  für  die  Knotenpunkte  7',  3',  6\ 
4'  zeichnet  Das  Kräftepolygon  für  den  letzten  Knotenpunkt  5'  ist 
bereits  durch  die  den  Knoten  4'  und  6'  entsprechenden  Polygone  (4') 
imd  (6')  bestimmt 

Zu  beachten  ist,  daß  man  bei  Aufzeichnung  des  Kräftepolygons 
für  irgend  einen  Knotenpunkt  schon  das  dem  nächsten  Knotenpunkte 
entsprechende  Polygon  ins  Auge  fassen  muß.  So  könnte  man  z.  B. 
das  Kräftepolygon  für  2'  in  der  Weise  zeichnen,  daß  man  den  ge- 
gebenen &äftezug  9  —  1  —  P,  schließt,  indem  man  die  Parallele  zu 
iO  durch  den  Punkt  (2' 3')  zieht  und  die  Parallele  zu  2  durch  den 
Punkt  6,  wie  dies  in  der  Fig.  195°  durch  gestrichelte  Linien  ange- 
deutet worden  ist  Dann  müßte  man  aber  beim  Zeichnen  des  Poly- 
gons für  7'  die  Kraft  10  an  die  Kraft  7  setzen,  da  hier  .die  gegebenen 
Kräfte  P^,  7  und  10  aneinander  gereiht  werden  müssen,  und  bei  Kon- 
struktion des  Polygons  für  3'  müßte  man  2  an  Pj  setzen,  da  hier 
die  Kräfte  11,  2,  Pj  gegeben  sind. 

Derai'tige  Überlegungen  werden  überflüssig,  wenn  man  die 
folgenden  Beziehungen  zwischen  den  Figuren  195^  und  195"  be- 
achtet 
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Stab  1  die  Knoten  1'  und  2\ 
(i€fr  „   ^   jj        „       ^     „    o  y 


'     yj  yy 

u.  s,  w. 


3' 


4\ 


Kraft  1  durch  dm  Punkt  (1'  2') 

yy      ^        yy  yy  ?y        (^   ^  / 

yy       ^         yy  v  yy         ß' 4') 

V.    S.    lf\ 


Infolgedessen  haben  die  Kräftepolygone 

für  die  Knotenpunkte  1'  und  2'  die  Seite  1  gemein, 

2Q'  9 

71     ^      n       11      "        11     1 


3' 


In  der  Figur  195^  bilden 
die  Stäbe  1,  9, 8  das  Dreieck  (a), 
.,      ,;     9,7,10,,       „      (b), 
,,      „     10,2,U„       „       (c), 
u,  s.  w. 


M 


u.  s.  w^ 


In  der  Fig,  195^^  schneiden  sich 
die  Kräfte  1,  9,  8  im  Punkte  a^ 
9,  7, 10   ,,        „       b, 


l       10,2,11,, 

U.    S.    IV. 


In  der  Kg.  195'  verbindet 

Stab    9  die  Punkte  8'  und  2', 

,5    10    „         „       2      „    7 , 

11  7'         ^' 

u.  s.  w. 


In    der   Figur  195°   haben  die^ 
Kräftepolygone 

(8')  und  (2')  die  Seite  9  gemein^ 
(2')    „    (70    „      „    10      „     , 
(7')    „     (30    „      „    11      „     , 
u.  s.  w. 


Die  Punkte  a,  6,  c,  .  .  .  .  nennen  wir  die  Pole  der  Dreiecke  (a), 
(6),  (c) 

In  der  Rgur  195^  trennt  der 


Stab    9  die  Dreiecke  (o)  u.  (6), 
«     10   „        „         (b)  „  (c), 


11 


57  77 

u.  s.  w. 


(e)  „  (d), 


In  der  Fig. 

195"   verbindet  die- 

Spannkiuft 

9  die  Pole 

a 

und  6, 

10        77             77 

b 

77          ^7 

11        77           „ 

c 

77         d, 

u. 

s.  w. 

Sind  die  Spannkräfte  in  sämtliehen  Wandgliedern  gleich  Null^ 
so  fallen  die  Pole  a^  b^  c^  ,  .  ,  .  zusammen;  es  bilden  dann  die  Gur- 
tongen  ein  Seilpolygon  für  die  Kräfte  P^,  P,,  Pj  .  .  .  . 

Um  Oremonasche  Kräftepläne  schnell  zeichnen  zu  können,  genügt 
bereits  die  Beachtung  der  in  liegender  Schrift  angeführten  Beziehungen. 
Gute  Dienste  leistet  auch  die  Kegel:  Die  an  einem  Knotenpunkte  an- 
greifenden Kräfte  müssen  stets  in  der  Reihenfolge  aneinandergesetzt 
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werden,  in  der  man  ihnen  bei  Umkreisung  des  Knotenpunktes  begegnet 
Hierbei  sind  die  äußeren  Kräfte  (wie  in  Fig.  195^)  immer  außerhalb 
-des  Eandes  liegend  zu  denken.  Beispielsweise  sind  die  auf  den  Knoten- 
punkt 2'  wirkenden  Kräfte  in  der  Reihenfolge  9,  1,  P,,  2,  10  zu 
nehmen,  nicht  etwa  in  der  Reihenfolge  9,  1,  P,,  10,  2,  welche  letztere 
■die  in  der  Fig.  195'^  durch  gestrichelte  Linien  angedeutete,  unbrauch- 
bare Lösung  geben  würde. 

Anwendungen. 

Die  Tafel  2  enthält  Cremonasche  Kräftepläne  für  eine  Reihe  vou 
Dfeiecknetzen.  Zu  ihrer  Erläuterung  werden  kurze  Bemerkungen 
genügen;  doch  wird  dem  Anfänger  empfohlen,  jeden  Kräfteplan,  von 
Knotenpunkt  zu  Knotenpunkt  vorgehend,  nachzuzeichnen  imd  den  Um- 
fahrungssinn  jedes  einzelnen  Kräftepolygons  festzustellen. 

Die  Pläne  sind  zur  besseren  Übersicht  in  drei  Farben  ausgeführt 
worden.  Für  die  Spannkräfte  und  Stäbe  der  oberen  Gurtung  wurden 
blaue  Linien  gewählt,  für  die  untere  Gurtung  rote  und  für  die  Füllungs- 
stäbe schwarze  Linien. 

130.  Fachwerkbalken  mit  wagereohter  oberer  Ourtimg.  (Fiech- 
bauchträger.)  Fig.  196  auf  Tafel  2.  Die  Lasten  mögen  ausschließlich 
in  den  Knotenpunkten  der  oberen  Gurtung  angreifen.  Der  Träger 
habe  8  gleichlange  Felder  und  sei  symmetrisch  in  Bezug  auf  die 
Senkrechte  durch  die  Mitte.  Jedes  Feld  sei  gleichmäßig  mit  2  P  be- 
lastet Dann  konmit  auf  jeden  Knotenpunkt  die  Last  2  P,  mit  Aus- 
nahme der  mit  den  Stützpunkten  zusammenfallenden  Knotenpunkte; 
•diese  werden  mit  P  belastet.  Jeder  Stützenwiderstand  ist  =  8  P,  so 
■daß  an  jedem  Stützpunkte  die  Kraft  7  P,  nach  oben  gerichtet,  angi'eift. 
Es  genügt,  den  Kräfteplan  für  die  eine  Hälfte  zu  zeichnen. 

In  der  Figur  196b  ist  ib'b''b'"  ....  das  Polygon  der  äußeren 
Kräfte.  Nach  Ziehen  von  fc'a  ||  0^  imd  ia  ||  U^  findet  man  in  a  den 
Pol  des  Dreiecks  I II IIL  Nun  werden  die  Par^dlelen  zu  Oj,  O3  .  .  .  . 
gezogen,  femer  die  Parallelen  zu   CT,,   [/j  .  .  .  .     Die  ersteren  gehen 

■durch  die  Eckpunkte  ft"ft'" des  Polygons  der  äußeren  Kräfte,  und 

■die  letzteren  bilden,  da  in  den  Knotenpunkten  der  unteren  Gurtung 
keine  Lasten  angreifen,  einen  Strahlenbüschel,  dessen  Mittelpunkt  i  ist 
Vom  Pole  a  aus  wird  ein  Linienzag  abcdefgh  gezeichnet,  dessen  Seiten 
der  Reihe  nach  parallel  zu  F^,  Dg,  Fg,  D3,  Fg,  D^,  F^  sind,  und  dessen 
Eckpunkte  abwechselnd  auf  einer  roten  und  einer  blauen  Linie  liegen. 
Eine  Ausnahme  bildet  die  zu  F^  parallele  Seite  gh^  welche  von  0^  zu  0\ 
geht,  da  die  Spannkraft  F^  im  Knotenpunkte  VIII  mit  O4,  0\  und  2  P 
im  Gleichgewichte  ist,  miöiin  mit  diesen  drei  Kräften  ein  geschlossenes 
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Polygon  bilden  muß.  Aus  dem  Umfahrungssinn  der  einzelnen  Kräfte- 
polygone findet  man,  daß  sämtliche  Stäbe  der  oberen  Gurtung  ge- 
drückt imd  sämtliche  Stäbe  der  unteren  Gurtung  gezogen  werden. 
Zur  Peststellung  des  Vorzeichens  der  Spannkräfte  V  imd  D  ergibt 
sich  bei  der  hier  gewählten  Anordnung  des  Kräfteplanes  die  einfache 
Eegel: 

Versieht  man,  vom  Anfangspunkte  a  ausgehend,  den  Linien^- 
xug  abcdefgh  so  mit  Pfeilen,  daß  der  Umfahrungssinn 
ab  —  bc  —  cd  —  de  —  ....  nicht  unterbrochen  unrd,  so  geben 
diese  Pfeile  an,  in  welchem  Single  die  Kräfte  V  und  D  an 
den  Knotenpunkten  der  unteren  Ourtung  angreifen. 
Man  findet  auf  diese  Weise,  daß  in  Kg.  196  sämtliche  Vertikalen 
gedrückt  und  sämtliche  Diagonalen  gezogen  werden. 

131.  Fachwerkbalken  mit  wagerechter  unterer  Gnrtang.  (Bogen- 
sehnentrager.)  Fig.  197  auf  Tafel  2.  Es  mögen  nur  in  den  Knoten- 
punkten der  unteren  Gurtung  Lasten  angreifen.  Belastung  eines 
Knotenpunktes  =  2P.  An  den  Stützpunkten  greifen  die  Widerstände  IP 
an.  Man  macht  b'i  =  7P,  zieht  ia  \\  0^  und  b'a  \\  CT",  und  zeichnet  dann 
für  den  ersten  Knotenpunkt  der  unteren  Gurtung  das  aus  2P=b"b\ 
C7'i  =  6'a,  V^^=ab  und  U^=^bb''  bestehende  Kräftepolygon.  Nun 
werden  die  Parallelen  zu  den  Richtungen  ü,,  ?7,  und  U^  der  Stäbe  der 
belasteten  Gurtung  so  gezogen,  daß  diese  Parallelen  auf  der  Senk- 
rechten ib'  die  Kräfte  2  P  abschneiden,  femer  durch  den  Punkt  i  Pa- 
rallelen zu  den  Richtungen  O^^O^^  0^  und  0\  der  Stäbe  der  unbelasteten 
Gurtung.  Der  aus  den  Spannkräften  F^,  Z>„  F„  Dj,  Fj,  D^  bestehende 
linienzug  abcd .  .  .  .  g  wird  nun  so  eingetragen,  daß  die  Eckpunkte 
A,  c,  rf,  e,  f  g  wechselweise  auf  den  roten  Linien  U  und  den  blauen 
Linien  0  liegen,  und  schließlich  wird  gh  \\  V^  gemacht.  Von  a  ausgehend 
werden  die  Seiten  des  Polygonzuges  abcd ....  mit  Pfeilen  versehen. 
Diese  Pfeile  geben  an,  in  welchem  Sinne  die  Kräfte  V  und  D  an  den 
Knotenpunkten  der  unteren  Gurtung  angreifen.  Man  findet,  daß  V^ 
und  F4  positiv  sind,  weil  Zugspannungen  erzeugend,  dagegen  F,  und  F, 
negativ.  Die  Spannkräfte  D  sind  durchweg  positiv.  Die  obere  Gur- 
tung wird  gedrückt,  die  untere  gezogen. 

132.  Englischer  Dachstahl  mit  gezogenen  Diagonaleii  (Fig.  198 
auf  Tafel  2),  (Zahlenbeispiel).  Die  einzelnen  Dachbinder  sind  ein- 
ander parallel  und  in  5,1"*  Abstand  angenonunen.  Stützweite  24*, 
Feldweite  3,0'".  Die  senkrecht  wirkende  Belastung  besteht  für  das 
Quadratmeter  der  Horizontalprojektion  der  Dachfläche  aus 

54*  Eigengewicht  (Deckung:  Schiefer  auf  Winkeleisen). 
76*  Schneelast. 
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120  8in»(ß  +  10)*»  senkrechte  Seitenkraft  des  Winddruckes*) 

ß  =  Neigungswinkel    der    oberen    ßurtung.      f^ß  =  -^  =  0,4,   also 

ß  =  22  °  und  sin  (ß  +  10)  =  0,63.    Daher  Windbelastung 

120.0,53»  =  34*» 
und  Gesamtbelastung  64  +  75  +  34  =  163*»  =  0,163*.   Somit  kommen 
auf  jeden  Knotenpunkt 

0,163.5,1-3,0  =  2,5'. 

Die  wagerechte  Seitenkiaft  des  Winddruckes  darf  bei  der  geringen 
Neigung  der  Dachfläche  vernachlässigt  werden,  weil  der  größte  Wind- 
druck und  die  größte  Schneelast  kaum  gleichzeitig  auftreten  werden. 
Hingegen  werden  beide  Dachhälften  mit  dem  senkrechten  Winddrucke 
von  34*  belastet  gedacht 

An  jedem  Stützpunkte  greift  die  Kraft  A  =  ^-l  - 2,5'  (nach  oben 
gerichtet)  an. 

Die  Parallelen  zu  den  Spannkräften  in  der  oberen,  belasteten 
Gurtung  schneiden  auf  dem  Kräftezuge  die  Knotenpunktlasten  ab.  Die 
Parallelen  zu  den  Spannkräften  in  der  imteren,  unbelasteten  GurtuDg 
gehen  durch  denselben  Punkt;  sie  decken  sich,  da  sie  einerlei  Rich- 
tung haben.  Die  Parallelen  zu  den  Spannkräften  in  den  Gitterstäben 
bilden  einen  bei  a  beginnenden  zusammenhängenden  Linienzug. 

Nach  Messung  der  Spannkräfte  wurden  die  Ergebnisse  in  die 
rechte  Hälfte  der  Figur  198  a  eingetragen. 

133.  Binder  eines  Pultdaches  (Fig.  199a  auf  Tafel  2).  Der  einer 
gleichförmigen  gänzlichen  Belastung  entsprechendeKräfteplan  (Fig.  199b) 
wurde  ähnlich  wie  vorhin  gezeichnet.  Die  Füllungsstäbe:  1,  3,  5,  7, 
8,  9,  10,  12, 13  werden  bei  den  hier  gewählten  Verhältnissen  gedrückt^ 
die  Füllungsstäbe:  2,  4,  6,  11  gezogen.  Obere  Gurtung  gedrückt, 
untere  Gurtung  gezogen. 

134.  Kräfteplan  für  den  DachstoM  in  Fig.  200  auf  Tafel  2. 

Der  in  Fig.  200  a  dargestellte  Dachbinder  hat  bei  b  ein  festes  Auflager 
und  wird  bei  a  durch  eine  Strebe  gestützt.  Ist  bei  D  ein  Gelenk  an- 
geordnet^ so  wirkt  der  Stützenwideretand  A  in  der  Richtung  der  Strebe, 
und  es  muß  dann  der  Wideretand  B  des  rechten  Auflagers  durch  den 
Schnittpimkt  0  der  Strebe  mit  der  Mittelkraft  12 Paus  den  Belastimgen 
gehen.  Nach  Bestimmimg  von  A  und  B  (Fig.  200  b)  wird  A  mit  der 
im  Knotenpunkte  a  (Fig.  200  a)  angreifenden  Last  P  zu  der  Mittel- 
kraft A'  zusammengesetzt,  worauf  die  Spannkräfte  für  die  ersten  Stäbe 
der  oberen  und  unteren  Gurtung  bestimmt  werden  können.  Die  Spann- 
kräfte  für   die   unbelastete,   untere  (lurtung  gehen  durch  einen  und 


♦)  Die  Windrichtung  bilde  mit  der  Wagerechten  den  Winkel  10 •. 
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denselben  Punkt,  die  für  die  belastete,  obere  Gurtung  schneiden  auf 
dem  Zuge  der  Lasten  die  Strecken  2  P  ab.  Die  Parallelen  zu  den 
Spannkräften  in  den  Vertikalen  und  in  den  Diagonalen  bilden  einen 
zusammenhängenden  Linienzug,  dessen  Anfangspunkt  a  ist  Die 
eingetragenen  Pfeile  geben  an,  in  welchem  Sinne  die  Kräfte  an  den 
Knotenpunkten  der  imteren  Gurtung  angreifen.  Man  findet,  daß  die 
Vertikalen  gedrückt  und  die  Diagonalen  gezogen  werden.  Die  obere 
Gurtung  wird  gedrückt,  die  untere  gezogen. 

136.  Kräfteplan  für  einen  belgischen  Daohstnhl.  Beräckslohtigimg 
des  schrägen  Winddruckes  (Fig.  201  bis  203  auf  Tafel  2).  Unter  der 
Voraussetzung,  daß  jedes  Feld  der  oberen  Gurtung  mit  2P.  belastet 
wird,  während  in  3  Knotenpunkten  des  Untergurtes  Lasten  2P.  an- 
greifen, zeigt  Fig.  201b  den  Kräfteplan  für  die  senkrecht  wirkende 
Belastung;  es  genügte,  ihn  für  die  liake  Hälfte  zu  zeichnen.  Die  Spann- 
kräfte der  Stäbe  der  rechten  Hälfte  sind  gleich  denen  der  entsprechenden 
Stäbe  der  linken  Hälfte.  Die  obere  Gurtung  sowie  die  Wandglieder 
1,  3,  5,  7  werden  gedrückt.    Alle  übrigen  Stäbe  werden  gezogen. 

Weiter  soll  angenonmien  werden,  daß  auf  dem  Dachbinder  ein 
starker  Winddruck  wirkt  Der  Einfallswinkel  des  Windes  sei  ß 
(Fig.  222  a),  und  der  Neigungswinkel  der  oberen  Gurtung  gegen  die 
Senkrechte  =  a.  Dann  bildet  die  Normale  zur  Dachfläche  mit  der 
Windrichtung  den  Winkel  (a  —  ß),  so  daß  die  Geschwindigkeit  des 
Windes  rechtwinklig  zur  Dachfläche  gleich  ccos(a — ß)  wird,  wo  c 
die  Geschwindigkeit  des  Windes  überhaupt  bedeutet  Der  rechtwinklig 
zur  Dachfläche  F  wirkende  Wind  druck  ist  erfahrungsgemäß 

2  W=  0,12248  c*  cos»  (a  —  ß)  F; 
er  steht  nämlich  im  geraden  Verhältnis  zur  getroffenen  Fläche  und 
zu  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  der  Wind  recht- 
winklig zur  Dachfläche  bewegt  Man  kann  etwa  c  =  31"'  und  ß  =  10** 
setzen.  Dann  findet  man  S  Tr=  120  i^'cos^Ca  —  10).  F  ist  in 
Quadratmetern  auszudrücken.  Die  Belastung  eines  Knotenpunktes  ist 
in  Fig.  202a 

2Tr=iSTrbezieh.  W=-^^W. 

Das  bewegliche  Lager  sei  auf  der  linken  Seite  angeordnet,  und 
von  dieser  Seite  möge  auch  der  Wüid  kommen.  Bei  dieser  Belastung 
sind  die  Füllungsglieder  der  rechten  Hälfte  spannungslos.  Denn  führt 
man  durch  irgend  ein  Feld  der  rechten  Hälfte  einen  Schnitt  (Fig.  204) 
und  stellt  die  Momentgleichung  für  den  rechtseitigen  Stützpunkt  auf, 
so  erhält  man,  da  B  die  einzige  auf  das  rechte  Trägerstück  wirkende 
äußere  Kraft  ist, 

Z>r  =  0, 

wo  r  den  Hebelarm  von  D  bedeutet    Es  sind  aus  diesem  Grunde  in 
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Fig.  202  a  die  Füllungsglieder  der  rechten  Hälfte  fortgelassen  worden. 

Der  Stützenwiderstand  Ä  ist  senkrecht 
und  schneidet  2  TT  in  C  Durch  Punkt 
C  muß  der  Widerstand  B  gehen.  In 
Fig.  202  b  wurden  aus  dem  gegebenen 
2  TT  die  Kräfte  A  und  B  bestimmt; 
hierauf  wurde  A  mit  der  Belastung  W 
des  ersten  Knotenpunktes  zu  A'  zu- 
Fig.  204.  sammengesetzt.    Die  weitere  Konstruk- 

tion des  Planes  ist  aus  der  Fig.  202  b 
zu  ersehen.  Die  obere  Gurtung  wird  durchweg  gedrückt,  die  untere 
Gurtung  auf  der  linken  Trägerhälfte  gezogen,  auf  der  rechten  ge- 
drückt Die  Füllungsstäbe  1,  3,  5,  7  werden  gedrückt,  die  Füllungs- 
stäbe 2,  4,  6,  8  gezogen. 

Rg.  203  a  und  203  b  zeigen  die  Ermittelung  der  Spannkräfte  f lu- 
den Fall,  daß  der  Wind  von  der  rechten  Seite  konunt  Es  wird 
wieder  2  W  mit  dem  senkrechten  Stützenwiderstande  A  im  Punkte 
C  zum  Schnitt  gebracht  und  die  Richtung  des  ebenfalls  durch  C 
gehenden  Widerstandes  B  festgestellt.  Die  Füllungsstäbe  auf  der 
linken  Hälfte  werden  spannungslos;  sie  sind  in  der  Zeichnung  fort- 
gelassen worden.  Man  findet,  daß  die  obere  Gurtung  gedrückt,  die 
untere  Gurtung  gezogen  wird.  Die  Füllungsstäbe  9,  11,  13,  15 
werden  gedrückt,  die  anderen  gezogen. 

Nachdem  für  jeden  einzelnen  Stab  des  Fachwerks  durch  Yer- 
gleichung  der  Pläne  Fig.  202  b  und  203b  festgestellt  worden  ist,  ob 
durch  den  von  der  linken  Seite  oder  durch  den  von  der  rechten  Seite 
wirkenden  Winddruck  eine  größere  Spannkraft  erzeugt  wird,  muß  die 
größere  Spannkraft  zu  der  aus  dem  Plane  Fig.  201b  sich  ergebenden 
addiert  werden.  In  den  meisten  Fällen  genügt  es  aber,  die  statische 
Berechnung  eines  Dachstuhles  in  der  durch  das  Zahlenbeispiel  in 
No.  132  erläuterten  Weise  durchzuführen  und  nur  die  lotrechte  Seiten- 
kraft des  Winddruckes  zu  berücksichtigen.  Nur  bei  hohen  Dachstühlen 
zeichne  man  die  Pläne  für  den  schräg  wirkenden  Winddruck,  stelle 
jedoch  eine  geringere  Belastung  durch  Schnee  in  Rechnung,  da  es 
höchst  imwahrscheinlich  ist,  daß  bedeutende  Winddrücke  und  große 
Schneelasten  gleichzeitig  wirken. 

§  28. 

Einflufi  von  Kräften,  welche  nicht  in  den  Knotenpunkten 

angreifen. 

136.  Auf  einen  Fachwerkstab  ab  (Fig.  205a)  mögen  irgend  welche 
Lasten  wirken,  deren  Mittelkraft  =  R  sei.    Der  Stab  übt  auf  die  Knoten 
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a  und  b  gewisse  Drücke  aus,  welche  wir  in  die  Seitenkräfte  Ry^.It^^S 
zerlegt  denken,  deren  erstere  parallel  zu  R  sind,  während  die  entgegen- 
gesetzt gleichen  Kräfte  Ä  in  die  Stabachse  fallen.  Die  Kräfte  R^  und  iZ, 
lassen  sich  schnell  angeben.  Man  hat  nur  nötig,  auf  der  Kraft  R 
einen  beliebigen  Punkt  c  anzunehmen,  das  Dreieck  abc  als  Seilpolygon 
aufzufassen  und  den  zugehörigen  Kräfteplan,  Kg.  205b,  zu  zeichnen,. 


M 


fcj 


Ä, 


Ä. 


Fig.  205  a,  b  u.  c. 


Vergl.  auch  Seite  14,  Fig.  15.  Kennt  man  aber  die  von  sämtliche» 
Stäben  auf  die  Knotenpunkte  übertragenen  Kräfte  iZj,  iZ,,  so  ist  die 
AuJ^abe,  die  nach  der  Richtung  der  Stabachsen  wirkenden  Kräfte  S 
za  bestimmen,  auf  die  Ermittelung  der  Spannkräfte  S  eines  Fachwerkfr 
zurückgeführt,  an  welchem  sämtliche  äußeren  Kräfte  nur  in  den 
Knotenpunkten  angreifen. 

Sind  sämtliche  S  gefunden, 
so  kennt  man  die  an  jedem  Stabe 
angreifenden  Kräfte,  Fig.  205  c, 
und  ist  nun  im  stände,  die  auf 
die  einzelnen  Stabquerschnitte 
wirkenden  Biegungsmomente  Jf, 
Längskräfte  JNT,  Querkräfte  Q  und 
die  durch  diese  hervorgerufenen 
Spannungen  zu  bestimmen. 

Einen  der  wichtigsten  Fälle 
stellt  die  Fig.  206  dar.  Der  Stab  afr 
wird  durch  parallele  Kräfte  P^, 
P,  —  belastet;  die  Spannkräfte  S 
sind  Drücke.  (Obere  Gurtung  des 
Binders  eines Pfettendaches.)  Das 
Biegungsmoment  für  irgend  einen  Querschnitt  C  stimmt  überein  mit 
dem  Biegungsmomente  für  den  entsprechenden  Querschnitt  C  einea 


Fig.  206. 
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einfachen  Balkens  a'b\   welcher   rechtwinklig   zu  den  Lasten  F   ist, 

und   dessen  Stützpunkte   den  Punkten  a  und  b  entsprechen.    Dieses 

Moment   kann   nach  No.  69   mit  Hilfe   eines   Seilpolygons   bestinimt 

werden.    Die  Rechnung  würde  liefern,  wenn  z.  B.  C  zwischen  P,  und 

SP6 
P3  liegt:  M=R^x  —  P^e^  —  ^«^7  wobei  Äj  = — ^ —    Die  auf  den 

rechtwinklig  zur  Stabachse  angenommenen  Querschnitt  C  wirkende 
Längskraft  ist  N=-  —  8 —  {R^  —  Pj  —  P,)  cos  ot,  wobei  a  den  Winkel 
bedeutet,  welchen  die  Lasten  P  mit  ab  bilden.  Für  die  Spannungen 
<5^  und  a,  erhält  man  (nach  Gleich.  17  Seite  62) 

^^=>"  +  -J^'     ^«=P J^- 

Auf  diese  Weise  kann  man  auch  das  Eigengewicht  der  Eachwerk- 
stäbe  berücksichtigen;  indes  begnügt  man  sich  in  der  Regel  damit, 
seinem  Einflüsse  auf  die  Spannkräfte  S  Rechnung  zu  tragen,  indem 
man  die  Stabgewichte  auf  die  Knotenpunkte  Terteilt. 

137.    Dreieoknetze  ans  Stäben  nnd  gegliederten  Sahelben.    Die 

vom  Stabe  ab  (Fig.  205a)  auf  die  Knotenpunkte  a  und  b  übertragenen 
Kräfte  Pj,  P„  S  sind  unabhängig  von  seiner  Gestalt  Tritt  an 
die  Stelle  jenes  Stabes  eine  irgendwie  geformte  ebene,  vollwandige 
oder  starre  gegliederte  Scheibe,  die  nur  in  den  Gelenken  a  und  b 
mit  den  übrigen  Teilen  des  Fachwerks  zusammenhäogt,  und  auf  welche 
<iieselbe  Last  R  wirkt,  so  bleiben  die  Kräfte  P^,  P,,  8  die  nämlichen. 
Es  sind  deshalb  die  Untersuchungen  in  No.  136  auch  für  die  Be- 
xechnung  solcher  Fachwerkträger  wichtig,  die  aus  einfacheren  dadurch 
entstanden  sind,  daß  einzelne  Stäbe  der  letzteren  durch  gegliederte 
Scheiben  ersetzt  werden.  Ein  Beispiel  hierfür  ist  das  in  der  Fig.  207  a 
dargestellte,  aus  4  gegliederten  Scheiben  und  7  Stäben  bestehende 
Dreiecknetz;  es  kann  aufgefaßt  werden  als  einfacher  Polonceau- 
Träger,  Fig.  207  b,  dessen  obere  Gurtstäbe  durch  Fischbauchträger  er- 
setzt worden  sind. 

Die  gesamte  gleichförmige  Belastung  des  Binders  sei  =  P,  mit- 
hin die  Knotenlast  =^  P,  Hat  man  unter  Einführung  der  Knotenlasten 
^P  für  den  Träger  in  Fig.  207  b  den  Kräfteplan  207  c  gezeichnet, 
so  muß  man  den  Fischbauch  träger  ab  für  die  in  der  Fig.  207  d  ver- 
anschaulichte Angriffsweise  berechnen.  Außer  den  senkrechten  Lasten 
i^P  und  den  entsprechenden  Stützenwiderständen  -i^P  wirken  auf 
diesen  Träger  noch  in  der  Richtung  ab  die  Drücke  0\  deren  Größe 
der  Plan  Fig.  207  c  angibt  Fig.  207  e  zeigt  den  Kräfteplan  für  die 
senkrechte  Belastung.  Die  Kräfte  0'  beanspruchen  nämlich  im  vor- 
liegenden Falle  nur  die  obere  Gurtung  des  Fischbauchträgers,  und  man 


Digitized  by 


Google 


Dreieoknetze  aus  Stäben  und  Soheiben. 


325 


hat  deshalb  nur  nötig,  zu  den  für  diese  Ourtung  au&  dem  Plane 
Eg.  207  e  erhaltenen  Spannkräften  (Drücken)  1\  2',  3',  4'  noch  den 
Wert  O'  (Druck)  au  addieren,  während  die  in  Fig.  207  e  für  die  untere 
Oortung  und  die  Diagonalen  gegebenen  Kräfte  ungeändert  bleiben. 
Der  Eschbauchträger  bc  wird  ebenso  behandelt  Zu  jedem  der  Drücke, 
welche  der  Plan  Mg.  207  e  für  die  obere  Gurtung  liefert,  ist  der  Druck 
0"  zu  fügen.  Die  Vorzeichen  sind  in  die  Figuren  eingetragen  worden. 
Es  ist  auch  möglich,  einen  zusammenhängenden  Kräfteplan  zu 
zeichnen.  Der  einzuschlagende  Weg  soll  unter  Voraussetzung  des  in 
Fig.  208  a  dargestellten  Belastungsfalles  beschrieben  werden.  Auf  die 
eine  Dachhälfte  wirke  ein  Winddruck  TF,  welcher  die  Knotenpunkte 


Fig.  207  a,  b,  c,  d  u.  e. 


mit  I W  bezieh.  ^  W  belastet  und  die  Auflagerkräfte  Ä  imd  B  her- 
vorruft Der  Widerstand  Ä  sei  senkrecht  gerichtet;*)  B  geht  durch 
den  Schnittpunkt  der  Kräfte  Ä  imd  W,  Wäre  die  Spannkraft  C/j 
gegeben,  so  könnte  man  das  dem  Knotenpunkte  a  entsprechende  Kräfte- 
polygon dmefgd  (Fig.  208b)  zeichnen.  Um  U^  zu  finden,  denke  man 
den  Fischbauchträger  ab  durch  einen  geraden  Stab  ab  ersetzt  und  seine 


*)  &  liof^e  also  das  bewegliohe  Auflager  bei  Ä. 

Xüller-Breilau,  anphiBcha  SUtflE.    L 
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Belastung  3  •  -|-  TT  auf  die  Knotenpunkte  a  und  b  verteilt  In  a  greift 
dann  die  Last  2*  4*  W=^mf  an,  und  man  erhalt  für  a  das  Kräfte- 
polygen  dmfgd^  in  welchem  fg  ||  ab  ist.    Wird  auch  die  Belastung  des 


Fig.  208  a  u.  b. 

Eischbauchträgers  bc  auf  die  Knotenpunkte  b  und  c  verteilt  und  dieser 
Trfiger  durch  einen  Stab  bc  ersetzt,  so  kommt  auf  b  die  Belastong^ 
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A*^W=fi  und  man  erhält  nach  Ziehen  der  Geraden  gt\\N  und 
it  II  bc  die  im  Stabe  bm  auftretende  Spahnkraft  N.  Der  Kräfteplan 
läßt  sich  jetzt  nach  den  früher  gegebenen  Kegeln  fertigstellen;  man 
kann  von  Knotenpunkt  zu  Knotenpunkt  vorgehen,  ohne  jedesmal  mehr 
als  zwei  unbekannten  Spannkräften  zu  begegnen.  Die  in  der  !ELg.  208  a 
gestrichelten  Stäbe  sind  spannungslos.  0  bedeutet  den  Druck  in  der 
Gurtung  cn. 

Dem  Leser  wird  empfohlen,  in  gleicher  Weise  den  Belastungsfall 
in  Fig.  207  a,  sowie  den  Einfluß  eines  auf  die  rechte  Dachhfilfte  wir- 
kenden Winddruckes  zu  untersuchen. 


§  29. 

Kräftepläne  für  Polonceau-Träger,  in  Verbindung  mit  einigen 

allgemeineren  Untersuchungen. 

138.  Die  Entwicklung  der  Kräftepläne  für  die  in  den  Figuren  210 
und  212  dargestellten  wichtigen  Folonceau-Träger  soll  durch  die  Be- 
trachtung des  Trägers  in  Fig.  209  eingeleitet  werden. 


Fig.  209  a  u.  b. 

Dieser  Träger  besteht  aus  zwei  (yollwandigen  oder  gegliederten) 
Scheiben,  welche  miteinander  durch  ein  Gelenk  G  und  einen  Stab  ab 
verbunden  sind.  Bei  a  und  b  ist  der  Stab  gelenkartig  befestigt.  An 
der  Scheibe  /  greifen  außer  den  äußeren  Kräften  P^,  P,,  Pj,  P^,  P^^ 
welche  sämtlich  gegeben  sein  mögen  imd  deren  Mittelkraft  =  R  sei, 
noch  an:  die  Spannkraft  S  des  Stabes  ab  und  die  Kraft  2>,  mit  welcher 
die  Scheibe  //  im  Punkte  O  auf  die  Scheibe  /  wirkt  Da  Gleich- 
gewicht nur  dann  besteht,  wenn  die  Kraft  D  durch  den  gegebenen 
Schnittpunkt  c  von  R  und  S  geht,  so  ist  die  Richtung  von  D  bekannt, 
und  es  lassen  sich  S  und  D  mit  HUfe  eines  Kräftedreiecks  bestimmen. 

15* 
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Nun  sind  alle  auf  die  Scheibe  /  wirkenden  Kräfte  bekannt,  desgleichen 
die  an  der  Scheibe  II  angreifenden.  Sind  die  Scheiben  gegliedert  und 
einfache  Dreiecknetze  (wie  beispielsweise  in  den  Figuren  210  u.  212X 
so  ist  der  Träger  ein  innerlich  statisch  bestimmter.  Für  jede  der 
beiden  Scheiben  läBt  sich  ein  Cremonascher  Eräfteplan  zeichnen,  wobei 
darauf  zu  achten  ist,  daß  für  das  Eräftepolygon  der  Scheibe  I  die 
Reihenfolge  P„  P„  P,?  A  Pg,  5,  P^  zu  wählen  ist  und  für  das  Kräfte- 
polygon der  Scheibe  II  die  Reihenfolge:  Z>,  P^,  Pg,  P«,  P7,  S.  In  be- 
sonderen Fällen  sind  Vereinfachungen  möglich,  auf  welche  bei  Losung 
der  beiden  folgenden  Aufgaben  hingewiesen  werden  soll. 

139.  Eräfteplan  fOr  den  Daehbinder  in  Fig.  210.  Die  Enoten- 
lasten  seien  senkrecht  und  mögen  zunächst  gleich  groß  angenommen 
werden.  Die  Spannkraft  im  Stabe  11  sei  aS'^^;  sie  läßt  sich  auf  dem 
in  No.  138  angegebenen  Wege  finden,  wird  aber  im  vorliegenden  Falle 
kürzer  mit  Hilfe  des  Ritter^\iea  Yerfahreus  abgeleitet.  Führt  man 
durch  d  einen  senkrechten  Schnitt  und  stellt  die  Momentengleichung 
für  den  Punkt  d  auf,  so  erhält  man  (wenn  X  die  Feldweite  bedeutet) 

.44X  —  P(3X  +  2X  +  X)  —  Äii.dr  =  0 
und  (wegen  A  =  -0- ) 

Si,d^  =  2P.4X. 

Niomit  man  in  der  linken  Auflagersenkrechten  eine  Eraft  jß  =  2P 
an,  deren  Moment  bezüglich  d  gleich  2P-4X  ist,  bringt  hierauf  Stab- 
achse 11  mit  R  in  g  zum  Schnitt,  zieht  die  Oerade  dg  und  zerlegt 
im  Eräfteplane  R  nach  den  Richtungen  OD  ||  gd  und  ED  ||  rp,  so  ist 
DE=  aS^j.  Der  Sinn  von  S^  ist  so  zu  nehmen,  daß  der  Umfahrungs- 
sinn  des  Polygons  EODE  ein  stetiger  ist 

Nachdem  die  auf  die  Scheibe  I  wirkenden  Eräfte  in  der  Reihen- 
folge Sil,  .4,  P,  P, .  .  . .  aneinandergesetzt  worden  sind,  bietet  die  Auf- 
zeichnung eines  Oemo?2aschen  Eräfteplanes  keinerlei  Schwierigkeiten; 
in  Fig.  210b  wurde  er  für  die  linke  Hälfte  des  symmetrischen  Trägers 
dargestellt    Die  Vorzeichen  der  Spannkräfte  gibt  Fig.  210a  an. 

Es  mögen  noch  zwei  andere  Verfahren,  den  Punkt  D  in  Fig.  210b 
zu  bestimmen,  mitgeteilt  werden,  welche  beide  auch  bei  ungleich  großen 
und  schräg  gerichteten  Enotenlasten  mit  Vorteil  anzuwenden  sind. 

Man  beginne  die  Aufzeichnung  des  Eräfteplanes  mit  der  Be- 
stimmung der  auf  den  Enoten  f  wirkenden  Spannkräfte  1  und  2,  ermittle 
hierauf  3  und  4,  sodann  5  und  6.  An  jedem  der  folgenden  Enoten- 
punkte  {b  oder  d)  begegnet  man  drei  unbekannten  Spannkräften.  Geht 
man   zum  Enoten  b  und   nimmt  für  die  eine  der  drei  unbekannten 
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z.  B.  für  7  den  beliebigen  Wert  Ä^  S  an,  so  kann  man  das  dem  Knoten- 
punkte b  entsprechende  Kräftepolygon  A^SFLJB^Aj^  zeichnen  und 


Fig.  210  a  u.  b. 

hierauf  die  Kräftepolygone  für  die  Knoten  c  und  e,  nämlich  B^JKC^B^ 
und   jBi^,2>iCijBi*).      Eine    zweite   Annahme:    ^^'S^™  Spannkraft  7 

•)In  Fig.    210b   ist   AZ^,||J,^,||8;   Ä,Ci  ||  ^,Ci  ||  12;    CtA  II  ftD.  ||  14 
A^,  II  D,^,  II 10. 
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liefert  für  e  das  Polygon  B^A^D^C^B^.  Der  Eckpunkt  D  des  wirk- 
lichen Kräftepolygons  für  e  muß  aber  auf  der  durch  E  zum  Stabe  11 
gezogenen  Parallelen  liegen;  er  ist  bestimmt  als  Schnittpunkt  dieser 
Parallelen  mit  der  durch  die  Punkte  D^  und  D^  gelegten  Geraden. 
Denn  die  Eckpunkte  Ä^  B^  C  des  Kräftepolygons  AB  CDA  bewegen 
sich  infolge  Änderung  der  Spannkraft  7  auf  den  festen  Geraden  7,  9, 13, 
und  es  beschreibt  deshalb  auch  der  Punkt  D  eine  gerade  Linie*). 

Bin  drittes  Verfahren,  den  Punkt  D  zu  bestimmen,  gründet  sich 
auf  die  folgende  Überlegung.     Betrachtet  man  in  der  Fig.  210a  den 


*)  Es  folgt  dies  aus  dem  geometrischen  Satze: 

Ändert  ein  n-Eck  in  der    Weise  seine  Form,  daß  sämtliche  Seiten 
durch  feste  Punkte  einer  und  derselben  Geraden  gehen  (die  in  den  vor- 
liegenden Anwendungen  die  unendlich  ferne  Gerade  ist),  während  n  —  i 
Eckpunkte  gerade  Linien  beschreiben,  so   bewegt  sich  auch  der  letzte 
Eckpunkt  in  einer  Geraden. 
Mit  Hilfe  dieses  Satzes  läßt  sich  die  wichtige  Aufgabe  lösen:  ein  n-Eck  zu 
zeichnen,  dessen  sämtliche  Eckpunkte  1,  2,  3  ....  in  gegebenen  Geraden  liegen, 
und  dessen  sämtliche  Seiten  gegebene  Richtungen  besitzen. 


In  der  Fig.  211  wurde  diese  Aufgabe  für  den  Fall  «  =  4  gelöst  Gesucht 
ist  ein  Polygon,  dessen  Eckpunkte  1,  2,  8,  4  auf  den  Geraden  I,  11,  III,  IV, 
liegen,  und  dessen  Seiten  den  gegebenen  Geraden  a,  b,  c,  d  parallel  sind.  Es 
wurden"  zwei  beliebige  Vierecke  1'2'3'4'  und  1"2''8"4''  gezeichnet,  deren  Seiten 
den  Geraden  a,  b,  c,  d  parallel  sind,  und  deren  Ecken  1',  2',  8'  und  1",  2",  8" 
beziehungsweise  in  J,  IZ,  ///  liegen.  Dann  liegt,  nach  dem  vorstehenden  Satze, 
4  auf  der  Geraden  4' 4",  und  es  ist  dieser  Punkt  deshalb  der  Durchschnittspunkt 
der  Geraden  4'4"  und  IV. 
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LLnienzug  abcd  als  einen  Ei*äftezug,  e  als  den  Pol  desselben,  und  die 
Geraden  10,  8,  12,  14  als  Seilstrahlen,  so  ist  das  Polygon  B^  A^  B^  G^  D^ 
ein  zugehöriges  Seilpolygon,  ebenso  das  Polygon  D^A^B^C^D^.    Die 


Jig.  212  a  u.  b. 


Gerade  DiD^  muß  deshalb  parallel  zu  der  Mittelkraft  ad  der  Kräfte 
ab^  bc^  cd  sein,  und  es  ist  ersichtlich,  daß  man,  um  den  Punkt  D 
zu  finden,  nur  nötig  hat,  das  eine  der  beiden  Versuchspolygone,  z.  B. 
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J.j£|(7jZ>,  J.J  zu  zeidinen.  Eine  durch  D^  znr  Geraden  ad  geeogene 
Parallele  D^D  bestimmt  auf  der  ED  den  Punkt  D. 

140.  Eräfteplan  fBr  dm  Dachbinder  in  Fig.  212.  Eb  handelt 
sich  hier  wieder  um  einen  besonderen  Fall  des  in  Fig.  209  dargestellten 
Trägers.  Man  könnte  die  Spannkraft  im  Stabe  11  auf  die  in  No.  139 
angegebene  Art  bestimmen,  hierauf  die  an  der  Scheibe  agh  angreifenden 
Kräfte  in  der  Eeihenfolge  11,  P',  -4,  Pj,  P,, .  .  .  .  aneinandersetzen  und 
für  diese  Scheibe  einen  Cremonaschen  Eräfteplan  zeichnen.  Ein  zweiter 
Weg,  der  ebenfalls  bei  beliebiger  Oestalt  der  Qurtungen  und  bei  be- 
liebig gerichteten  Lasten  zum  Ziele  führt,  ist  der  folgende. 

Nachdem  man  der  Reihe  nach  die  Spannkräfte  1,  2,  3,  4,  5,  6 
bestimmt  hat,  gehe  man  zum  Knotenpunkte  f  an  welchem  (ebenso  wie 
am  Knoten  g)  drei  unbekannte  Spannkräfte,  nämlich  7,  8,  9  auftreten^ 
und  nehme  für  die  eine,  z.  B.  für  7,  nacheinander  zwei  beliebige 
Werte  an.  Die  erste  Annahme  sei:  7  =  6-4',  die  zweite:  7  =  6-4". 
Kennt  man  7,  so  ist  man  im  stände,  alle  übrigen  Spannkräfte  zu 
bestimmen.  In  Fig.  212b  sind  D'ÄB'CD'  und  D"Ä'ff'C'I)" 
die  jenen  beiden  Annahmen  entsprechenden  Kräftepolygone  für  den 
Knoten  e  und  D'CE'F'D^  I)"C'E"r'D"  die  Kräftepolygone 
für  den  Knoten  c,  DABCD  und  DCEFD  sind  die  vorläufig  unbe- 
kannten Kräftepolygone  für  e  und  c.    Man  kann  nun  wie  folgt  schließen. 

1)  Die  Ecken  A^  B^  D  des  Polygons  DABCD  bewegen  sich  auf 
den  gegebenen  Geraden  7,  8,  11;  mithin  beschreibt  auch  G  eine 
Gerade. 

2)  Die  Ecken  jD,  C,  E  des  Polygons  DCEFD  bewegen  sich  auf  ge- 
gebenen Geraden;  mithin  beschreibt  auch  F  eine  Gerade,  deren 
Lage  durch  die  beiden  Punkte  F'  und  F"  bestimmt  ist 

Da  aber  die  Ecke  F  des  wirklichen  Kräftepolygons  auf  der  Ge- 
raden 18  liegen  muß,   so  ist  die  Lage  dieses  Punktes  bestimmt  und 

7  bis  18. 

212  a,  die  Punkte  0,6,^,/"  auf  einer 
Geraden,  desgleichen  die  Punkte  a,  c, 
ß,  9,  so  gelaugt  man  schneller  zum 
Ziele,  wenn  man  beachtet,  daß  die 
am  Knoten  b  angreifenden,  gleich  ge- 
richteten Kräfte  14  und  18  durch  ihre 
Mittelkraft  18 — 14  ersetzt  werden 
dürfen,  worauf  es  möglich  ist,  die 
Spannkraft  16  zu  bestimmen.  Zur  Er- 
läuterung des  Verfahrens  diene  Fig.  213; 
es  wurden  dort  14  und  18,  deren  Sinn 
noch  unbekaont  ist,  als  Zugkräfte  aagenommen.  In  gleicher  Weise 
läßt   sich   nun    am  Knoten  c   die  Spannkraft  15,    am  Knoten  d  die 


mit  ihr  sämtliche  Spannkräfte 
Liegen  nun,    wie  in  Fig. 


Kg.  213. 
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Spannkraft  12  und  schließlich  am  Knoten  e  die  Spannkraft  9  bestimmen. 
Die  Ermittelung  aller  dieser  Kräfte  ist  in  der  Fig.  212  angegeben 
worden.  Jetzt  ist  man  im  stände,  das  Kräftepolygon  für  den  Knoten- 
punkt f^  an  welchem  nur  noch  zwei  unbekannte  (7  und  8)  auftreten^ 
zu  zeichnen  und  hierauf  alle  übrigen  Spannkräfte  zu  bestimmen. 

141.  Eiweltenmg  der  üntenmohung  in  No.  138.  Wird  das 
Gelenk  Ö  des  in  Rg.  209  dargestellten  Trägers  durch  2  Stäbe  cd 
und  ef  ersetzt,  Fig.  214,  so  wirken  auf  die  Scheibe  I  außer  den 
gegebenen  äußeren  Kräften,  deren 
Mittelkraft  =  R  sein  möge,  noch  drei 
Spannkräfte  S^^  S,,  iSj,  welche  sich 
mit  Hilfe  des  Culmannschen  Ver- 
fahrens bestimmen  lassen,  vorausge- 
setzt, daß  sich  die  Achsen  der  drei 
Stäbe  nicht  in  einem  Punkte  schnei- 
den*). Die  Mittelkraft  D  aus  S, 
und  iS,  geht  durch  den  Schnittpunkt 
O'  der  Stäbe  cd  und  e/j  sowie  durch 
den  Punkt  gr,  in  welchem  R  von  ab 
getroffen  wird.  Man  bezeichnet  auch 
den  Punkt  O'  (nach  Föppl)  als  ein 
gedachtes  Oalenk;  dasselbe  geht  in 
ein  wlrkllolieB  Gelenk  über,  sobald 
die  beiden  Punkte  e  und  c  oder 
die  beiden  Punkte  f  und  d  oder 
schließlich  alle  vier  Punkte  c,  d,  e,  f  zusammenfallen. 

Wirken  auf  die  Stäbe  aft,  crf,  ef  Lasten,  so  werden  diese  nach 
No.  137  auf  die  Punkte  a,  ft,  c,  d,  6,  f  übertragen,  worauf  die  Spann- 
kräfte iSj,  Äj,  S^  genau  wie  vorhin  ermittelt  werden  können.  An 
die  Stelle  jener  Stäbe  können  auch  starre  Scheiben  treten,  welche 
durch  je  zwei  (wirkliche  oder  gedachte)  Gelenke  mit  den  Scheiben 
/  imd  II  zusammenhängen.  Einen 
solchen  Fall  stellt  die  Fig.  215  dar. 
Die  Scheiben  /  und  II  wurden  durch 
die  Scheibe  III  und  das  Gelenk  ßg 
zu  einem  starren  Gebilde  verbunden. 
Indem  man  die  auf  die  Scheibe  /// 
wirkenden  Lasten  auf  die  Punkte  ßj  Fig.  215. 

und  Öj  verteilt,   führt  man   die  Be- 

rechnimg  des  fraglichen  Trägers  auf  diejenige  des  in  No.  139  unter- 
suchten Trägers  zurück. 


*)  Die  drei  Geraden  a&,  ed,  ef  dürfen  also  anch  nicht  parallel  sein. 
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Die  vorstehenden  Betrachtungen  geben  uns  ein  einfaches  Mittel 
an  die  Hand,  um  aus  statisch  bestimmten  gegliederten  Scheiben  und 
aus  Stäben  eine  ganze  Reihe  von  innerlich  statisch  bestimmten  Fach- 
werkträgem  herzuleiten.  Ein  Beispiel  zeigt  die  Kg.  215a.  Die 
beiden  Scheiben  V  und  VI  wurden  durch  das  Gelenk  ö^  und  den 
Stab  5  zu  einem  starren  Gebilde  vereinigt,  welches  wir  als  Scheibe 
( F,   F/,  5)   bezeichnen   wollen,   und   in  gleicher  Weise   wurden  die 

Scheiben  IV  und  /// 
durch  Ög  und  4  zur 
Scheibe  (7F,  ///,  4) 
verbunden.  Hierauf 
wurden  die  Scheiben 
(F,  VI,  5)  und  (777, 
7F,  4)  durch  die  Stäbe 
1,  2,  3  zu  einem  star- 
ren Ganzen  vereinigt 
und  schließlich  die 
Scheiben  7  und  77  hinzugefügt.  Es  entsteht  ein  Träger,  welcher  sich 
von  dem  in  der  Fig.  215  dargestellten  Träger  nur  dadurch  unter- 
scheidet, daß  an  die  Stelle  der  Scheibe  777  die  Scheibe  (777,  7F,  F, 
F7,  1,  2,  3,  4,  5)  getreten  ist  Da  die  einzelnen  Scheiben  Dreieck- 
netze sind,  ist  der  Träger  statisch  bestinmit,  sobald  sämtliche  äußeren 
Kräfte  gegeben  sind.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  er  nur  ein  festes 
und  ein  bewegliches  Auflagergelenk  erhält 


Fig.  215  a. 


IX.  Abschnitt. 

Der  einfache  Pachwerkbalken. 

§  30. 
Die  ungfinstige  Belastungsweise.    Einfluftlinien. 

142.  Belastnngsgesetze.  Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  die  wich- 
tigsten statisch  bestimmten  Träger  ausführlicher  zu  behandeln  und 
beginnen  mit  dem  in  einer  lotrechten  Ebene  angenommenen  einfachen 
Fachwerkbaüceti.  Die  Lasten  seien  senkrecht  imd  abwärts  gerichtet 
Dann  sind  auch  beide  Stützenwiderstände  senkrecht,  und  es  ist  deshalb 
für  die  folgenden  Betrachtungen  gleichgültig,  auf  welcher  Seite  das 
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Fig.  21«. 


feste  oder  das  bewegliche  Auflager  liegt.  Zunächst  soll  die  Frage  nach 
der  ungünstigsten  Belastungsweise  entschieden  werden.  Wir  setzen  ein 
einfaches  Dreiecknetz  voraas  und  knüpfen  an  die  im  §  26  zur  Er- 
läuterung der  Verfahren  von  Culmann  und  Ritter  durchgeführten  Unter- 
suchungen an:  sie  zeigten,  daß  die  Spannkräfte  in  den  Ourtungen  des 
ei7ifachen  Fachiverkbalkens  bei  voller  Belastung  am  größten  werden, 
und  daß  die  obere  Gttrtung  stets  gedrückt,  die  untere  Ourtung  stets  ge- 
zögert wird.  Sodann  wurde  durch  jene  Unter- 
suchung der  bei  Satteldächern  vorkommende 
besondere  Fall  ausgeschieden,  in  welchem 
auch  die  Spannkräfte  in  den  Gitterstäben 
bei  voller  Belastung  des  Balkens  am  größten 
werden.  Es  bleibt  also  nur  noch  anzu- 
geben, für  welchen  Belastungszustand  die 
Spannkraft  in  einem  Füllungsstabe  ihre 
Grenzwerte  annimmt,  wenn  ein  durch 
diesen  Stab  geführter  Schnitt  tt  zwei  Gurt- 
stäbe trifft,  die  sich  außerhalb  der  Stütz- 
weite schneiden.  Der  fragliche  Stab  sei 
eine  links  steigende  Diagonale  (Fig.  216), 
und  es  möge  zunächst  der  Einfluß  von 
Lasten  untersucht  werden,  die  auf  den  rechts  vom  Schnitte  tt  gelegenen 
Trägerteil  wirken.  Am  linken  Trägerteile  greift  dann  nur  eine 
äußere  Kraft  an,  nämlich  der  Stützenwiderstand  A.  Um  D  zu  finden, 
werde  das  auf  Seite  210  beschriebene  Culmannsch^  Verfahren  ange- 
wendet. Der  Schnittpunkt  von  A  und  U  wird  mit  dem  Schnittpunkt 
von  0  und  D  durch  die  Gerade  L  verbunden,  und  hierauf  werden  der 
Reihe  nach  die  geschlossenen  Kräftepolygone  A^  £7",  L  und  Zy,  2),  O 
gezeichnet  (Fig.  216b).  Es  stellt  sich  heraus,  daß  die  fragliche  Dia- 
gonale gexogen  wird,  sobald  sich  0  und  U  links  von  A  oder  rechts  von 
it  schneiden.  Der  Fall,  in  welchem  sich  0  und  U  zwischen  A  und 
tt  treffen,  ist  durch  die  Voraussetzung  ausgeschlossen.  Um  nun  den 
Einfluß  von  Lasten  zu  bestimmen,  welche  auf  den  linken  Trägerteil 
wirken,  wird  zweckmäßig  der  rechte  Träger- 
teü  betrachtet,  weil  jetzt  an  diesem  nur 
eine  einzige  äußere  Kraft,  der  Stützen- 
widerstand 5,  angreift  Das  Kräftepolygon 
jB,  J7,  D,  0  wird  ganz  ebenso  wie  vorhin 
gefunden;  es  liefert  für  D  einen  Druck, 
sobald  sich  0  und  U  links  von  tt  oder 
rechts   von  B  schneiden;    ein  zwischen  tt  t?-     «  7 

imd  B  liegender  Schnittpunkt  von  0  und  U  ^^'        *  ^    • 

ist  durch  die  Voraussetzung  ausgeschlossen.    Hieraus  folgt  der  Satz: 
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Schneiden  sich  0  und  U  außerhalb  der  8tütxu)eite,  so  rufen 
aUß  Lasten,  u^elche  in  Knotenpunkten  rechts  von  tt  angreifen  ^ 
in  der  Diagofuüe  D*)  einen  Zug  hervor  und  aile  Lasten,  tvelche 
in  Knotenpunkten  links  von  tt  angreifen,  einen  Druck, 

Wir  setzen  jetzt  voraus,  daß  die  Belastung  an  der  unteren  Guitung 
angreift  (Kg.  218).  Zwischen  den  Eaioten  JP\  und  F^^  von  denen  der 
erste  links  von  tt,  der  zweite  rechts  von  tt  liegt,  wirke  eine  Last  P; 
sie  sei  in  zwei  Seitenkräfte  P^  und  P,  zerlegt,  welche  in  P,  und  P, 
angreifen.  P^  ruft  in  D  einen  Druck  hervor,  P^  einen  Zug.  Bei 
einer  bestimmten  Lage  von  P  wird  D  =  0  sein.  Durch  Lasten,  welche 
sich  rechts  von  dieser  Grenzlage  befinden,  >vird  D  gezogen:  durch  Lasten 
links  von  der  Grenzlage  wird  D  gedrückt  Bringt  man  nun  den  Gurt- 
stab 0  mit  den  Auflagersenkrechten  in  A'  und  B'  zum  Schnitt  und  zieht 
die  Geraden  A'F^  und  P'Pg,  so  entspricht  einer  durch  den  Schnittpunkt  E 
dieser  Geraden  gehenden  Last  P  der  Wert  D  =  0.  Der  Beweis  hierfür 
ist  der  folgende:  Wird  CÖ  =  P  gemacht  (Mg.  218b)  und  CO  ||  A'E, 


muvßp 


00\\EB'  gezogen,  sodann  OR\\F^F^  und  OT\\ÄB\  so  ist  nach 
No.  100:  CR=P^  und  PÖ  =  P,,  femer:  ÖT=B  und  TC=A. 
Es  läßt  sich  deshalb  das  Polygon  A'F^F^B'  als  ein  Seilpolygon  der 
Kräfte  J,  Pj,  P,,  P  auffassen,  und  hieraus  folgt,  daß  die  Mittelkraft  jB 
der  Unks  von  ^^  am  Träger  angreifenden  äußeren  Kräfte  A  und  Pj 
durch  den  Schnittpunkt  der  Gurtstäbe  0  und  U  geht,  welche  mit  den 
vom  Schnitte  tt  getroffenen  Seilpolygonseiten  zusammenfallen.  Auf 
Seite  213  wurde  aber  nachgewiesen,  daß  sich  2>  =  0  ergibt,  sobald 
jene  Mittelkraft  R  durch  den  Schnittpunkt  von  0  und  ü  geht.    Es  ist 

*)  In  der  Folge  bezeichnen  wir,  lun  kurz  zu  sein,  die  Stäbe  und  die  in  den- 
selben wirksamen  Spannkräfte  mit  denselben  Buchstaben. 
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•demnach  die  Senkrechte  durch  E  eine  Belastungsseheide;  links  Yon  E 
liegt  die  negative,  rechts  von  E  die  positive  Beitragstrecke  des  Trägers. 
Die  ausschließliche  Belastung  der  letz- 
teren Strecke  erzeugt  in  der  fraglichen 
Diagonale  den  größten  Zug  d.  i.  «m»A» 
und  die  ausschließliche  Belastung  der 
ersteren  den  größten  Druck,  nämlich 
^iJ),,  Durch  den  Zeiger  p  ist  ange- 
deutet, daß  es  sich  hierbei  nur  um 
den  Einfluß  der  beweglichen  Last 
handelt 


Fig.  219. 


Fig.  220. 


Fig.  221. 


Ganz  ähnlich  wird  der  Fall  untersucht,  in  welchem  die  Lasten 
in  den  Knotenpunkten  der  oberen  Gurtung  angreifen;  er  ist  in  der 
Kg.  219  dargestellt  worden,  während  die  Figuren  220  und  221  die 
ungünstigsten  Belastungsweisen  für  eine  rechts  steigende  Diagonale 
angeben. 

143.  EinfluBlinien.  Die  Einflußlinien  für  die  Spannkräfte  in  den 
Stäben  eines  einfachen  Fachwerkbalkens  lassen  sich  schnell  zeichnen, 
sobald  die  Spannkräfte  infolge  der  in  den  Figuren  222  und  223  dar- 
gestellten Belastungszustände  bekannt  sind.  In  Fig.  222  ist  ange- 
nommen worden,  daß  nur  der  dem  Stützpunkte  B  benachbarte  Knoten  K 
belastet  ist  und  zwar  so  stark,  daß  am  linken  Auflager  der  Widerstand 
A  =  l  hervorgerufen  wird.  Die  Spannkraft,  welche  bei  diesem  Be- 
lastungszustande, den  wir  in  der  Folge  kurz  den  Zustand  „A  =  Eins" 
nennen  wollen,  in  irgend  einem  Stabe  der  oberen  oder  unteren  Gurtung 
entsteht,  soll  mit  0'  und  CT  bezeichnet  werden,  die  Spannkraft  in  einem 
Füllungsstabe  mit  D\  Man  findet  diese  Kräfte  am  schnellsten  mit 
Hilfe  eines   OrenKmaschen  Planes;  vergl.  Seite  255  und  Fig.  239.*) 


*)  £s  genügt,  die  Spannkräfte  in  den  links  vom  belasteten  Knoten  K  liegenden 
Stäben  zu  bestimmen.  Die  Größe  der  in  K  anzunehmenden  Last  braucht  man  also 
nicht  zu  kennen. 
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Fig.  222  TL  228. 


In  Eg.  223   ist   der   Zustand  „B  =  Mns"  dargestellt   worden;    ihm 
mögen   die    Spannkräfte  0",   &\  D"   entsprechen.     Ist   der  Träger 

symmetrisch   in  Bezug 
-^ '  auf  die  Senkrechte  durch 

die  Mitte,  so  ist  der 
Kräfteplan  für  den  Be- 
lastungsfall in  Kg.  223 
das  Spiegelbild  des 
Kräfteplanes  für  den 
Belastungsfall  in  Fig. 
222.  Es  genügt  dann 
für  die  folgenden  Unter- 
suchungen, den  einen 
dieser  beiden  Kräfte- 
pläne zu  zeichnen. 

Es  bewege  sich 
nun  über  den  Balken 
eine  senkrechte  Last  P; 
sie  greife  in  den  Knotenpunkten  der  unteren  Gurtung  an,  Fig.  224. 
Oesucht  sei  die  Einflußlinie  für  die  Spannkraft  in  irgend  einem  Stabe 
des  Balkens,  beispielsweise  für  die  Spannkraft  D  im  Füllungsstabe  CF^. 
liegt  P  rechts  von  F^^  im  Abstände  b  von  J?,  so  greift  links  von  dem 
durch  D  und   durch  zwei  Gurtstäbe   geführten  Schnitte  tt  nur  eine 

äußere  Kraft  an,  nämlich  der  Widerstand  Ä  =  P-j-  der  linken  Stütze. 

In  dem  fraglichen  Füllungsstabe  entsteht  die  Spannkraft 

])  =  A'D'  =  ^D'  =  Pyi,    wobei  i]  =  T/  -*-. 

Trägt  man  also 
von  einer  Wagerechten 
Ä'B'  aus,  auf  der 
Senkrechten  durch  A 
die  Strecke  Z7'  =  D' 
ab  und  verbindet  Jf 
mit  dem  senkrecht 
unter  B  gelegenen 
Punkte  B'  durch  eine 
Gerade,  welche  die 
Senkrechte  durch  J^, 
in  Lj  schneidet,  so  ist 


die    Gerade 
Teil      der 


jBX,    em 
gesuchten 
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Einflußlinie;  denn  die  unter  der  Last  P  gemessene  Ordinate  dieser 
Geraden   ist  =  D'   -  =  iq  . 

V 

Ganz  ebenso  findet  man,  daß  der  Einfluß  einer  zwischen  A  und  F^ 
angreifenden  Last  P  gleich  der  mit  P  multiplizierten  Ordinate  einer 
Geraden  AL^  ist,  welche 
auf  der  rechten  Auf- 
lagersenkrechten die 
Strecke  FJ^'=  2)"  ab- 
schneidet Dem  Felde 
F^F^^  entspricht  dann 
(nach  dem  in  No.  63 
Seite  116  bewiesenen 
Satze)  die  Gerade  L^L^-, 
weshalb  die  in  der 
Eig.  224  schraffierte 
Fläche  die  gesuchte  Ein- 
flußfläche für  die  Spann- 
kraft D  ist.  Im  vor- 
liegenden FaUe  ist  D'  positiv  und  2?"  negativ. 

Mg.  225  stellt  die  Einflußlinie  für  die  Spannkraft  D  im  Stabe  F^  C 
für  den  Fall  vor,  daß  die  Belastung  an  der  oberen  Gui-tung  angreift. 

Man  könnte  auch  die  Einflußlinie  ÄL^L^B'  in  der  Weise  finden^ 
daß  man  die  Gerade  B'L^J'  wie  vorhin  mittels  der  Ordinate  ÄJ'  =  D' 
festlegt,  hierauf  den  Nullpunkt  N  in  der  auf  Seite  237  angegebenen 
Weise  bestimmt,  durch  N  die  Gerade  L^L^  zieht  und  L^  mit  A' 
verbindet. 

Man  kann  femer  den  Einfluß  des  Stützenwiderstandes  A  auf  die 
Spannkraft  D  mit  Hilfe  der  Momentengleichung 

Dr  =  Ax 

bestimmen,  wo  r  und  x  (Fig.  226)  die  Hebelarme  von  D  und  A  in 
Bezug  auf  den  Schnittpimkt  F  der  Gurtstäbe  0  und  U  bedeuten,  und 
findet  dann  f ür  ^  =  1  den  Wert 

2>'  =  +  l-, 

und  ganz  in  derselben  Weise  für  den  Einfluß  von  B=l 

2)"  =  — 1— . 
r 

Hieraus  folgt  dann,  daß  sich  die  Linien  A'L^^  und  B'L^  in  einem 
Punkte  C  der  durch  F  gezogenen  Senkrechten  schneiden  müssen,  und 
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daß  es  also  genügt,  eine  der  beiden  Strecken  D'  oder  D"  aufzutragen. 
Bei  weit  abliegendem  Punkte  F  ist  dieses  Verfahren  allerdings  un- 
bequem. 

Zu  einer  anderen,  sehr  wichtigen  Eigenschaft  der  EinflußUnie 
für  D  gelangt  man  durch  folgende  Betrachtung. 

Man  nehme  die  über  den  Balken  wandernde  Last  1  im  Punkte  F^ 
angreifend  an  und  untersuche  den  Gleichgewichtszustand  der  rechts 
vom  Schnitte  tt  angreifenden  Kräfte  in  der  Weise,  daß  man  die  von 
den  beiden  äußeren  Kräften,  nämlich  dem  Stützenwiderstande  B  und 
der  Last  1  herrührenden  Beiträge  zur  Spannkraft  D  getrennt  ermittelt 
und  dann  zusammenzählt     B  erzeugt  für  sich  allein 


D  =  B'D"  = 


l 


D"  = 


*  yt^ 


Fig.  226. 

und  die  Wirkung  der  in  P,  angreifenden  Kraft  1  erhält  man  durcli 
Zerlegung  von  1  nach  den  Eichtungen  von  D  und  CT",  weil  0  =  0  ist, 
sobald  B  verschwindet  Die  Seitenkraft  parallel  zu  D  sei  v\  dann  ent- 
steht infolge  B  und  1  zusammen: 

D  =  v  —  z. 
Dieser   Wert   muß    aber   gleich    iq,   sein,    und   daraus   folgt  die 
wichtige  Beziehung 
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mit  deren  Hilfe  nach  Auftragung  der  einen  der  beiden  Geraden  B'J' 
oder  A'J"  stets  die  andere  schnell  festgelegt  werden  kann. 

Aus  der  Bedingung,  daß  sich  die  Geraden  A'L^  und  B'L^  in 
der  Senkrechten  durch  den  Schnittpunkt  F  der  Gurtstäbe  0  und  U 
treffen  müssen,  folgt  noch:  Bestimmt  man  in  den  Senkrechten  durch 
F^  und  F^  die  Punkte  Q  und  (7,  der  Geraden  0,  femer  den  Punkt  R^ 
der  Geraden  CL,  und  den  Punkt  B^  der  Geraden  CL^^  so  muß  der 
Schnittpunkt  G  der  Geraden  L^L^  und  iJjB,  in  der  Senkrechten 
durch  den  Schnittpunkt  M  der  Geraden  C^F^  und  C^F^  liegen. 
Bringt  man  weiter  0  mit  der  linken  Auflagersenkrechten  zum  Schnitt, 
U  mit  der  rechten,  so  trifft  die  Verbindungslinie  der  beiden  Schnitt- 
punkte die  Gerade  C^F^  in  einem  Punkte  JP,  der  senkrecht  über  dem 
Nullpunkte  N  (der  in  Figur  218  bereits  auf  andere  Weise  bestimmt 
worden  ist)  liegt.  Es  leuchtet  ein,  daß  die  Einflußlinie  durch  die 
Strecke  v  und  einen  der  beiden  Punkte  O  und  N  vollständig  bestimmt 
ist  Greifen  die  Lasten  in  den  Knotenpunkten  der  oberen  Gurtung 
an.  Kg.  225,  so  wird  v  dui-ch  Zerlegung  der  Last  1  nach  den  Rich- 
tungen 0  und  D  gewonnen. 

Um  die  Einflußlinie  für  die  Spannkraft  in  einem  Gurtstabe  zu 

finden,  beachte  man,  daß  diese  Kraft  im  geraden  Verhältnis  steht  zu 

dem  Angriffemoment  für  den  dem  fraglichen  Stabe  gegenüberliegenden 

Knotenpunkt.     So    ist   z.  B.  die  Spaimkraft   0«  der   oberen   Gurtung 

M 
(Fig.  227):   0«  = ^,    wo    JIC  =  Angriffsmoment   in    Bezug   auf 

Knotenpunkt   m   imd 

r^  =  Abstand  des 
Punktes  m  vom  Stabe 
O^.  Greift  nun  die 
Belastung  an  der  un- 
teren Gurtung  an  und 
zeichnet  man  ein  Drei- 
eck A '  OB ' ,  dessen 
Spitze  C  senkrecht 
unter  m  liegt,  und 
dessen  Seite  J5'C  auf 
der  Senkrechten  durch 
A  die  Strecke  A' J'  = 
x^  abschneidet,  so  ist 
dieses  Dreieck  die  Ein-  ^'  ^^^* 

flußfläche     für     M^. 

Macht  man  ^~%r==—  — ,  so  ist  Dreieck  A' CB'  die  EinfluBfläche 

für  0^.   Will  man  den  für  den  Belastungszustand:  A  =  Eins  gezeichne- 

Hüller-Breilau,  Gnphisohe  Statik.    L  Ki 
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ten  Eräfteplan  benutzen,  was  namentlich  dann  zu  empfehlen  ist,  wenn  die 
Einflußlinien  für  die  Spannkräfte  D  auf  die  vorhin  beschriebene  Weise 
gezeichnet  werden,  so  mache  man  A'J'  =  0'. 


Daß  0'  = 


x^ 


ist,  erkennt  man,  indem  man  das  i?i/^ersche  Ter- 

'm 

fahren  auf  den  Belastungszustand  A=l  anwendet. 

Für  spätere  Untersuchungen  wird  sich  noch  die  Lösung  der 
folgenden  Aufgabe  als  nützlich  erweisen.  Gegeben  sind  die  Einfluß- 
linien für  die  Spannkräfte  0  und  U  in  sämtlichen  GFurtstäben  eines 
Dreiecknetzes  (gleichgültig  ob  einfacher  Balken,  oder  Öerfeerscher 
Balken  oder  irgend  eine  andere  Trägerart);  gesucht  sind  die  Einfluß- 
linien für  die  Spannkräfte  D  in  den  Füllungsstäben. 

Zunächst  werde  vorausgesetzt,  daß  die  über  den  Träger  wandernde 
senkrechte  Lasteinheit  in  den  Knotenpunkten  der  oberen  Gurtung  an- 
greift Die  an  einem  Knotenpunkte  E  der  unteren  Gurtung  wirkenden 
Spannkräfte  mögen  mit  C/j,   ?7j,  Dj,  2>,  bezeichnet  werden,  Fig.  228. 

Die  Ordinaten  der  Einflußlinien 
dieser  Spannkräfte  seien  an  ein 
und  derselben  (beliebigen)  Stelle  C 
beziehungsweise  =•*),,  ti^,  ^',  tq"; 
sie  stellen  diejenigen  Spannkräfte 
Di,  Ug,  Dl,  D,  vor,  welche  durch 
eine  in  C  angreifende  Last  P=  1 
hervorgerufen  werden.  Sind7]iundir)g 
bekannt,  so  findet  man  tq'  und  yi'\ 
indem  man  das  Kräftepolygon  für 
den  Knotenpunkt  k  zeichnet;  man 
ist  auf  diese  Art  im  stände,  aus 
den  Einflußlinien  für  U^  und  U^ 
die  Einflußlinien  für  D^  und  D^ 
abzuleiten.  In  der  Fig.  228  wurden 
7)i  und  7)j  positiv  angenommen; 
für  7]'  ergab  sich  ein  positiver, 
für  7]"  ein  negativer  Wert 
Auf  die  gleiche  Weise  lassen  sich,  wenn  die  Belastung  unten  an- 
greift, die  2) -Linien  aus  den  0-Linien  ableiten;  es  werden  dann  Kräfte- 
polygone für  die  Knotenpunkte  der  oberen  Gurtung  gezeichnet.*) 


^JjJG  (mniniiuiiiiiniiiuiii-^ 


A' ^ 


-JS' 


^^^  ''V>""'iiiiitiiiii'<ii'"'"iiiy 


Fig.  228. 


*)  Es  ist  in  der  Regel  vorteilhaft,  keineswegs  aber  Bedingung,  die  Eräftepoly- 
gone  für  die  Knoten  der  unbelasteten  Gurtung  zu  zeichnen.  Man  könnte  z.  B.  auch  Z>a 
in  Fig.  228  mit  Hilfe  des  Kraftepolygons  für  den  oberen  Knoten  L  bestimmen;  nur 
muß  man  dann  darauf  achten,  daß,  falls  P  bei  L  liegt,  diese  Ki*aft  in  das  fra^che 
Polygon  einzureihen  ist. 
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Bei  statisch  bestimmtem  Träger  ist  in  der  Regel  die  Einfloßlinie 
für  irgend  eine  Stabkraft  bereits  durch  eine  geringe  Anzahl  von 
Ordinaten  gegeben.  Beispielsweise  läßt  sich  die  Einflußhnie  für  die 
Spannkraft  D  im  Stabe  CF^  des  in  der  Fig.  224  dargestellten  ein- 
fachen Balkens  zeichnen,  sobald  zwei  Ordinaten  bekannt  sind,  nämlich 
irgend  eine  Ordinate  der  Geraden  B'L^  und  irgend  eine  Ordinate  der 
Geraden  ÄL^.  Ermittelt  man  den  Nullpunkt  N  oder  die  Strecke  v 
auf  die  früher  beschriebene  Weise,  dann  genügt  es  sogar,  eine  einzige 
Ordinate  mit  Hilfe  eines  Kräftepolygons  zu  bestimmen. 

Hinsichtlich  der  Benutzung  und  Verwertung  der  Einflußlinien 
für  den  einfachen  Balken,  die  uns  vor  allem  einen  guten  Überblick 
über  die  Wirkung  der  Lasten  verechaffen,  verweisen  wir  auf  §  19, 
und  gehen  nunmehr  zur  Darstellung  derjenigen  Verfahren  über, 
welche  uns  am  schnellsten  die  gesuchten  Spannkräfte  liefern. 


§  31. 
Spannkräfte  in  den  Ourtungen. 

a.  Gleichmäßige  Belastung. 

144.  Die  größten  Spannkräfte  in  den  Gurtungen  entstehen  bei 
voller  Belastung  des  Trägers;  sie  lassen  sich  daher  bei  gleichförmiger 
Verkehrslast  sehr  schnell  mit  Hilfe  des  OeTwowoschen  Verfahrens 
bestimmen.  Es  empfiehlt  sich,  zwei  Kräftepläne  zu  zeichnen,  einen 
für  die  ständige  Belastung,  einen  zweiten  für  die  Verkehrsbelastung. 

Die  ständige  Belastung  {g  für  die  Längeneinheit)  verteilt  sich  auf 
die  Knoten  der  unteren  und  oberen  Gurtung;  die  oben  angreifende 
Last  sei  =  g^^  die  unten  wirkende  =  g^  für  die  Längeneinheit  Handelt 
es  sich  beispielsweise  um  einen  Brückenträger  mit  oben  liegender 
Fahrbahn,  so  ist 

9o  =  9f+\9i-\-9io  und  gu=\9t  +  9t.^ 
wobei  p>  den   auf  den  fraglichen  Hauptträger  entfallenden  Teil   des 
Gewichtes  der  Fahrbahn, 
g^^  desgl.  des  Gewichtes  der  oberen  Querversteifung, 
^««      „        „  „  „    unteren  „  , 

g^    das  Gewicht  des  Hauptträgers 
bedeutet,   alle  Gewichte  für  die  Längeneinheit  der  Stützweite   /  ge- 
rechnet*) 


*)  Bei  unten  liegender  Fahrbahn  wäre :  g9=^\gt-\-gqo  und  gu='gf'\-\gt'\'gtu 

16* 
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In  dem  in  der  Fig.  229  dargestellten  Falle  kommt  dann  auf 
einen  Knotenpunkt  der  oberen  Gurtung  die  Last  g^\^  auf  einen 
Knotenpunkt  der  unteren  Gurtung  die  Last  g^\.  Der  für  diesen 
BelastungsfaU  (nach  den  im  §  27  entwickelten  Eegeln)  gezeichnete 
OremonaschQ    Plan   liefert   die    in    den    Gurtungen    und    den  Wand- 


Äf*  Äf*   A^  V  *^ 


pj,    pX    pX  pX  px 


t    r    y    r    lijL 
sLf-  s^  j^  iff-  ^ 

Fig.  229. 


Fig.  230. 


gX   q'X  gX  q 


X  <^X 


gliedern  durch  die  ständige  Belastung  hervorgerufenen  Spannkräfte 
Op,  TJ^,  Dg,  V/y  der  Kräfteplan  für  den  Belastungsfall  in  Fig.  230 
liefert  die  größten  Werte  0,  und  C^,  zu  denen  schließlich  die  0, 
und   U,  addiert  werden. 

Meistens   begeht  man  nur   eiuen    unwesentlichen   Fehler,    wenn 
man  bei  oben  liegender  Fahrbahn  die  gesamte  Last  g  oben  angreifend 

annimmt  und  bei  unten  liegender  Fahrbahn 
nur  die  unteren  Knoten  mit  g  belastet 
Es  genügt  dann  im  vorliegenden  Falle, 
einen  Kräfteplan  für  den  in  der  Fig.  231 
dargestellten  Zustand  gänzlicher  Belastung 
zu  zeichnen;  er  liefert  neben  den  gröfiten 
Werten  0  und  U  noch  für  die  Wand- 
glieder gewisse  Spannkräfte  D^  und  F^,  aus  denen  sich  die  Spann- 
kräfte Dg  und  Vg  mit  Hilfe  der  Gleichungen 

D,  =  -^D,  und   r,  =  ^  l\ 
q  Q 

ermitteln  lassen.    Die  Multiplikation  mit  —  kann  in  der  auf  Seite  193 

beschriebenen  Art  durch  Zeichnung  ausgeführt  werden. 


Fig.  281. 


b.   Die  Verkehrslast  besteht  aus  einem  Zuge  von  Einzellasteii. 

145.    Die  Spannkraft  0  in  einem  Stabe  BC  (Fig.  232),  welchem 

M 

der  Knotenpunkt  A  gegenüberliegt,  ist  nach  Seite  212:    0  = , 

wobei  M  das  Angriffsmoment  für  den  Knoten  A  und  r  =  AjE  die 
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Lange  des  von  A  axif  BC  gefällten  Lotes  bedeutet  Hat  man  M  mit 
HiJfe  des  in  No.  82  beschriebenen  Verfahrens  in  der  Form  Hy  dar- 
gestellt {H=  Polweite  des  benatzten  Seilpolygons),  so  ergibt  sich  (ohne 

Vorzeichen)  0^=H-    •     Trägt  man 
r 

also  auf  ÄE  die  Strecke  ÄE' =  {/ 
auf,  macht  BD  =:  H  und  zieht  durch 
jF  zu  JSC  eine  Parallele,  welche  AB 
in  jB'  und  AD  in  D'  schneidet,  so 
ist  B'W=  0.  Ist  die  in  Mg.  233  mit 
0  bezeichnete  wagerechte  Projektion 
der  Gurtstäbe  konstant,  so  empfiehlt 
es  sich,  für  H  ein  Vielfaches  von  a 
zu  wählen,  also  H=^a  zu  setzen, 
wobei  e  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet  Bezeichnet  man  dann  die 
senkrechte  Höhe  des  Trägers  im  Punkte  A  mit  h  und  den  Neigungs- 
winkel des  Gurtstabes  gegen  die  Wagerechte  mit  ß,  so  erhält  man 
en  r  =  Äcosß)  die  Gleichung 

h 


Fig.  282. 


BC 


y . 


1  y 

und  (wegen  Jlf  =  ^ay)  ohne  Vorzeichen:  —  0  =  a  sec  ß  -|- : 

denn  es  ist  BC=  a  sec  ß. 
Trägt  man  nun  auf 
der  Senkrechten  AR  die 
Strecke  AR'  =  y  auf  und 
zieht  durch  R'  z\xBC  eine 
Parallele,  welche  -4-B  in 
ff  und  AC  m  C  schnei- 
det, so  erhält  man 

^B'r  =  —  0,  also 

e 

Auf  dieselbe  Weise  werden  die  Kräfte   U  bestimmt. 

Es  empfiehlt  sich,  zui*  Ermittelung  der  0  und  C7  ein  in  möglichst 
großem  Maßstabe  gezeichnetes  Trägemetz  zu  benutzen,  damit  tunlichst 
alle  Linien  B'C  innerhalb  des  Netzes  liegen.  Der  Kräfteplan  zeichnet 
sich  dann  durch  große  Übersichtlichkeit  aus.  Die  Multiplikation  mit 
i  führt  man  am  besten  aus,  indem  man  den  Kräftemaßstab  ändert 
Hat  man  beispielsweise  H=  &a  =  2a  gewählt  und  bei  der  Ermittelung 


Fig.  288. 
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der  Momente  den  Kräftemaßstab  1*"  =  20'  angewendet,  so  geben  die 
Strecken  B'C\  im  Maßstabe  1*"  =  s  •  20  =  40*  gemessen,  die  Kräfte  0 
nnd   U  an. 

146.  Aufgabe.  Panlisoher  Bogensehnenträger.  Es  ist  die  Form 
eines  Fachwerkbalkens  zu  bestimmen,  dessen  Obergurtstäbe  durch  gleich 
große  Spannkräfte  0  beansprucht  werden.  Die  imtere  Gurtung  sei 
wagerecht;  die  Wandglieder  seien  abwechselnd  senkrecht  und  geneigt 
Der  Träger  sei  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Senkrechte  durch  seine 
Mitte;  das  Lot  vom  mittelsten  Knotenpunkte  der  unteren  Gurtung  auf 
den  gegenüberliegenden  Obergurtstab  soll  die  vorgeschiiebene  Länge  r^ 

I  erhalten.     Vergl.  Fig.  234,   in   welcher  die  Felderzahl  =  8  ist     Die 

I  Feldweite  sei  X. 

Man  ermittelt  zunächst  nach  Xo.  82  (vergl.  Fig.  128  u.  130  auf 
Tafel  1)  die  den  Knotenpunkten  1,  2,  3,  4  entsprechenden  Ordinaten 
Vi'i  y%^  ysi  Va  ^^^  zwar  mit  Hilfe  einer  Polweite -ff=6X*).    Hierauf 

findet  man   für   den  Gurtstab  ed  die  Spannkraft  0=   -^^  =  6^, 

wofür  nach  einer  entsprechenden  Änderung  des  Kräftemaßstabes  ge- 

setzt  werden  darf;  0  :=  ^*-  •     Dieser  Weii:  wird  zweckmäßig  durch 

Zeichnung  bestimmt,  Fig.  234b.     Gesetzt  nun,   es  sei  die  Lage  des 
•Gurtstabes  ab  bekannt    Macht  man  dann  Ib'  =  yi  und  zieht  b'a'  ||  fta, 
'  so   stellt   die  Strecke  b'a    die  Spannkraft   im  Stabe  ba  vor.     Diese 

Spannkraft  soll  aber  gleich  dem   vorhin   gefundenen  Werte  0  sein; 
:  man   hat  also,   um  die  unbekannte  Lage  von  ab  zu.  bestimmen^  nur 

[  nötig,  um  den  Punkt  b'  mit  dem  Halbmesser  bW  =  0  einen  Kreis- 

f  bogen  zu  schlagen,  welcher  al  in  a'  schneidet  und  hierauf  ab  \\  a'b' 

I  zu  ziehen.     Jetzt  verbindet  man  b  mit  2  durch  eine  Gerade,  macht 

2c'  =  yj,  trägt  die  Strecke  cb"=0  ein  und  zieht  bc\\b''c'.  So 
fortfahrend  kann  man  auch  die  Lagen  der  Stäbe  cd  und  de  finden. 
Zieht  man  durch  den  Punkt  b'  zur  unteren  Gurtung  eine  Parallele, 
welche  die  Füllungsstäbe  62  und  c2  beziehungsweise  in  b^  und  c^  schnei- 
det, so  stellt  die  Strecke  b^c^  die  Spannkraft  CT,  im  Untergurtstabe  12 

vor;  denn  es  ist  (mit  16  =  AJ:   L\=  ,—  =    /-   =  -/^,  imd  für  die 


A,  Ai  Aj 

iVert  6X=^. 
Weise    werden    die    Spannkräfte    U^  und   U^  der    Stäbe  23   imd  34 


Strecke  b^c^  findet   man  leicht  den  Wert  b^c^  =  -Y^'      In  gleicher 


*)  Es  wird  daran  erinnert,  daß  es  sich  um  die  durch  Verkebrslast  und  stän- 
dige" Belastung  hervorgebrachten  Momente  Hy  handelt. 
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gefunden.     U^  ist  gleich  der  wagerechten  Seitenkraft  der  Spannkraft  0 
im  Stabe  ah,  - 

In  der  Rg.  234  c  ist  noch  der  häufig  vorkommende  Fall  darge- 
stellt worden,  in  welchem  der  Träger  an  dem  einen  oder  an  beiden 
Enden  ein  Feld  von  der  Länge  \  besitzt,  während  alle  übrigen  Feld- 
weiten =  X  sind.  Es  muß  dann  aufgetragen  werden:  16'=yi-r— ? 
im  übrigen  aber  ist  genau  wie  vorhin  zu  verfahren. 


1^ r^ ^ 


Hervorzuheben  ist  allerdings,  daß  bei  Eisenbahnbrücken  die  Linie 
der  größten  Momente  Hy  infolge  der  ungleichen  Radstände  und  Achs- 
lasten, recht  unregelmäßig  verläuft,  und  daß  die  strenge  Erfüllung  der 
Bedingung  einer  gleich  großen  Obergurt-Spannkraft  zu  einer  ästhetisch 
nicht  befriedigenden  Gurtform  führt.  Man  wird  also  gut  tun,  die 
y-Linie  vorher  etwas  abzurunden. 

Bei  gleichförmiger  Verkehrslast  ist  die  Linie  der  größten  Momente 
eine  Parabel  (Fig.  124  Seite  135);  es  müssen  sich  also  auch  die  Längen 
^11  ^«?  ^85  ^4  ^^^  ^^^  ^^^  Knotenpunkten  1,  2,  3,  4  auf  die  gegen- 
überliegenden Obergurtstäbe  gefällten  Lote  zueinander  verhalten,  wie 
die  Ordinaten  einer  über  der  Spannweite  l  errichteten  Parabel,  deren 
Pfeilhöhe  zweckmäßig  gleich  r^  gemacht  wird.  Die  Gurtstücke  ab^bc^ 
cd,  ...  ,  sind  bestimmt  als  Tangenten  der  um  die  Punkte  1,  2,  3,  .  .  . 
mit  den  Halbmessern  r^,  r,,  rj,  .  .  .  beschriebenen  Kreisbögen. 
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§  32. 

Spannkräfte  in  den  FfiUungsstäben. 

a.  Gleichrnftbige  Belastung. 

147.  Aus  den  in  Xo.  142  durchgeführten  Untersuchungen  geht 
hervor,  daß  die  Laststellungen,  welche  ,^1),  und  ,^D,  erzeugen,  sich 
zur  vollen  Belastung  ergänzen.  Bezeichnet  man  also  die  bei  voller  Be- 
lastung des  Balkens  mit  p  f.  d.  Längeneinheit  in  der  Diagonale  ent- 
stehlende  Spannkraft  mit  D^  so  muß  sein 

««xD|,  +  ^nD,  =  D,  =  ^  Z)„ 

wo  D^  die  Spannkraft  infolge  der  gleichförmigen  ständigen  Belastung  y 
bedeutet    Hat  man  also  „«JQp  in  der  Form 

erhalten,  worin  C  einen  von  p  imabhängigen  Wert  vorstellt,  so 
findet  man 

und,  nach  Hinzurechnung  des  Einflusses  der  ständigen  Belastung 
„^=Cp  +  D, 

^^D  =  -Cp  +  ^^  D,.    g=g+p. 

Nun  ist  aber  der  Inhalt  des  positiven  Teiles  der  Einflußfläche 
(Fig.  226  Seite  240)  gleich  ip^ir],  und  man  erhält  deshalb 

n.a.Dp  =  ^pi'^2' 

Hiemach  ist  «^D,  gleich  der  Spannkraft,  die  in  der  Diagonale  CI\ 
durch  eine  in  F^  angreifende  Einzellast  von  der  Größe  ^p^  hervor- 
gerufen wird,  und  es  wird  daher  der  oben  mit  C  bezeichnete  Wert: 

Der  Nullpunkt  N  wird  nach  dem  auf  Seite  236  beschriebenen  Ver- 
fahren ermittelt. 

148.  Nähemngsregel.  Die  Ermittelung  der  Grenzwerte  der  Spami- 
kräfte  D  wird  etwas  vereinfacht,  wenn  die  bewegliche  Last  nur  in  den 
Knotenpunkten  auf  der  einen  Seite  des  Schnittes  tt  angreift  Han- 
delt  es  sich  z.  B.    um    die  Spannkraft  «««Dp  in    der  linkssteigenden 
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Diagonale  CF^  (Fig.  235),  so  nehme  man  an, .'daß  der  Träger  zwischen 

-Fg  und  B  gleichförmig  belastet  ist  und  in  F^  noch  die  Einzellast  —^ 

trägt,  wobei  X  die  wagerecht  gemessene  Stützweite  des  Feldes  F^F^ 
bedeutet.    Man  rechnet 

dann     etwas     zu    un-  c    r^ 

günstig,  weil  man  ge-  ^fr^^^iKT 

wissermaßen  das  Feld 
F^F^  rsdi  p\  belastet 
denkt  und  den  negativen 
Einfluß  der  in  J<\  an- 
greifenden    Knotenlast 

^  vernachlässigt  Links 

vom  Schnitte  tt  greift 
jetzt  nur  A  an,  und 
zwar  ergibt  sich  mit 
den  aus  der  Figur 
ersichtlichen  Bezeich- 
nungen aus  der  auf  B 
bezogenen  Momentengleichung 


Fig.  285. 


für  A  der  Wert 


AI- 


A=: 


.pb^h_^b,  =  0 


21  21 


Um  A    durch    Zeichnung   zu   bestimmen,   trage    man  von  einer 
Wagerechten  A'B'  aus  auf  der  linken  Auflagersenkrechten  die  Strecke 

pl 
A'J=^  auf  und  bringe  die  Gerade  B'J  mit  der  Senkrechten  durch 

Fl  in  L  zum  Schnitt  Nun  ziehe  man  LR  \\  B' A'  xmd  verbmde  R 
mit  B'  durch  eine  Gerade;  letztere  schneidet  auf  der  Senkrechten 
durch  F^  den  gesuchten  Wert  ED=^A  ab.    Denn  es  ist 

Nach  Ermittelung  von  Ä  findet  man 


*)  Bei  gleich  groBen  Feldweiten  findet  man  auch  A  sehr  übersichtlich  mittels 
eines  die  Enotenlasten  verbindenden  ^-Polygons. 
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Gleichzeitig  mit  der  Spannkraft  „^Dp  der  Diagonale  CF^  entsteht 
^iJ),  in  der  Diagonale  CF^^  es  kann  also  jeder  Wert  A  zur  Berech- 
nung zweier  Diagonalen  verwertet  werden. 

Nach  Ermittelung  von  A  kann  man  die  Spannkraft  «„D,  sehr 
schnell  mit  Hilfe  des  Culmannschen  Verfahrens  bestinunen.  Vergi. 
Fig.  216. 

Ganz  ebenso  wird  bei  Bestimmung  von  ^^J),  verfahren.  Es  wird 
der  Träger  zwischen  F^  und  A   mit  pa^  belastet,   außerdem   in  F^ 

mit  ^-;  sodann  wird  der  am  rechten  Auflager  angreifende  Widerstand 

-B=-^y-^   ermittelt   und    das    Culmannsche  Verfahren    angewendet. 

Vergl.  Kg.  217. 

Es  ist  sehr  zu  empfehlen,  die  Grenzwerte  „^JD,  und  «,,Z>^  stets 
in  dieser  einfachen  Weise  zu  ermitteln.  Man  erhält  für  die  Diagonalen 
größere  Beanspruchungen,  als  wenn  die  in  den  Figuren  218  bis  221 
dargestellten  Belastungsfälle  vorausgesetzt  werden  und  trägt  gewisser- 
maßen verschiedenen  ungünstigen  Einflüssen  Rechnung,  deren  Fest- 
stellung zum  Teil  sehr  schwierig,  zum  Teil  noch  gar  nicht  geglückt 
ist  Wir  erinnern  an  dieser  Stelle  nur  daran,  daß  alle  bisherigen  Enl> 
w^icklungen  an  die  Voraussetzung  gelenkartiger  Knotenpunkte  gebunden 
sind,  also  an  eine  Annahme,  welche  bei  Anwendung  von  Nietver- 
bindungen gar  nicht  und  selbst  bei  Anordnung  von  zweckmäßig  aus- 
gebildeten Gelenkbolzen  wegen  der  an  diesen  auftretenden  Reibungs- 
widerstände nur  annähernd  erfüllt  ist  Wir  werden  uns  mit  den 
Spannungen,  welche  durch  starre  Knoten  Verbindungen  hervorgerufen 
werden  (und  welche  man  als  Nebenspannungen  zu  bezeichnen  pflegt), 
später  noch  zu  beschäftigen  haben.  Die  betreffenden  Untersuchungen 
führen  meistens  zu  recht  langwierigen  Zahlenrechnungen  und  werden 
deshalb  zurzeit  nur  selten  durchgeführt 


b.   Beanspruchung  durch  einen  Zug  von  Einzellatten. 

149.  Die  ungünstigste  Zugstellung.  Wir  betrachten  eine  links- 
steigende Diagonale  CF^^  Kg.  236.  Die  Lasten  mögen  an  den  Knoten 
der  unteren  Gurtung  angreifen.  Es  soll  diejenige  Stellung  der  Verkehrs- 
last gefunden  werden,  welche  ^„^D,  hervorruft.  Wir  ermitteln  auf  die 
vorhin  beschriebene  Weise  die  Belastungsscheide  E  und  nehmen  an, 
es  sei  die  Einflußlinie  für  D  gegeben;  sie  besteht  nach  der  in  No.  143 
durchgeführten  Untersuchung  aus  drei  Geraden  J,  J/,  /J7,  welche  den 
Trägerteilen  AF^,  F^F^,  F^B  entsprechen;  der  Nullpunkt  .V  liegt 
auf  der  Senkrechten  durch  E.     Der  Lastenzug  sei  von  B  aus  bis  in 
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das  Feld  F^F^  vorgeschoben.  Eine  Last  P  rechts  von  F^  erzeugt, 
wenn  die  Einflußlinie  für  die  Last  „Eins"  gezeichnet  worden  ist: 
D  =  Pir)  nnd  eine  Last  P  zwischen  F^  und  F^  ruft  D=^P{y\  —  tt]') 
hervor.  Bezüglich  der  Bezeichnungen  sei  auf  die  Figur  verwiesen. 
Infolge  sämtlicher  Lasten  entsteht 

Z)  =  SPii  — S'P«»!', 


Fig.  236. 

wobei  sich  das  Zeichen  S  ilber  alle  Lasten  erstreckt,  das  Zeichen  2' 
hingegen  nur  über  die  Lasten  xmischen  F^  und  Pj.    Nach  Einführung 

von  T|  =  c  -s-  und  r{=z  c-rr  ergibt  sich 

B  =  c\^:^Pb  —  h^'Pb\ 

Hierbei  bedeutet  b  den  Abstand  einer  Last  vom  rechten  Auflager 
und  b'  den  Abstand  einer  im  Felde  F^^F^  liegenden  Last  vom  Quer- 
träger Pj.  Die  übrigen  Bezeichnungen  sind  der  Figur  zu  entnehmen. 
Wird  der  Lastenzug  um  die  Strecke  Aft  nach  links  verschoben,  so  geht 
b  über  in  6-I-Aä  und  b'  in  A'-|- Aä,  und  es  ändert  sich  D  um 


, ,  f  SP        2'P  \ 
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Vorausgesetzt  ist  hierbei,  daß  keine  neue  Last  auf  den  Träger  ge- 
kommen ist  und  daß  eine  Last,  welche  vor  der  Verschiebung  außer- 
halb des  Feldes  F^F^  lag,  sich  auch  nach  der  Verschiebung  noch 
rechts  von  F^  befindet.  Eine  etwa  in  F^  angreifende  Last  gehört  nach 
der  Verschiebung  zu  S'P;  vor  der  Verschiebung  ist  sie  ohne  Einfluß 
auf  die  Summe  S'Pfc'. 

Ist  nun  aZ>>0,  d.  h.  ist 

SP  ^  k 

sp''^  r' 

so  wird  infolge  der  vorgenommenen  Zugverschiebung  die  Spannkraft  D 

vergrößert,  und  es  ergibt  sich  daher  zar  Bestimmung  der  ungünstigsten 

Stellung  der  Verkehrslast  die  folgende  einfache  Regel. 

Man  nehme  zuerst  die  Grundstellung  an,  setze  also  voraas,  daß 

die  erste  Last  des  von  B  aus  vorrückenden  Belastungszuges  bei  P, 

liegt     Diese  Stellung  erzeugt  in  den  meisten  Fällen  die  Spannkraft 

ma*D,'    Nun  denke  man  den  Zug  nach  links  verschoben,  so  daß  P^ 

SP        5 
in  das  Feld  P^P,  tritt,  und  sehe  nach,  ob  — p— >-p  ist    Ist  dies 

nicht  der  Fall,  so  ist   die  Grundstellung  die  gefährlichste;    ist  hin- 

SP        S 
gegen  — k->-t7,  so  muß  der  Lastenzug  nach  links  verschoben  werden; 

es   wird    dann    die   Last   P,  über  P,  gestellt   und    die  Ungleichung 

SP  £ 

-p— r-p->-r7  untersucht;  wird  dieselbe  erfüllt,  so  muß  Pj  über  F^ 

gestellt  werden  u.  s.  w. 

Soll  die  ungünstigste  Stellung  des  Lastenzuges  durch  Zeichnung 
bestimmt  werden,  so  reihe  man  diiö  Lasten  P^^  P^^  P^  ,  .  .  ,  von  ff  aus 
auf  einer  Senkrechten  aneinander;*)  den  Belastungszug  selbst  zeichne 
man  auf  einen  Papierstreifen,  um  ihn  bequem  gegen  den  Träger  ver- 
schieben zu  können.  Nachdem  festgestellt  worden  ist,  wieviel  Lasten 
sich  in  der  Grundstellung  auf  dem  Träger  befinden  (wobei  eine  etwa 
bei  B  liegende  Last  mitgezählt  wird),  bestimme  man  auf  der  Senk- 
rechten durch  P'  die  Strecke  F7=^P  (also  in  Fig.  236:  Wj=Pi 
+  Pg  +  •  •  •  +  A)?  ^^^  verbinde  J  mit  dem  Nullpunkte  N  durch 
eine  Gerade,  welche  die  Senkrechte  durch  P,  ^  ^  schneiden  möge. 
Trifft  nun  eine  durch  R  gelegte  Wagerechte  die  auf  der  Senkrechten 
B'J  aufgetragene  Last  P^,  so  ist  die  Grundstellung  die  gefährlichste, 
trifft  sie  eine  andere  Last  P^,  so  muß  der  Zug  so  weit  nach  links 
verschoben  werden,  daß  P«  beim  Knoten  P,  liegt.  In  dem  i^  der 
Fig.  236  dargestellten  Falle  muß  also  Pg  in  Pg  angreifen,  damit  „^^ 

*)  In  der  Fig.  236  wurden  die  Lasten  mit  den  Ziffern  1,  2,  3,  ...  .  bezeichnet. 
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entsteht  Infolge  der  Verschiebung  des  Zages  ändert  sich  natürlich  im 
allgemeinen  die  Summe  SP  der  auf  dem  Träger  befindlichen  Lasten. 
Rückt  man  z.  B.  den  Zug  in  Mg.  236  so  weit  vor,  daß  P,  bei  P, 
liegt,  so  wächst  SP  um  Pg.  Punkt  J  ist  zu  ersetzen  durch  J% 
femer  R  durch  R\  Die  Wagerechte  durch  R'  trifft  wieder  die  Last 
P,,  und  hieraus  folgt  dann,  daß  eine  weitere  Verschiebung  des  Zuges 
unterbleiben  muß. 

In  gleicher  Weise  läßt  sich  die  Frage  entscheiden,  die  wievielte 
Last  eines  von  A  aus  voixückenden  Zuges  bei  F^  liegen  muß,  damit 
n,inD,  entsteht 

Bei  den  üblichen  Feldweiten  der  Eisenbahnbrücken  kommen  nur 
zwei  Belastungsfälle  in  Betracht;  entweder  muß  Pj  oder  P,  über  dem 
Querträger  liegen. 

150.  Erndtteliuig  der  Spannkräfte  1>  für  Ornndatelliuigeii.  Erstes 
Verfahren.  In  den  folgenden  Untersuchungen  soll  es  sich  nur  um 
den  Einfluß  der  Verkehrslast  handeln.  Indem  wir  dies  ausdiücklich 
hervorheben,  unterlassen  wir  es,  die  Spannkräfte  durch  den  Zeiger  p 
zu  kennzeichnen. 


Rg.  287. 

Um  die  Spannkraft  ^«»J^^  in  der  Diagonale  34  des  in  Figur  237 
dargestellten  Balkens  zu  finden,  belaste  man  den  Balken  rechts  vom 
Schnitte  tt  Wirkt  die  Last  am  Untergurte,  so  muß  die  Verkehrslast 
vom  rechten  Auflager  aus  bis  Knoten  4  vorrücken.  Links  von  tt 
greift  nur  der  Stützenwiderstand  A^  an.  Besteht  die  Verkehrslast  aus 
einem  beweglichen  Lastenzuge,  so  wird  A  mit  Hilfe  des  in  No.  81 
eingeführten  -4-Polygons  bestimmt. 

Bringt  man  nun  ZJ,  mit  ^^  in  C  zum  Schnitt,  verbiadet  C  mit  3 
durch  die  Gerade  L,  zerlegt  A^  nach  den  Richtungen  von  Z7j  und  L, 
hierauf  Hilfskraft  L  nach  den  Richtungen  von  0^  und  D^,  so  erhält  man 
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die  Größe  von  «a*^4-  Di©  den  Sinn  der  Kräfte  angebenden  Pfeile 
können  fortbleiben;  es  ist  ja  bekannt,  daß  D^  gezogen  wird. 

Die  Spannkraft  ^i^D^  entsteht,  wenn  der  Balken  rechts  vom 
Schnitte  t'f  belastet  wird,  also  gleichzeitig  mit  ,««2)4.  Man  erhält 
^^Z>3  am  schnellsten,  indem  man  das  Kräftepolygon  für  den  Knoten- 
punkt 3  zeichnet;  denn  von  den  vier  an  diesem  Punkte  angreifenden 
Kräften  O4,  D4,  2),,  0^  sind  die  beiden  ersten  bekannt  In  der  Mg.  237 
wurde  dieses  Kräftepolygon  durch  Schraffierung  hervorgehoben,  des- 
gleichen das  Dreieck,  dessen  zwei  Seiten  von  den  Diagonalen  begrenzt 
werden,  deren  Spannkräfte  gleichzeitig  Grenzwerthe  annehmen;  die 
dritte  Seite  dieses  Dreiecks  ist  ein  Stab  derjenigen  Gurtung,  an  welcher 
die  Belastung  angreift. 

Auf  die  beschriebene  Weise  kann  man  die  Spannkräfte  ^,J5  in 
allen  links  steigenden  und  die  ^^Z)  in  allen  rechts  steigenden  Diagonalen 
bestimmen,  indem  man  die  Verkehrslast  vom  rechten  Auflager  aus  der 
Reihe  nach  bis  zu  den  Knotenpunkten  10,  8,  6,  4  vorschiebt  Ist 
der  Träger  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Senkrechte  durch  die  Mitte, 
so  ist  natürlich: 


^I>^  =  minD9     »^d 


x^S  mtt»^\ 


10- 


tll!i!lii'lll|iirilii!|i|||;|iiin!i!i'|ill''|!i'|i!n|i^ 
.llilllllllliillililllililiiill^^^ 


TTTTTT^ 


c^r 


^        TZ 


Kg.  288. 


Bei  unsymmetrischem  Träger  muß  man,  um  «,«!>„  «,»1^4,  .... 
maxD^^  mmwD^  ....  ZU  erhalteu,  noch  den  Einfluß  einer  von  Ä  nach  rechts 
vorrückenden  Verkehrslast  untersuchen.  Man  hat  dann  nur  nötig,  das 
beschriebene  Verfahren  auf  das  Spiegelbild  des  Trägers  anzuwenden. 

In  der  Figur  238  ist  angenommen  worden,  daß  die  Betastung  an 
der  oberen  Ourtung  angreift.  Es  wurde  gleichförmige  Belastung  voraus- 
gesetzt; dieselbe  reicht  von  B  bis  4,  während  in  4  noch  die  Einzellast 
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hinzugefügt  wurde.    Am  linken  Auflager   greift  Ä^  an.    Infolge 


dieser  Belastung  entstehen  gleichzeitig:  ««J),  tind  ,^D^,  Bei  der  An- 
wendung des  Culmannschen  Verfahrens  wnrde  O3  mit  Ä^  in  C  zum 
Schnitte  gebracht  Die  Gerade  L  verbindet  dann  den  Punkt  C  mit  dem 
Knoten  3.  Nach  Ermittelung  von  D^  ergab  sich  Z),  aus  dem  Kräfte- 
polygone für  den  unteren  Knoten  3*). 


Fig.  239  a  n.  b. 

161.  Zweites  Verfahren.  Man  denke  den  letzten 
Knotenpunkt  vor  dem  Auflager  B  so  belastet,  daß  am 
linken  Auflager  der  Widerstand  A  =  Eins  hervorgerufen 
wird  und  zeichne  einen  Cremonaschen  Kräfteplan,  welcher 
nur  die  Spannkräfte  in  den  links  von  jenem  belasteten  Bjioten  be- 
findlichen Stäben  zu  enthalten  braucht**),  Kg.  239.    Dieser  Plan  möge 

•)  Man  könnte  auch  ü,  oder  U4  mit  A  zum  Schnitt  bringen.  Im  ersten  Falle 
verbindet  L  den  Punkt  A4  U,  mit  2,  im  zweiten  Falle  den  Punkt  A^  U4  mit  4.  Wir 
empfehlen  dem  Leser,  stets  mehrere  Verfahren  anzuwenden,  um  duroh  Vergleichung 
der  Ergebnisse  die  Zuverlässigkeit  der  Zeichnung  zu  prüfen. 

♦♦)  Es  ist  deshalb  auch  nicht  nötig,  anzugeben,  wie  groß  die  Last  sein  muß, 
welche  A  =  l  hervorbringt. 
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für  die  Diagonalen  die  Spannkräfte  D'  liefern.  Greift  nun  die  Ter- 
kehrsbelastung  in  den  Knotenpunkten  der  oberen  Gurtung  an,  und  ist 
sie  beispielsweise  von  B  aus  bis  zum  Knoten  4  vorgerückt,  so  ent- 
steht gleichzeitig  ^^D^  und  «.{„D«.  Bei  dies^  Laststellung  wirkt  am 
linken  Auflager  der  Widerstand  A^\    er  ruft  die  Spannkräfte  hervor 


(..         U,..D,  =  Ä,D\  (Zug) 
^^^         \^^.D,  =  A^D\  (Druck). 


Wirkt  die  Verkehrslast  auf  die  Knotenpunkte  der  unteren  Gurtimg 
und  reicht  sie  von  B  bis  5,  so  ruft  sie  den  Widerstand  A^  und  die 
Spannkräfte 

^,.D^  =  A,D'^  (Druck) 
_Z>,  =  ^,i>',  (Zug) 

hervor.  Nach  Aufzeichnung  des  Kräfteplanes  in  Fig.  539  b  kann  man 
also  sämtliche  Grenzwerte  D  sehr  schnell  ermitteln.  Das  ganze  Ver- 
fahren zeichnet  sich  durch  große  Übersichtlichkeit  und  durch  Einfach- 
heit in  der  Begründung  aus. 

Die  Zuverlässigkeit  des  für  J.  =  l  gezeichneten  Kräfteplanes  läßt 
sich  sehr  leicht  mit  Hilfe  des  Culmannschen  Verfahrens  prüfen.  Bringt 
man  beispielsweise  0^  mit  ^  in  C  zum  Schnitt,  verbindet  den  Punkt  (' 
mit  7  durch  eine  Gerade  L  und  zieht  im  Kräfteplane  dui-ch  den  An- 
fangspunkt «1  von  A  eine  Parallele  zu  L,  so  muß  diese  durch  den 
Schnittpunkt  c  der  Spannkräfte  0,  und  D\  gehen.*)  Um  dies  einzu- 
sehen, denke  man  durch  die  Stäbe  O7,  D^  und  Uq  einen  Schnitt  ge- 
legt imd  löse  (nach  Culmann)  die  Aufgabe:  drei  Kräfte  0^,  D^^  U^  zu 
bestimmen,  welche  dem  Widerstände  ^  =:  1  das  Gleichgewicht  halten. 

Eine  andere  beachtenswerte  Eigenschaft  des  Kiräfteplanes  in 
Kg.  239  b  ergibt  sich  aus  der  folgenden  von  Mohr  herrührenden  Unter- 
suchung. Es  sei  durch  das  Fachwerk  ein  Schnitt  geführt,  welcher  0,, 
D3  und  U^  trifft,  Rg.  240.  Die  am  linken  Trägerteile  angreifende 
Kraft  A  sei  ersetzt  durch  zwei  in  2  und  3  wirksame  Kräfte  Pj  und  Pj. 
Dieselben  sind  durch  die  Gleichungen  gegeben 

Pj       P2  =^  -^7  Pi  ^s  ^^  -^^s* 

Mit  Hilfe  der  zweiten  Bedingung  läßt  sich  P^  auf  die  in  der 
Fig.  240b  angegebene  Weise  durch  Zeichnung  finden.  Wird  nun  P, 
nach  den  Richtungen  von  0^  und  D^  zerlegt,  P^  nach  den  Richtungen 
von  U^  und  Dj,  so  ergibt  sich  das  in  der  Fig.  240  c  dargestellte, 
aus  A,  O3,  2>8,  U^  bestehende  Kräftepolygon,  und  hieraus  folgt,  daß 


*)  In  der  Fig.  239  b   haben  wir  die  Spannkräfte  in   den  Gai*tungeü  nur  mit 
Ziffern  bezeichnet. 
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in  Fig.  239b  die  Verlängerung  von  D\  auf  der  Richtungslinie  von  A 
die  Strecke  aa^  =  P^  abschneiden  muß. 

Sind  die  wagerechten  Projektionen  der  Diagonalen  gleich  groß  =  X, 
so  ist  X8=  3X  und  Pi=  SA,  Dieser  Fall  ist  in  der  Fig.  239  vor- 
ausgesetzt worden;  es  ergibt  sich  dann  aa^  =  3aai  und  ebenso  findet 
man  a^ «4=40^0,  wobei  a^  den  Schnittpunkt  von  D\  und  A  be- 
zeichnet. Auf  diese  Weise  ist  man  im  stände,  von  vornherein  auf 
der  Verlängerung  von  A  diejenigen  Punkte  anzugeben,  durch 
welche  im  Kräfteplane  die  Verlängerungen  der  Spannkräfte  D'  gehen 
müssen. 


Es  kann  vorkonunen,  daß  sich  für  die  Spannkräfte  der  Stäbe  in 
■der  Nähe  von  B  sehr  lange  Linien  ergeben.  Man  wähle  dann  für 
diese  Kräfte  einen  kleineren  Maßstab  wie  für  die  Spannkräfte  in  der 
Nähe  von  A,  Will  man  z.  B.  I>'g,  D'^  und  D\  in  kleinerem  Maß- 
stabe haben,  so  verkleinere  man  das  Kräftepolygon  AO^D\U^  und 
schließe  an  dieses  verkleinerte  Polygon  (am  besten  in  einer  neuen 
Figur)  die  folgenden  Kräftepolygone  an.  Noch  zweckmäßiger  ist  es, 
das  verkleinerte  Polygon  A  0^D\  U^  mit  Hilfe  des  Culmannschen  Ver- 
fahrens zu  ermitteln. 

152.  Drittes  Verfahren.  In  der  Figur  241  wurde  die  Spann- 
kraft „„2>4  für  den  Fall  einer  an  der  unteren  Gurtung  angreifenden 
Verkehrslast  mittels  des  Culmannschen  Verfahrens  bestimmt  und  hierauf 
behufs  Ermittelung  von  D^  das  Kräftepolygon  für  den  Knotenpunkt  3 
gezeichnet  Es  wurde  jedoch  die  Reihenfolge  der  Kräfte  in  den  einzelnen 
Polygonen  anders  gewählt  wie  früher.    Die  Last  reicht  von  5  bis  4, 
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Neunter  Abschnitt.  —  §  32. 


SO  daß  am  linken  Auflager  der  Widerstand  A^  angreift  Legt  man 
durch  den  Schnittpunkt  C  von  U^  und  A^  Parallelen  zu  0^  und  Og, 
deren  erste  den  Stab  34  in  4'  und  deren  zweite  den  Stab  32  in  8' 

schneidet,  zieht  man 
femer  durch  3  eine 
Senkrechte,  welche  L\ 
in  3"  trifft,  so  ist  das 
Dreieck  C3S''C  ähn- 
lich dem  Kräftedrei- 
eck LA^  r/j,  und  das 
Viereck  r3 '34 T ähn- 
lich dem  Kräfteviereck 
0^1)^1)^0^^  und  hier- 
Fig.  241.  ausfolgt^  wenn  die  bei  3 

gemessene  senkrechte 
Trägerhöhe  mit  A3  bezeichnet  wird,  und  die  Längen  der  Strecken  34' 
und  33'  beziehungsweise  =  a^  und  =  a^  sind 


(2) 


r"i  -''4      I        1        •■(»"s  


Fig.  242. 


weise  den  Stab  32  in  3' 
von  33'  =  flfg  und 


Das  vorstehende  Verfahren  empfiehlt 
sich,  sobald  die  Widerstände  Ä  mit  Hilfe  von 
Tabellen  berechnet  werden.  Die  Strecken 
«41   «31  ^   entnehme   man  einer  Zeichnung. 

Fig.  242  Stellt  den  Fall  dar,  in 
welchem  die  Verkehrslast  in  dea 
Knoten  der  oberen  Gurtung  angreift. 
Um  „.„,/>3  und  «,„/>4  zu  ermitteln,  wird 
O3  mit  J4  in  ( '  zum  Schnitt  gebracht 
Durch  (J  werden  zu  U^  und  l\  Pa- 
lallolen  gezogen,  welche  beziehungs- 
und  den  Stab  34  in  4'  treffen.    Nach  Messung 


34' =  «^4  ergibt  sich 


J),=  +  A, 


.JU=~ 


153.  Der  Lastenzng  überschreitet  die  Grandstellnng.  Zunächst 
seien  die  Spannkniite  „,„^l)  und  ^,J)  eines  Balkens  mit  oben  an- 
greifender Verkehrslast  ,c:esucht,  beispielsweise  ^„rl>^  imd  ^^D^  für 
(\qx\  Träger  in  Fig.  243.  Der  von  B  aus  vorrückende  Lastenzug  habe 
die  (xrundstellung  überschritten.  Es  gi^eift  dann  links  von  dem  durch 
O5,  I)^,  Uq  geführten  Schnitte  außer  dem  Stützenwiderstande  A  noch 
der  Druck  /*'  an,  welchen  die  zwischen  den  Knoten  4  und  6  wirkendea 
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Lasten  auf  den  Knoten  4  ausüben.  Der  Widerstand  .4  wird  stets  durch 
die  unter  der  ersten  Last  gelegene  Ordinate  des  ^l-Polygons  dargestellt, 
und  P'  kann  nach  dem  auf  Seite  139  angegebenen  Verfahren  bestimmt 
werden.  In  der  Fig.  243  ist  angenommen  worden,  daß  die  2**^  Last 
beim  Knoten  6  liegt.  Es  wird  dann  auf  der  Senkrechten  durch  4,  von  der 
Wagerechten  A'B'  aus  die  Strecke  ah  =  I\  aufgetragen  und  die  Gerade  cb 

-5  ^    ^ 


y  V    y      Y  I  Y 


Fig.  248. 

gezogen,  wobei  c  den  senkrecht  unter  6  gelegenen  Punkt  der  Geraden  AB 
bezeichnet  Die  Gerade  cb  schneidet  auf  der  Richtungslinie  der  Last  P^ 
die  Knotenlast  P'  ab.     Steht  die  dritte  Last  bei  6,  so  muß 

ab=^P^-^P^ 


gemacht  werden  (Seite  139). 

Die  durch  den  Stützendruck  A  in  den  Diagonalen  hervorgerufenen 
Spannkräfte  bestimme  man  auf  die  vorhin  beschriebene  Weise.  Die  von 
P'  erzeugten  Spannkräfte  sollen  mit  D'"  bezeichnet  werden;  um  sie 
zu  finden,  löse  man  die  Aufgabe:  „drei  Kräfte  Og,  D''\  und  U^  zu 
bestimmen,  welche  mit  P'  im  Gleichgewichte  sind.''  Da  nun  die  (früher 
stets  mit  L  bezeichnete)  Linie,  welche  den  Schnittpunkt  von  P'  und  Oß 
mit  dem  Schnittpunkte  von  U^  und  Dg  verbindet,  mit  D^  zusanmien- 
fällt,  so  hat  man  P'  nach  den  Richtungen  von  0^  und  I)^  zu  zerlegen, 
und  Dj  nach  den  Richtungen  von  D^  und  f/g.  Hierauf  sind  die  Kräfte- 
polygone so  mit  Pfeilen  zu  versehen,  daß  ihr  Umfahrungssinn  ein 
stetiger  ist  Man  findet,  daß  P'  in  D^  einen  Druck  und  in  B^  einen 
Zug  erzeugt*)    Schließlich  werden  die  durch  A  und  P'  hervorgerufenen 

♦)  Es  ist  meistens  zu  empfehlen,  den  Kräfteplan,  welcher  den  Einfluß  von  i*' 
angibt,  in  größerem  Maßstabe  zu  zeichnen. 

17* 
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Neunter  AbschBitt.  —  §  32. 


Spannkräfte  addiert.     Ist  beispielsweise  der  Einfluß  von  A  mit  Hilfe 
des  zweiten  Verfahrens  (No.  151)  ermittelt  worden,  so  findet  man 

Es  ist  auf  die  Vorzeichen  der  Spannkräfte  zu  achten.  D'^  und  D'"q 
sind  positiv,  D"\  und  D'^  sind  negativ. 


nJTJU 

j,  ^    ^  4     S      S 

Fig.  244. 


In  Fig.  244  ist  der  Fall  einer  an  der  unteren  Gurtung  angreifen- 
den Verkehrslast  dargestellt  worden.  Gesucht  sind  ^t^D^  und  ««A- 
Hat  man  den  Einfluß  von  A  wieder  nach  dem  zweiten  Verfediren 
bestimmt,  so  findet  man 


Fig.  245. 

Die  Spannkräfte  D\  und  D"\  sind  positiv;  D'j  und  D"\  sind 
negativ. 

Für  den  am  häufigsten  vorkommenden  Fall  eines  Fachwerks  mit 
Vertikalen  imd  einer  geraden  Gurtung  vereinfacht  sich  die  vorstehende 
Untersuchung  ganz  erheblich.  Liegt  z.  B.  die  Trägeranordnung  in  Fig.  245 
vor,  so  findet  man  links  von  der  Mitte    F'"  =  -[-  P\  während  D'" 
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mittels  einer  Parallelen  zu  dem  mit  0  bezeichneten  Gurtstabe  gewonnen 
wird.  Rechts  von  der  Mitte  ist  die  senkrechte  Projektion  von  D"' 
gleich  P'\  F'"  wird  mittels  einer  Parallelen  zum  Gurtstabe  0'  bestimmt 

§  33. 
Das  Zimmermannsche  Verfahren. 

a.  Das  Netzwerk. 

164.  Allgemeines.  Durch  ein  irgendwie  belastetes  Netzwerk  werde 
ein  Schnitt  tt  geführt,  welcher  die  Stäbe  Og,  D^,  U^  trifft,  Fig.  246. 
Die  Mittelkraft  aus  den  am  linken  Trägerteile  angreifenden  äußeren 
Kräften  (welche  sämtlich  senkrecht  sein  mögen)  sei  Q\  sie  habe  von 
den  Knoten  4  und  5  die  Abstände  c^  und  c^  und  werde  in  zwei  senk- 
rechte Seitenkräfte  P^  und  P,  zerlegt,  von  denen  die  erste  durch  den 
Knoten  4,  die  zweite  durch  den  Knoten  5  geht     In    der  Fig.  246 


Fig.  246. 

wurde  die  Querkraft  Q  positiv  angenommen;  sie  ist  dann  nach  oben 
gerichtet  und  liegt  links  vom  Schnitte  tt  P^  wirkt  aufwärts,  P,  ab- 
wärts; beide  Kräfte  sind,  wenn  die  Horizontalprojektion  der  Länge  des 
Stabes  D^  mit  \  bezeichnet  wird,  durch  die  Gleichungen  gegeben 

Außerdem  ist 

P,-P,  =  Q. 

Beachtet  man,  daß  Qc^  =  M^  das  Angriffsmoment  für  den  Knoten  5 
ist  und  Qc^  =  M^  das  Angriffsmoment  für  den  Kiioten  4,  so  erhält  man 
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Neunter  Abschnitt.  —  §  38. 


P,=  5    undP.^5. 

Kennt  man  Pj  und  Pj,  so  kann  man  auf  die  bereits  auf  Seite  257 
beschriebene  Weise  die  Spannkräfte  O5,  T^g,  U^  finden,  indem  man  das 
Kräftepolygon  in  Fig.  246  b  oder  246  c  zeichnet.  Dabei  etnpfiehU  es 
sich,  nach  Zimmermmiii,  das  Kräftepolygon  in  das  in  entsprechend 
großem  Maßstabe  gezeichnete  Trägemetx  einx^utragen,  so  zwar,  daß  die 
Spannkraft  D^  mit  dem  Stabe  D^  zusammenfällt.  Man  erhält  dann  die 
sehr  übersichtlichen  Anordnungen  in  Fig.  247  oder  Fig.  248,  welche 
den  Figuren  246  b  und  246  c  entsprechen.  Der  Umfahrungssimi 
des  geschlossenen  Kräftepolvgons  ist  durch   den  Sinn  der  Querkraft 

ö  =  -^  ~  — ->      gegeben. 


Fig.  247. 


Fig.  248. 


Das  Zi?nme?'mmuii^c\ie  Verfahren  ist  besondei-s  bei  konstantem  a 
zu  empfehlen.  Bestimmt  man  die  Momente  mit  Hilfe  eines  Seilpoly- 
gons, dessen  Polweite  =  eX  ist,  wo  «  eine  beliebige  Zahl  bedeutet, 
nnd  bezeichnet  man  die  bei  den  Knoten  4  und  5  gemessenen  Ordinaten 
des  Seilpolygons  mit  t/^,  y^,  so  erhält  man  (wegen  M^  =  Hy^  =  s\yj) 
sehr  einfach: 


M. 


^^!h\ 


M, 


Besitzen  zwar  nicht  alle  Diagonalen,  jedoch  die  Mehrzahl  derselben 
die  gleiche  Horizontalprojektion  X,  so  bleibt  das  Verfahren  immerhin 
einfach,  da  man  nur  nötig  hat,  für  die  wenigen  Felder  mit  ver- 
schieden großen  X  eine  kleine  Hilfskonstruktion  auszuführen.  Hat  z.  B. 
die  Horizontalprojektion  der  die  Knoten  5  und  4  verbindenden  Diagonale 
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TT 

die  von  X  =  —  abweichende  Länge  X',  so  sind  an  Stelle  der  Werte 
fiz/j   und  6^4   die  \Verte  —^^-—^•^^  =  6"  —  ""^       *  — 

A  A  A. 


^Vi- 


und 


X' 


A 


aufzutragen,    welche    nach   Mg.  249   durch 
Zeichnung  bestimmt  werden  können.*) 

In  der  Regel  wird  es  sich  empfehlen, 
die  Strecken  ty  durch  die  Ordinaten  y  zu 
ersetzen  und  den  Eräftemaßstab  entsprechend 
abzuändern.  War  dann  beispielsweise  der 
Kräftemaßstab  für  die  Zeichnang,  welche 
das  Seilpolygon  enthält:  1  Zentimeter  =w 
Tonnen,  so  ergeben  sich  die  Spannkräfte  im 
Maßstabe:  1  Zetitimeter  ^  zn  Tomimi, 


Fig.  249. 


155.  Spannkräfte  in  den  &Qrtnngen.  Die  Ermittelung  der  größten 
Spannkräfte  in  den  Gurtungen  soll  an  dem  in  der  Fig.  250  darge- 
stellten Netzwerke  erläutert  werden.  Die  Verkehrslast  bestehe  aus 
einem  Zuge  von  Einzellasten;  sie  erzeugt  für  die  Knotenpunkte  7n  An- 
griffsmomente, welche  nach  No.  82  mit  Hilfe  eines  Seilpolygons  in  der 
Form  M^  =  ^Vpm  dargestellt  werden  können,  wobei  Ä^=  sX  zu  wählen 


-4  --*-J!  -^-M  -+--.1  — f--Jl--^ 


lXjsL_:: 


Fig.  250. 

ist     Zu  den  Werten  y^^  sind  noch  die  von  der  ständigen  Belastung 
hervorgerufenen   y^^  zu    fügen;    letztere    sind    (nach    Seite  142)    die 

gl' 


Ordinaten  einer  Parabel,  deren  Pfeil  =  ^^    ist 


Hat  man  sämtliche 


♦)  Dieser  Fall  kommt  hauptsächlich  bei  schiefen  Brücken  vor,  welche  häufig 
ein  kürzeres  oder  längeres  Endfeld  erhalten. 
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Neunter  A1)echmtt  —  §  83. 


(h 


To'O. 


Fig.  252  a  a.  b. 


Werte  y«,  =  yji„  +  y^m  gefunden,  so  trägt  man  in  das  Trägemetz  die 
Ördinaten  ein:  ir  =  iyi,  22'  =  ^,,  33' =  ^3  u.  s.  w.  und  findet  nun 
die  Spannkräfte  0  und  TJ  auf  die  angegebene  Weise.  In  Kg.  250 
wurde  dieselbe  Anordnung  gewählt  wie  in  Fig.  247.*) 

Zu  beachten  ist,  daß  gleichzeitig  mit  der  größten  Spannkraft  0^ 

die  größten  Spannkräfte  F^  und  Dj 
in  der  Endvertikale  und  der  ersten 
Diagonale  entstehen.  V^  und  D^  er- 
geben sich  aus  dem  für  den  oberen 
Knoten  0  gezeichneten  Kräftepolygon. 
Wird  der  in  0  angreifende  Teil  der 
ständigen  Belastung  mit  6^  bezeichnet, 
so  findet  man  durch  Vergleichung  des 
Kräftepolygons  in  Fig.  252  b  mit  dem 
Polygon  I  in  Fig.  250:  (ohne  Vor- 
zeichen) 

^0  —  Öo  =  2/1  und  hieraus  Fq  =  2/1  +  Go- 
Die  Endvertikale  wird  auf  Druck  beansprucht 

ZaMenbeispieL  Der  in  Fig.  250  abgebildete  Träger  habe  eine  Stützweite 
von  86*;  femer  sei  A4  =  4,92-,  Ä»=4,28-;  Äo  =  3,00-.  Der  Träger  sei  eben- 
so belastet,  wie  der  im  §  19  untersuchte  Balken.  £s  können  dann  die  Werte 
yif  tfit  yti  ^4'  ys  ^^^  Figur  130  auf  Tafel  I  entnommen  werden.  Die  Polweite 
ist  dort:  H=A\  und  der  Kräftemaßstab:  l«-  =  20';  die  Spannkräfte  O,  U,  D»,  V^ 
sind  also  mit  dem  Maßstabe:  1*-  =  4  •  20  =  80*  zu  messen.  Das  Trägemetz  zeichne 
man  in  möglichst  großem  Maßstabe;  es  ist  nicht  nötig,  daß  dieser  Maßstab  mit 
dem  Längenmaßstabe  auf  Tafel  I  übereinstimmt.  Von  der  ständigen  Belastuog 
^  =  1,74*  f.  d.  Meter  greife  der  Teil  ^o  =  0,45*  an  der  oberen  Gurtung  an;  auf 
den  oberen  Knoten  0  kommt  dann  die  Last:  (?o  =  0,45  •  8,6  =  1,62'.  Man  findet 
auf  dem  oben  angegebenen  Wege 

Ol  =  —  113,3';    0,  =  — 200,3«;    05  =  — 221,5'; 
Uo=^0;    CT,  =  +164,0';    t/4  =  +  211,4'; 
Dl  =  +  145,2';  ro  =  — 114,4*. 


Vi 


JIl 


JL 


*)  Damit  am  unteren  Knotenpunkte  2  Gleichgewicht  besteht,  müssen  die 
Spannkräfte  in  den  Stäben  12  und  28  gleich  groß  sein, 
Fig.  251;  sie  wurden  mit  ü^  bezeichnet.  CT«  ist  die 
Spannkraft  für  den  Teil  3—5  der  unteren  Gurtung. 
Dem  Stabe  0-— 1  entspricht  t7o  =  0.  Die  Vertikalen 
werden  nur  gezogen;  der  größte  Zug  in  einer  Vertikale 
ist  gleich  der  größten  Belastung  ihres  unteren  Knoten- 
punktes. 

Fig.  251. 
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Liegen    die   Knotenpunkte    eines  Netzwerks   zum  Teil    zwischen 

den  Querträgern,  wie  bei  dem  in  der  Kgur  253  dargestellten  Träger, 

so  muß,  behufs  Bestimmung  der  t/,,  die  ständige  Belastung  g  in  die 

Teile   g^  und   g^   zerlegt   werden.     Sodann    sind    zwei    Parabeln   zu 

q  P  g  P 

zeichnen;   die  eine  erhält  den  Pfeil  ^^,  die  andere  den  Pfeil  r^rf' 

In  die  erste  Parabel  wird 
ein  Polygon  beschrieben, 
dessen  Ecken  in  den 
Senkrechten  durch  die 
oberen  Knoten  liegen, 
in  die  zweite  ein  Poly- 
gon, dessen  Ecken  den 
unteren  Knoten  ent- 
sprechen. Die  Ordinaten 
beider  Polygone  werden 
addiert 

Die  Angriffsmomente 
Hy^  für  die  zwischen 
den  Querträgem  liegenden  Knoten  (1,  3,  5,  7,  9)  müssen  streng  ge- 
nonmien  nach  dem  auf  Seite  143  beschriebenen  Verfahren  ermittelt 
werden.  Man  begeht  jedoch  einen  nur  unwesentlichen  Fehler,  wenn 
man  sich  darauf  beschränkt,  nach  No.  82  die  y^  für  die  Angriffs- 
punkte (2,  4,  6,  8)  der  Querträger  zu  bestimmen,  diese  Werte  als 
Ordinaten  aufzutragen  und  deren  Endpunkte  durch  gerade  Linien  zu 
verbinden,  wie  dies  in  der  rechten  Hälfte  der  Figur  253  angegeben 
worden  ist  Das  so  erhaltene  Polygon  liefert  dann  genügend  genaue 
Näherungswerte  für  die  den  übrigen  Knoten  (1,  3,  5,  7,  9)  ent- 
sprechenden y,. 

Bei  gld/^hförmiger  Verkehrslast  und  konstanter  Feldtveite  können 


•«i              *I              rri              A*                ] 
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Fig.  253. 


die  Werte 


M^ 


-    auch   sehr 


schnell  berechnet  werden. 
Liegt  beispielsweise  der  in 
der  Fig.  254  abgebildete  sym- 
metrisch belastete  Balken  vor, 


Fig.  254. 


80  bestimme  man  zuerst  die  Querkräfte  Q.   Für  das  5*®  Feld  erhält  man 

und,   da  A  =  P^-\.  P,  ^  P,  -\-  P^-\-  i  P,  ist,   Q,  =  ^Ps.    Für  das 
4**  Feld  wird  erhalten 

g,  =  ^-(Pj  +  P,  +  P,)=^,  +  P„ 


für  das  3*«  Feld 


<?8=<?4+A,  u-s.  f. 
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Nun  ist  aber 


if- 


i  =  C)>,  also  -^  =  '^r'  +  <?..  und 


XX  A 

man  findet  daher  der  Beihe  nach  (wegen  M^  =  0) 

K-Q.     ^-3.Q.      '%-3.-Q     u    S    f 

^  -  v„    X       X  +  *^»'    X  -  X  -  '^»  ''•  ^-  ^- 

Für  einen  gleichmäßig  mit  1,74*  f.  d.  Meter  belasteten  Balken  von  36"  Stütz- 
weite, mit  10  gleichlangen  Feldern,  ist 

Pj  =  P,  =  P,  =  P^  =r  P^  =  1.74  •  8,6  =  6,264'. 

M 

Die  Berechnung  der  —r-  geschieht  nach  folgendem  Ansatz: 


:JPj  =  J.  6,264  r=    3,182 

+    6,264  =  P4 


Q^=    9,896 
+    6,264: 


P. 


Qt  =  15,660 
+    6,264  =  P, 

Ö,  =  21^24 

+    6,264  =  Pi 
Q^  =  28,188  Tonnen 


(Ml  i  X  ♦)  =  28,188  =  ft 
+  21,924  =  ^, 

(if,  IX)     =50,112 

+  15,660  =  9, 


{M^  I  X)      =  65,772 

+    9,396  =  ^4 
"(Af^  I  X)     =-.  75,168 
+   8,132  =  ^5 

(Mi  I  X)     =  78,300  Tonnen. 


Im  vorliegenden  Falle  hätte  man  sich  auch  (der  gleich  großen  Lasten  P 
wegen)  der  Parabelgieichung:  M=^\zx{l  —  x)  bedienen  können,  wo  ar  =  Be- 
lastoüg  für  die  Längeneinheit.  Für  den  Knoten  m  erhält  man  mit  x  =  mX 
und  7=:10X 

^~-  =  ^  m  (10  —  w)  =  ^'^^'  ^'^  m  (10  —  m)  =  3,132  m  (10  —  m) 

ond  hieraus  der  Reihe  nach  für  m  =  1,  2,  3,  4,  5 

^  =  28,188;    50,112;   65,772;  75,168;  78,300. 

Bei  dem  in  der  Figur  253  dai^esteUten  Träger  sind  die  Belastungen  der 
Knotenpunkte  1,  2,  3  ...  .  ungleich  groß.  Man  muß  hier  entweder  (wie  leicht 
einzusehen)  mit  2  Parabelgleichungen  rechnen  oder  das  zuerst  angegebene,  auf 
Berechnung  der  Querkrafte  fußende  Verfahren  anwenden. 

156.  Spannkräfte  in  den  FftUnngsstäben.  Wir  setzen  zunächst 
voraus,  daß  die  Grenzwerte  der  Spannkräfte  D  durch  Grundstellungen 
der  Verkehrslast  hervorgerufen  werden  und  erläutern  den  einzuschlagen- 
den Weg  an  dem  in  der  Fig.  255  dargestellten  Träger.  Soll  beispiels- 
weise ^a*^8  bestimmt  werden,  so  ist  der  Lastenzug  von  B  aus  bis  zum 
Knoten  3  vorzuschieben;  er  ruft  am  linken  Auflager  den  Widerstand 
A^  hervor  und    erzeugt    die  Momente:    M^  =  Ä^x^  und  M^^=^A^r^. 


*)     (M,      A)r- 


3f. 


Digitized  by 


Google 


Der  einfache  Fachwerkbalken.    Zimmermaiinsohes  Terfahren. 


267 


weshalb 


y^ 


■'"S   ;^3''^8   -^8^     3;, 


-"8^  ^» 


sX 


cX 


ff^T""^'»  =  7r1 


Trägt  man  also  auf  der  rechten  Auflagersenkrechten  die  Strecke 

^  / 

jB'jRs  =  -~-  auf,  und  zieht  die  Gerade  Ä'R^^  so  schneidet  diese  auf 

6  A 

den  Senkrechten  durch  die  Knoten  2  uud  3  die  Strecken  CD  =  y^ 
und  EF=y,^  ab,  zu  denen  noch  die  von  der  ständigen  Belastung 


Fig.  255. 


herrührenden  Werte  y^  und  y^  zu  fügen  sind.  Die  Addition  liefert 
die  Werte  y'2  und  y'\^  aus  denen  nun  mit  Hilfe  des  Zirmnermannschen 
Verfahrens  die  Spannkraft  ^a,D^  gefunden  werden  kann.    Auf  dieselbe 

Art   wird   nach    Auftragen   von  J5'i?j  —  ^2  ~T   ^i®   Spannkraft  „,^Dg 

bestimmt. 

In  der  Fig.  255  wurde  die  in  Mg.  248  angegebene  Anordnung 
gewählt  Zeichnet  man  dann  die  Eräftepolygone,  welche  die  größte]i 
Spannkräfte  in  den  Gurtungen  liefern  (Fig.  250)  und  diejenigen, 
welche  die  größten  D  ergeben  (Fig.  255)  in  ein  und  dasselbe  Träger- 
netz ein  (was  stets  zu  empfehlen  ist),  so  liegen  die  Polygone  neben- 
einander, und  der  Kräfteplan  gewinnt  an  Übersichtlichkeit 
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Die  Auflager- Widerstände  Ä  wurden  in  No.  82  mit  Hufe  eines 
Seilpoiygons  dargestellt,  welchem  die  Pol  weite  l  entspricht;  vergL  auch 
Fig.  126  auf  Tafel  I.  Entscheidet  man  sich  nun  für  die  Anwendung  des 
Zimmermannschen  Verfahrens,  so  ist  es  zweckmäßig,  die  Polweite  l 
durch  die  Polweite  sX  zu  ersetzen;  die  Ordinaten  des  Seilpolygons  stellen 

dann   die  Werte  -4— r-  '^or.     Wir  werden  dieses  Seilpolygon  in  der 

l 
Folge  das  „^—---Polygon"  nennen. 

Zählenbeispiel.  Dem  Leser  wird  empfohlen,  auf  dem  angegebenen  Wege 
die    Spannkräfte  D    für    den    bereits    in  Ko.   155    untersuchten    Halbparabelträger 

von  86*  Stützweite   zu   bestimmen.     Wird   das  A  —r-  -Polygon  sowie  die  Parabel, 

welche  die  y,  liefert,  im  Maßstabe  1"'  =  20*  gezeichnet  und  H=AX  (also  e  =  4) 
gewählt,  so  werden  die  Spannkräfte  D  im  Maßstabe  1«*  =  80*  erhalten.  Man 
findet 


^„Dj  =  -  92,4' 
««2),  = +  67,8* 


^*J)^  =  —  44,8' 
^Di  =  +  88,9« 


«A.De  =  — 19,5* 


«<J[),=+   2,1' 


und,    da   der  Träger   in  Bezug    auf   die   Senkrechte   durch  seine   Mitte   symme- 
trisch ist, 

•«xDt  =  -«D»  =  -  14,2'   I  ^inD^  =  -f  2,1'     I  ««D4  =  +  16,2*    |  ..i.2)»  =  -  19.5'. 

Die  Diagonale  D^  wird  nur  gedrückt;  D^  wird  nur  gezogen.  Die  Diagonalen 
1)4  und  Dt  werden  abwechselnd  gezogen  und  gedrückt.  Dj  wurde  bereits  in  No.  155 
angegeben. 

Bei   konstanter  Feldweite   lassen   sich   die   durch  den  Lastenzug 

hervorgerufenen  Werte  — r—  auch  sehr  schnell  mit  Hilfe  der  früher 

mitgeteilten  Tabellen  berechnen. 

Wird  z.  B.  der  in  Fig.  255  dargestellte  Halbpai'abelträger  durch  einen  von  B 
bis  zum  Knoten  8  reichenden  Lastenzug  beansprucht,  so  entstehen  die  Momente 
lft  =  J[«2X;  lfs  =  Jl«3X.  Haben  die  Fahrzeuge  die  in  der  Fig.  111  angegebenen 
Badstände  und  Achsenbelastungen  und  wird  der  Zug  von  drei  vorwärts  fahrenden 
Lokomotiven  gezogen,  so  gilt  die  Tabelle  I  auf  Seite  810. 

Nun  ist  die  Länge  der  zu  belastenden  Strecke:  ar',  =  7X  =  7  •  8,6  =  25,2"; 
ihr  entspricht  laut  Spalte  2  jener  Tabelle  die  Zuglänge  Ci  =  28,6  und  die 
Achsenziüil  n=12;  femer  ergibt  sich: 

^»  =  132,  ©,  =  1647,0 
und 

bn  =  x\—Ci=^  1,6% 
weshalb  man  erhält: 


und 


_©,  +  ^>»fe>»_1647,0+132»l,6  _,,,,,, 
^•- f ^ -51,6167 


^?  =  2^,=  108,288;  ^  =  8^  =  154,850. 
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Die    ständige    Belastung   ist    ^  =  1,74*   f.    d.    Meter;    sie    erzeugt   (vergl. 
Zahlenbeispiel    aui 
sich  schließlich  ergibt: 


das    Zahlenbeispiel    auf    Seite   266):    ^  =  50412'    und   ^==65,772',    so    daß 


^  =  108,233  +  50,112  =  153,84* 
und  ^*  =  154,850  +  65,772  =  220,62*. 

Besonders  einfach  gestaltet 
sich    die    Berechnung    der  -  f      t     ^     i     X     1     1 


-SJi- 


l 


bei    gleich    großen    Feldweiten         |c-*?-A-'^J 

und  Knotenlasten.     Sollen  z.  B.       -^ ' 

für  den  in  der  Fig.  256  darge-  Fig.  256. 

stellten  Balastungsfall  die  Werte 

M  M 

—^  und  ~-  bestimmt  werden,  so  findet  man 

und   Jtf,  =  44X;    M^  =  Äb\  also:  ^  =  V  -P  und  ^*  =  ^  P. 

M 
Hierzu  sind  noch  die  von  der  ständigen  Last  herrührenden  "Werte  -r- 

A 

ZU  addieren;  sie  werden  auf  die  am  Schluß  von  Nr.  166  angegebene 
Weise  bestimmt 

Es  sei  noch  der  Fall  untersucht,  in  welchem  ein  Zug  von  Einzel- 
lasten die  Grundstellung  tiberschreitet  Gesucht  sei  ^«^Dg  für  den 
Träger  in  Fig.  257.  Das  zweite  Ead  des  von  B  aus  vorrückenden 
Zuges  liege  am  Knoten  3.    Verlangt  wird  die  zeichnerische  Bestimmung 

M 
der  Werte  i/  =  -\  • 

Nachdem  man  ^— r-  auf  die  vorhin  angegebene  Weise  bestimmt. 

M 
hat*),    findet  man:  ifg  =  ^Xj   und  M^z=  Ax^  —  Pi^i  also  y^  =  -^ 

S  A 

=  A  -r-  -^  und  Vp«  =  — r^  =  A  — r — ^ ^^  •     Nun  streiche  man 

eX    l  ^*'        eX  sX     /  sX 

zunächst  das  zweite  Glied  des  für  y,j  gefundenen  Ausdrucks  und  be- 


l 
*)  Zu  beachten  ist,   daß  A  —r-  gleich  der  unter  der  ersten  Last  gemessenen 

l 
Ordinate  des  ^      -  -Polygons  ist 
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stimme  y\  und  y'\  genau  Avie  in  Mg.  266.    Schließlich  bringe  man 

P  e 
von  y'\  den  Wert  — -^^  in  Abzug;  er  wird  zweckmäßig  gerechnet  und 


4-v-J  H'-l    '1^    111    lii 


«ü« 


Fig.  257. 


13  •  1 4 
ist  für  den  vorhin  untersuchten  Halbparabelträger  =    '- ., '    =  1,27*. 

Läge  Pj   am  Knoten  3,    so   müßte  y'\  um  :^>i^L+^«l+— >-^  ver- 

kleinert  werden. 

Durch  Anwendung  der  eben  entwickelten  Regehi  auf  den  voriiin  untersuchten 
Halbparahelträger  überzeugt  man  sich,  daß  die  Grenzwerte  der  Spannkräfte  in  den 
Diagonalen  infolge  von  Grundstellungen  entstehen.  (Eine  Ausnahme  bildet  Di,  welches 
gleichzeitig  mit  Oi  seinen  Grenzwert  annimmt.) 


b.  Das  Fachwerk  mit  Vertikalen. 

167.    Die  Verkehrslast  greift  in  den  Knotenpunkten  der  obereiL 

Gurtong  an.  Wir  betrachten  das 
m^  Feld  des  Balkens  (Fig.  258), 
tragen  auf  der  Vertikale  mm 
vom    unteren  Knotenpunkte  m 

aus   die   Strecke  ma  =i    -"  ab 

Km 

und  auf  der  (m— 1)*«°  Vertikale 

die  Strecke  (^—1)6  =  -^, 

ziehen  durch  a   eine   Parallele 
zu  0^,  welche  die  Diagonale  D« 
in  c  schneidet,  hierauf  durch  b 
Fig.  258.  eine  Parallele  zu  C/"«,  welche  i>, 

in  d  und  V^  in  e  trifft,  und  er- 
halten:   Spannkraft  0^=  Strecke  ac,    Spannkraft  CT"«  =  Strecke  de, 
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Spannkraft  D^  =  Sti-ecke  de.  Um  die  Spannkraft  V^  zu  finden^ 
zeichnen  wir  das  Kräftepolygon  für  den  unteren  Knotenpunkt  tw,  ziehen 
also  cfW  U„+i  und  finden  V^  =  ef,  Dabei  ist  angenommen  worden^ 
daß  nicht  nur  die  Verkehrslast,  sondern  auch  die  gesamte  ständige 
Belastung  in  den  Knoten  der  oberen  Gurtung  angreift  Die  in  das 
Kräftepolygon  edcfe  des  unteren  Knotens  m  eingetragenen  Pfeile  geben 
an,  in  welchem  Sinne  die  Kräfte  U^^  D^^  ?7«+i,  K.  an  diesem  Knoten 
angreifen.  In  Figur  258  wird  die  Diagonale  I)^  gezogen,  die  Verti- 
kale V^  gedrückt  Ein  Irrtum  bezüglich  der  Vorzeichen  ist  ausge- 
schlossen, wenn  man  daran  denkt,  daß  die  untere  Gurtung  stets  ge- 
zogen ist 

Greift  nun  am  unteren  Kno- 
tenpunkte m  die  ständige  Last 
G^  an,  so  entsteht  das  in  der 
Figur  259  b  dargestellte  Kräfte- 
polygon. Der  vorhin  ermittelte 
Druck  V^  =  ef  ist  um  O^  zu 
verkleinem.     Es   empfiehlt   sich 


lU/ 


^bj 


mm,    die   Grenzwerte   sämtlicher 


Fig.  259. 


Kräfte     V    zunächst    unter    der 
Voraussetzung  unbelasteter   unterer  Knotenpunkte   zu   ermitteln   und 
hierauf   zu    jedem   dieser  Werte    (unter  Berücksichtigung    der   Vor- 
zeichen)  den  Betrag  (-|-  O^  zu 
addieren. 

Die  in  der  Figur  258  angege- 
b(*ne  Anordnung  des  Kräfteplanes 
empfiehlt  sich  bei  der  Bestimmung 
der  Grenzwerte  der  Spannkräfte 
I)^  und  r„.  Um  die  größten 
Spannkräfte  in  den  Gurtungen  zu 
ermitteln,  entscheidet  man  sich, 
(um  das  Zusanmienfallen  verschie- 
dener Polygone  zu  venneiden) 
zweckmäßiger  füi*  die  Anordnung 
in  Figur  260;  alle  diese  Kräfte- 
polygone werden  in  dasselbe  Netz 
eingezeichnet 


Fig.  260. 


158.   Die  Verkehrslast  greift  in  den  Knotenpunkten  der  unteren 
ftnrtimg  an.    Trägt  man  auf  den  das  Feld  begrenzenden  Vertikalen  von 

den  oberen  Knotenpunkten  ni  und  m  —  1  aus  die  Strecken  ma^=^  ,-"* 
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und   (m  —  l)b  = 


^-1 


ab,  zieht  ade  \\  0^  und  bc  \\  U^  (Rg.  261), 


so  erhält  man  bc  =  CT«,  cd  =  D^  und  de  =  0^.    Wird  noch  cf\\  0„., 

gezogen,  so  ist  fcdef  das  Kräfte- 
polygon für  den  oberen  Knoten 
m  —  1  und  man  erhält  ef=  F«_i, 
vorausgesetzt,  daß  auch  die  stän- 
dige Belastung  ausschließlich  in 
den  Knoten  der  unteren  Gurtung 
wirkt  Die  in  die  Fig.  261  ein- 
getragenen Richtungspfeile  geben 
an,  in  welchem  Sinne  die  Spann- 
kräfte D^,  0^,  F^.„  0«.,  am 
oberen  Knoten  m  —  1  angreifen. 
Im  vorliegenden  Falle  wird  Dia- 
gonale D^  gezogen  und  Vertikale 
F^.i  gedrückt. 
Greift  am  oberen  Knoten  7n  —  1    die   ständige   Last  Oq   an,  so 

entsteht  das  in  der  Fig.  262  b  dargestellte  Kräftepolygon;  der  vorhin 


Fig.  261. 


Fig.  262  a  u.  b. 


erhaltene  Druck  V^,^  =  ef  wird  um  den  Druck  Oq  vergrößert  Es 
ist  ratsam,  zunächst  die  Grenzwerte  sämtlicher  Kräfte  V  unter  der 
Voraussetzung  unbelasteter  oberer  Knoten  zu  bestimmen  und  hierauf 
zu  jedem  dieser  Werte  den  Betrag  ( —  O^)  zu  addieren. 

Weiter  empfiehlt  es  sich,  die  in  der  Fig.  261  angegebene  Anordnung 
des  Kräft^planes  nur  bei  Bestimmung  der  Grenzwerte  D  und  V  bei- 
zubehalten und  die  größten  Spannkräfte  in  den  Gurtungen  auf  die  in 
der  Fig.  263  veranschaulichte  Weise  zu  ermittehi. 
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§  34, 
Fachwerkträger  mit  Gegendiagonalea. 

159.  Hauptdiagonalen  nnd  Gegendiagonalen.  Ein  Fachwerkbalken, 
dessen  Füllungsstäbe  wechselweise  Vertikalen  und  linkssteigende  Dia- 
gonalen sind,  Fig.  264,  werde 
durch  einen  Schnitt  tt  in 
zwei  Teile  zerlegt  0^,  [7^, 
D^  sind  die  Spannkräfte  in 
den  Stäben  des  m^^  Feldes, 
ß-,  Tm,  9-  deren  Neigungs- 
winkel gegen  die  Wagerechte. 
Y«  und  9^  werden  nach  unten 
positiv  gezählt,  ß^  nach  oben. 
Wirken  auf  den  Träger  nur 
senkrechte  äußere  Kräfte,  so 
muß  sein 

0^  cos  ß^  +  D^  cos  9„  +  U^  cos  y^  =  0,  also 

Dm  cos  9^  =  —  0^  cos  ß^  —  U^  cos  y«. 


Kg.  264. 


Fig.  265. 


Nun  ist  aber  (nach  Seite  245):  0^  =  — 


ikTmSecß, 


3/. 


r- und 


Um=-\- 


A^_,  cos  Y« 


K  Jfm  cos  ß^ 

,  wobei  h^  =  Länge  der  m^^  Vertikale,  mithin 


IJ^  cos  <p^  =  —  - 


hm-l 


Oanz  ebenso  ergibt  sich  für  eine  rechtssteigende  Diagonale  (Fig.  265) 

SO  daß  sich  also  —  dieselben  Momente  vorausgesetzt  —  die  wage- 
rechten Seitenkräfte  der  beiden  Spannkräfte  D  nur  durch  das  Vor- 
zeichen unterscheiden. 

Die  Belastung  des  Trägers  bestehe  aus  einer  ständigen  und  einer 
beweglichen.  Erstere  sei  gleichmäßig  über  die  Stützweite  verteilt  und 
'=g  für  die  Längeneinheit;  sie  erzeugt  die  Momente 


AL,= 


gx^x^ 


und  J/^^__„^  = 


gjCn. 


l^m-1 


wo  x^  und  x^  die  Abstände  des  Knotens  in  von  den  Auflagersenk- 

Hfiller-Breslau,  Orapblsobe  Statik.    I.  18 
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rechten  Ä  und  B  bedeuten,    Fig.  266.     AVird  zur  Abkürzung  gesetet 


^m-^  m 


2Ä« 


■  =  'n« 


so  ergibt   sich  für  die  durch  die  ständige  Belastung  hervorgerufene 
Spaniiraft  in  einer  linkssteigenden  Diagonale  die  Formel 

D^,  cos  <f^  =  g  (yi^  —  •»)«- 1). 

Es  sei  nun  •)q,»>  ir)«-!,  also  D^^  positiv.  Eine  von  B  aus  bism 
vorrückende  Verkehrslast*)  erzeugt  ebenfalls  eine  positive  Spannkraft  I)^ 
und  es  ist  deshalb  ,^D„  positiv.  Wenn  dagegen  die  Yerkehrslast 
von  A  bis  m  —  1  vorrückt,  so  ruft  sie  in  der  fraglichen  Diagonale 
einen  Druck  hervor,  welcher  größer  oder  kleiner  sein  kann  lüs  der 
Zug  D^g.  Im  ersten  Falle  ist  ^»2>«  ein  Druck,  im  zweiten  Falle  ein 
Zug.  Wird  nun  angenommen,  daß  «,,/>«  für  die  linkssteigende  Diago- 
nale ein  Druck  ist,  daß  aber  diese  Diagonale  aus  einem  Seile  besteht. 


Of^^i           m-t\ 

«t 

m*f 

^^->^ 

'iIifiilllll]i.ll|:il!l!lMill!  i'U!l!lll 

iiüiüiiiiiiiliiiiai 

Ülillllllil 

liiinliliiiiiiiwiiiiiiiiiiiiiiiir 

-v * <■ 

Fig.  266. 


Fig.  267. 


welches  einem  Drucke  keinen  Widerstand  leistet,  so  muß,  soll  der 
Träger  starr  sein,  in  dem  betreffenden  Felde  noch  eine  rechtssteigende 
Diagonale,  die  ebenfalls  aus  einem  Seile  bestehen  darf,  angeordnet 
werden.  Bei  jedem  Belastungszustande,  welcher  die  linkssteigende 
Diagonale  auf  Druck  beansprucht,  wird  die  rechtssteigende  Diagonale 
gezogen.**) 

Diejenige  der  beiden  sich  kreuzenden  Diagonalen,  für  welche  D^,  po- 
sitiv ist;  nennen  wir  die  Hauptdiagwmle,  die  andere  die  Oegendiagonale. 


*)  Wir  sprechen,  der  kürzeren  Aasdrucksweise  wegen,  nur  von  GmndstellangeD 
der  Yerkehrslast 

**)  Es  gibt  Laststellungen ,  bei  denen  beide  Diagonalen  gleichzeitig  gezogen 
werden;  die  Aufgabe,  die  Spannkräfte  D  zu  berechnen,  ist  dann  statisch  unbestimmt 
und  fällt  unter  die  im  II.  Bande  unseres  Buches  vorgetragenen  Untersuchungen. 
Für  die  Praxis  genügen  indessen  die  oben  gegebenen  Formeln.  In  neuerer  Zeit 
sucht  man  Fachwerke  mit  Gegendiagonalen  zu  vermeiden;  ihre  Theorie  darf  aber 
hier  nicht  fehlen,  schon  weil  sie  für  die  Umrechnung  älterer  Brücken  auf  Grund 
der  neuen  Belastungsvorschriften  wichtig  ist 
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Nehmen  also  die  Werte  tq  von  den  Auflagern  nach  der  Mitte  hin  zu, 
so  sind  auf  der  linken  Hälfte  des  Trägers  die  linkssteigenden  und 
auf  der  rechten  Hälfte  die  rechtssteigenden  Diagonalen  die  Haupt- 
diagonalen. Bei  nach  der  Mitte  hin  abnehmenden  t]  findet  das  Um- 
gekehrte statt.  Sind  sämtliche  t)  gleich  groß,  so  ist  das  Eigen- 
gewicht —  und  überhaupt  jede  gleichmäßig  über  den  ganzen  Träger 
verteilte  Belastung  —  ohne  Einfluß  auf  die  Spannkraft  D.  l)ie 
Trägerfonn,  welche  diesem  Grenzfalle  entspricht,  findet  man  mittels 
der  Gleichung 


11  = 


XX 

2h 


=  Konst, 


woraus 


ifxjl—^ 

/2 


,   XX 

~  "2  Konst. ' 
SoU  Ä  =  /•  sem  für  x  =  x=^l  (Fig.  268),  so  folgt:  f= 

{2 

und  Konst.  =^-r^,  weshalb 

Ä  = 

Dies  ist  die  Gleichung 
einer  Parabel  ^  deren  Pfeü 
=  f  ist,  und  der  hiemach 
berechnete  Träger  heißt 
Parabelträger.  Die  eine  Gur- 
tung darf  beliebig  geformt 
werden;  die  Lagen  der  Kno- 
tenpunkte der  anderen  Gur- 
tung ergeben  sich  mit  Hilfe 
der  Gleichung 


P 


8  Konst 


A.: 


/« 


Fig.  268. 


Zu  beachten  ist,  daß  f 
stets  die  Parabelordinate  für 
x  =  ^{  bedeutet,  daß  also  bei 
fehlender    Mittelvertikale    (Fig.  268)    h^a^<f   ist.      Liegt   ä««   bei   a:  =  £,    und 

besitzt    es    einen    gegebenen    Wert,    so    findet    man    (wegen    hma*  = j^ / 

Es  ist  aber  stets  zu  empfehlen,  f  anzunehmen  und  hierauf  die  Längen  h  durch 
Rechnung  oder  Zeichnung  zu  bestimmen.  Wie  man  den  einer  beliebigen  Ab- 
scisse  Xm  entsprechenden  Punkte  einer  Parabel  ÄJSB  durch  Zeichnung  findet,  ißt 
auf  Seite  135  (Fig.  124)  angegeben  worden. 

18* 
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Neunter  Abschnitt.  — -  §  34. 


In  den  folgenden  allgemeinen  Untersuchungen  über  Träger  mit 
ausschließlieh  gezogenen  Diagonalen  beschäftigen  wir  uns  nur  mit 
dem  Falle  nach  der  Mitte  hin  wachsender  Werte  tj,  da  dieser  bei 
allen  im  Hochbau  und  Brückenbau  angewandten  Trägern  mit  Gegen- 
diagonalen  vorliegt. 

Um  zu  entscheiden,  ob  in  irgend  einem  (z.  B.  dem  m**°)  Felde 
der  linken  Trägerhälfte  eine  linkssteigende  Zugdiagonale  genügt,  be- 
stimme man  füi*  diese  Diagonale  die  Spannkraft  ,^Z>.  Soll  dies  bei- 
spielsweise mittels  des  Zimmennanvschen  Verfahrens  geschehen,  st) 

M 

werden  die  der  gefährlichsten  Belastung  entsprechenden  Weii»  -y^ 


und 


^.-1 


die  Strecken 


auf  die  in  No.  156  angegebene  Wcmsi»  ermittelt,   hierauf 


ma  =  -r—  und  (rn- 


:Y)6  =  ^"--5  (vergl.  Fig.  269a) 


(d) 


aufgetragen  und  durch  die  Punkte  a  und  6  zu  0«  bezw.  JJ^  Parallelen 
gezogen,    welche    die    fragliche   Diagonale   in   den   Punkten  d  und  c 

schneiden  mögen.  Die  Strecke  Er- 
stellt dann  die  Spannkraft  ^^) 
vor,  und  zwar*  ist  »^Z>  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  c  ober- 
halb oder  unterhalb  d  liegt. 
Vergl.  Fig.  262.  In  dem  in  der 
Fig.  269  a  dargestellten  Falle  er- 
gibt sich  mithin  für  ^J)  ein 
negativer  Wert,  imd  es  ist  des- 
halb eine  Gegendiagonale  nötig. 
Zieht  man  mm  nach  Einzeich- 
nung  dieser  Gegendiagonale: 
hc  ,  0^  und  ad'  \  U^  (Fig.269b), 
so  findet  man  den  größten  Zug  in  der  Gegen- 
diagonale: ^a,2>  =  Strecke  d'c'. 

Hat  man  die  Spannkraft  ^JD^  in  der 
Hauptdiagonale  des  mf^  Feldes  nach  einem 
der  im  §  32  beschriebenen  Verfahren  be- 
stimmt und  einen  negativen  Wert  erhalten, 
welcher  in  Fig.  270  nach  Größe  und  Rich- 
tung durch  die  Strecke  ab  dargestellt  sein 
möge,  so  findet  man  den  größten  Zug  «.,/>«, 
durch    welchen    die  in   jenem  Felde  nötig 


\A. 


/ 


Fig.  270. 
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werdende  Gegendiagonale  beansprucht  wird,  indem  man  durch  b  eine 
Parallele  zur  Gegendiagonale  und  durch  a  eine  Senkrechte  zieht,  welche^ 
jene  Parallele  in  c  schneidet    Es  ist  dann  bc  =  „^D;,. 

Bei  gewissen  Tiägerarten,  z.  B.  beim  Parabelträger  und  auch 
bei  dem  in  Xo.  146  untersuchten  Paulischen  Träger,  sind  in  allen 
Feldern  (iegendiagonalen  nötig,  bei  vielen  Trägern  (z.  B.  bei  dem 
in  der    Fig.  271    dargestellten)  nui*  in  einzelnen  und  zwar  dann  in 


Fig.  271. 


den  mittelsten  Feldern.  Die  Spannkräfte  0,  Ü7,  F  in  den  Stäben 
der  Felder  ohne  Gegendiagonalen  werden  auf  die  früher  gezeigte 
Weise  bestimmt;  die  Eimittelung  der  Spannkräfte  in  den  Feldern 
niit  Gegendiagonalen  soll  im  Folgenden  gelehrt  werden.  Wir  beginnen 
mit  der 

160.  Bestimmung  von  »,<„F^.  Die  fragliche  Vertikale  gehöre 
der  Hnken  TrägerhäJfte  an,  und  trenne  zwei  Felder  mit  Gegen- 
diagonalen. Es  sind  zwei  Belastungsfälle  zu  untersuchen.  Greift  die 
veränderliche  Belastung  an  der  unteren  Gurtung  au,  so  ist  sie  einmal 
von  B  bis  m-\-l  vorzu- 
schieben, Rg.  272,  ein  zwei- 
tes Mal  von  Ä  bis  ?n  —  1, 
Rg.  273.  Im  ersten  Falle 
treten  im  w**°  und  im 
(w  +  l)*«°  Felde  die  links- 
steigenden Diagonalen  in 
Tätigkeit,  im  zweiten  Falle 
die  rechtssteigenden.  Die 
Bestimmung  von  „,»  V^  kann 
mit  Hilfe  der  in  den  §§  32 
und  33  angegebenen  Ver- 
fahren erfolgen,  wobei  dar- 
auf zu  achten  ist,  daß  in 
dem  in  der  Fig.  272  darge- 
stellten Belastungsfalle  neben 

der  Spannkraft  ^^^V^  noch  die  größte  Spannkraft  in  der  (w  +  1)*"^ 
Hauptdiagonale  entsteht,  während  der  Belastungsfall  in  Fig.  273  die 
größte  Spannkraft  in  der  Gegendiagonale  des  m^^  Feldes  hervorbringt 


iJiiilillll|ii||i''iiiiiii|illiilllllililliip 

111'" u 


Fig.  272. 


Fig.  278. 
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Neunter  Abschnitt.  —  §  34. 


Greift  die  veränderliche  Belastung  an  der  oberen  Guitiing  an,  sn 
ist  nacheinander  der  Einfluß  einer  von  B  bis  m  und  einer  von  A  bis  m 
reichenden  Belastung  zu  untersuchen.    Fig.  274  und  275. 

Die  beiden,  für  ^T^ 
erhaltenen  Werte  werden 
schließlich  miteinander  ver- 
glichen; der  ungünstigere 
der  beiden  Werte  ist  natüi- 
lich  maßgebend  für  die  Be- 
stimmung des  Querschnitts 
der  Vertikale. 


Fig.  274. 


Fig.  275. 


161.  Bestlmmaog  von 
_,F^  (Kg  276).  Unter  der 
Voraussetzung y  (kiß  die  Be- 
lastung in  den  Knoten  der 
unteren  Ourtung  angreift, 
entsteht  wenn  keine  Gegen- 
diagonalen vorhanden  sind, 
die  Spannkraft  ««.F^,  sobald 
die  veränderliche  Belastung  von  A  aus  bis  m  vorgerückt  ist.  Sind 
aber  Gegendiagonalen  vorhanden,  so  wird  bei  dieser  Laststellung  die 
Gegendiagonale  des  (w+1)*®"  Feldes  die  größte  Inanspruchnahme 
erleiden,  vielleicht  wird  auch  im  m^^  Felde  eine  dort  etwa  vorhandene 
Gegendiagonale  gespannt.  Auf  jeden  Fall  lassen  die  bis  jetzt  abge- 
leiteten Gesetze  im  Stich. 

Wir  denken  nun  den  Träger  voU  belastet.  Auf  der  linken  Hälfte 
sind  dann  die  linkssteigenden  Diagonalen  gespannt  und  wir  düi*fen 
behaupten: 

1)  Alle  Lasten  rechts  von  (m  +  1)  tragen  zu  der  Spaiuikraft  r„ 
in  negativem  Sinne  bei,  alle  Lasten  links  von  m  in  positivem 
Sinne.  Durch  Entlastung  des  Trägers  in  der  Nähe  von  B 
wird    also   \\   vergrößert      Es    nähert   sich   V^  dem  Werte 

V 

max  ^  m  • 

2)  Alle  Lasten  rechts  von  {m  -|-  1)  ti'agen  zu  der  Spannkraft 
D^^x  der  linkssteigenden  Diagonale  in  positirem  Sinne  bei, 
so  daß  Entlastung  des  Trägei*s  in  der  Nähe  von  B  die  Kraft 
D^^x  verkleinert. 

Jetzt  entlasten  wir  den  Träger  rechts  von  {m  -}-  1),  vergrößern  da- 
durch  V^  und  verkleinern  Z>^+i  und  setzen  diese  Entlastung  so  lange 

3/„.       M^^x 


fort,   bis  2>^^i  =  0,  bis  also 


ist. 


'm  +  l 
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Sobald  dies  erreicht  ist,  Fig.  276,  greift  am  oberen  Knotenpunkte 
7n  keine  Diagonale  an,  und  das  Kräftepoiygon  für  diesen  Knotenpunkt 


^ 


t-I'iaüJüiillliijJii^^^ 


ist  das  in  Kg.  276a  dargestellte.  Es  besteht  aus  F«,  0^  und  0«+,. 
Je  größer  0«  und  O^+i  sind,  desto  größer  wird  F^*).  Da  nun  durch 
weitere*Entlastung  die  Spannkräfte  0«  und  0^+,  verkleinert  werden, 
wird  auch  F^  wieder  verkleinert.     Daraus  folgt  der  Satz: 

Entlastet  inan,  von  detn  Zfustande  voller  Belastimg  ans- 
geheiid,    den   Träger  rechts  von    (vi  -\- 1)    derart;    daß    beide 
Diagonalen    des    (m  -\-  1)^^    Feldes    spannungslos    sind,    so 
nimmt  die   Spannkraft  in  der  m*^^  Vertikale  ihren  größten 
positiven  Wert  an. 
Wir  bezeichnen  mit  M^  und  JC+i  die  Momente  infolge  voUer 
Belastung,  mit  M'^  und  M'^^y^  die  Momente  nach  der  Entlastung  und 
nehmen  an,  daß  der  Träger  nur  rechts  von  {m  +  1)  entlastet  wird. 
Bedeutet  dann  ^A  die  Abnahme  des  Stützenwiderstandes,  so  werden 
die  Momente  verkleinert  um  A3f«=A^x«  bezw.  Al/«+i  =  A^a:^+,. 
Es    entsteht    3/'^  =  M^  —  AJ^„,    bezw.    3/'^+,  =  iL+i  —  AilC+j. 
Da  nun  a3/^:  AJ/^+,  =  a;^:  a::^+i,  so  folgt:    Trägt  man  auf  den  ver- 
längerten Vertikalen  m  und  in-\-l  von  einer  Wagerechten  aus  die 
Werte  auf:    DE=M^\  \^^**)  und  FH=M,^^\\^^,  (Rg.  277) 
und  macht  hierauf:  EE'=  ^M^  \  X^+i,  femer  Hir=  ^M^+,  \  ^,+  i, 
so  schneiden  sich  die  Geraden  E'IT  und  EH  in  einem  Punkte  S  der 
Auflagersenkrechten    A.     Die    Strecken    DE'   und    Fff   stellen   be- 
ziehungsweise die  Werte  3/'^  |  \^+i  und   3/'^+,  |  X^+i  vor,  und  der 


*)  Wir  nehmen  zunächst  an,  daß  die  gesamte  ständige  Belastung  in  den 
Knotenpunkten  der  unteren  Gurtung  angreift.  Die  unter  dieser  Voraussetzung 
ermittelten  Spannkräfte  maxVm  müssen  dann  auf  die  in  No.  158  aogegebene  Weise 
verbessert  werden. 

**)  Mm  I  Xm  + 1  =  -T — — '   Warum  wir  diese  Verhältnisse  (welche  Kräfte  sind) 

Xm  +  l 

auftragen  und  nicht  die  Momente,  wird  sogleich  einleuchten. 
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Neunter  Abschnitt.  —  §  34. 


Schnittpunkt  C  der  Geraden  I^H'  und  DF  ist  (nach  No.  68)  ein 
Punkt  in  der  Richtung  der  für  das  (m  -\-  !)*•  Feld  sich  ergebenden 
Querkraft 


(>-.+i  = 


M' 


^•»+1 


M'„ 


^+1 


Fig.  277. 

Um  letzteres  einzusehen,  betrachte  man  E'H'  und  DF  als 
Seite  und  Schlußlinie  eines  Seilpolygons,  dessen  Polweite  =  X«+i  ist. 

Soll  nun  die  vorgenommene  Entlastung  des  Trägers  zur  Spann- 
kraft „^F^  führen,  so  müssen  die  Diagonalen  des  (w  +  1)*«'  Feldes 
spamiungslos  sein,  und  es  muß  dann  die  Querkraft  ö^+i  durch  den 
Schnittpunkt  C  der  Gurtkräfte  0^+,  und  U^^x  gehen.  Durch  diese 
Bedingung  ist  die  Lage  der  Geraden  CSE'  vollständig  bestimmt: 
man  ist  somit  im  stände,  den  Wert  ilT«  |  X«+i  und  mithin  auch 
Jf'«  I  h^  zu  ermitteln,  und  zwar  ohne  erst  angeben  zu  müssen,  auf 
welche  Weise  der  Träger  rechts  von  m-\-l  entlastet  werden  muß. 
Kennt  man  aber  M'^  \  h^^  so  läßt  sich  ««F^  mit  Hilfe  des  in  der 
Fig.  276  a  dargestellten  Kräftepolygons  finden. 

Da  nun  die  Bestimmung  des  Punktes  C  in  der  Regel  unbequem 
ist,  so  ist  es  zweckmäßiger,  die  Gleichung  zu  benutzen  (siehe  Fig.  277) : 


Es  folgt  dann 


0.+.= 


M'^ 


Ä^cosß«+i        a    -+'       *^-+'       a 
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wobei  L  und  N  die  Endpunkte  des  Gurtstabes  O^+i  (dessen  Neigungs- 
winkel =  ß^+,  und  dessen  Länge  =X^+iSecß^+,  ist)  bezeichnen. 
Bringt  man  den  Untergurtstab  Z7^+|  mit  der  linken  Auflagei^senkrechten 
in  J  zum  Schnitt,  legt  durch  «7  zu  0^+,  eine  Parallele,  welche  die 
m^  A^'ertikale  in  K  trifft,  zieht  die  Gerade  KN^  macht  LB=b  und 
BT\\  KN,  so  ist  (wegen  LK=a) 

LT  =~LN--=0^^,, 

a  ^ 

Wird  schließlich  noch  TTF||  0^  gezogen,  so  ist 

LW=  ^„J\, 
Über   die  Darstellung   der  Werte  M  \  \   wurde   das   Nötige   im 
§  31  mitgeteilt.    Besteht  die  Yerkehrslast  aus  einem  Zuge  von  Einzel- 
lasten, so  empfiehlt  es  sich,  diejenige  Laststellung  anzunehmen,  welche 
das  gi'ößte  Moment  M^  erzeugt 

Der  Satz,  auf  welchen  sich  die  beschriebene  Darstellung  von  »,«,r«,  stützt, 
wurde  vom  Verfasser  zuerst  in  der  Uten  Auflage  von  des  „Ingenieurs  Taschenbuch" 
(Hütte)  veröffentlicht  unter  gleichzeitiger  Mitteilung  von  Formeln  für  gleichförmige 
Belastung.     Wir  lassen  die  Ableitung  der  letzteren  hier  folgen. 

Die  Entlastung  der  Strecke  b  (Fig.  276),  welche  zunächst  kleiner  als  «m+i 

vorausgesetzt  werden  möge,  bewirkt  eine  Verkleinerung  von  A  um  A^=^--'  Es 
entsteht  deshalb 

und  man  erhält  zur  Berechnung  von  h  die  Gleichung  {M'm  \  Äm  =  Jtf'm  +  i  |  hm+i 

Mm  ph^    Xm Jtfm+  l  J9&*  X».  +  i 

hm  21      hm  hm-*-\  2/Äm  +  l 


i^^M==^t) 


.•w^       JPy Mm-\-  1  hm  . —  J/iM  hm  +  I  ,    ,j ql    Xm-\-\  X  wt  +  1  Am XmX  mhm-^-X 

21  a?m+l  Äwi  — iFmÄm  +  l  p  Xm-\-\hm Xmhm+\ 

Nun  ergibt  sich 

Mm  Xm  +  l  Mm  Xm  Mm+  1   q  XmXm  +  |  Xm  +  1 

hm  Xm  +  )hm Xmhm+l  2  (Xm+lhm  Xmhm  +  l) 

\ind  nach  Fig.  276  a,  mit  Beachtung  der  Winkel-Bezeichnungen  in  Fig.  264 

.«r-  =  ^(tgp«-tgp^+i), 

wofür   mit  Rücksicht   auf  die   oben   angreifende   ständige   Belastung  go   der   ver- 
besserte Wert 

(n)       mo:rm  =  ^(tgf^m-tg?m  +  ^)-'igo(\m+\m  +  ^) 

anzunehmen  ist.    Man  erhält  schließlich 

au)   ^«,r.  =  __i^!!^^ 

Z  [Xm  +  1  /l»n  Xm  nm+l) 
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Neunter  Abschnitt.  —  §  34. 


Liefert  Gleichung  I  für  b   einen  Wert,   der  größer  ist  als  x  m+i,   so  ent- 
Bedingung 


steht  M'm  + 1  =  Mm  +  1  —    rt ,  i*?«+ 1  +  ~ ö~^^     '  ^^^  ^  naüßte  jetzt  b  aus  der 


lfm  _  pb\  Xm 

hm 


Mm 


+  1  ph^  Xm+\     ,    P(6- 


.+  l)* 


2/     Ä«,  Ä^+i  2/    ÄW.  +  1     '  2hm  +  \ 

berechnet  werden.   Man  findet  aber  dann  mnxVm  genügend  genau  und  etwas  zu  groß, 
wenn  man  5  =  d;'m  +  i  setzt    Es  führt  dies  zu 

(IV)    „^ r«,  =  Xf*{<i^'ml  —  px'm+\y 


2lhm 


(tgß^-tgß«+i)-l^.(Xm  +  Xm  +  l). 


Noch  zweckmäßiger  ist  es,  mit  Rücksicht  auf  die  geringere  Bedeutung,  welche 
<iie  wtmV  gegenüber  den  m^mV  für  die  Querschnittsermittelung  besitzen,  die  Berech- 
nung von  b  zu  sparen  und  stets  die  Gleichung  III  anzuwenden.  Man  erhält  dann 
für  mmaeV  cutweder  einen  genauen  oder  einen  etwas  zu  großen  Wert.  Aus  dem- 
selben Grande  ist  es  auch  bei  der  oben  gezeigten  zeichneiischen  Bestimmung  von 
maxV  nicht  nötig,  auf  eine  nähere  Untersuchung  der  durch  unseren  Satz  vorge- 
schriebenen Entlastung  des  Trägers  einzugehen;  vielmehr  genügt  es,  vorauszusetzen, 
daß  es  möglich  sei,  durch  Beseitigung  von  Lasten  rechts  von  m  -f  1  die  Spaunkraft 
in  der  (m  +  !)****  Diagonale  aufzaheben. 

Wir  wollen  noch  ein  zweites  und  drittes  Verfahren  ziu*  Ennittelung 
von  .^  V^  mitteilen  und  betrachten  hierbei  eine  auf  der  rechten  Hälfte 
des  Trägers  befindliche  Vertikale  7nm.  Es  entsteht  dann  .»«F^,  wenn 
der  Balken  so  belastet  ist,  daß  im  m^^^  Felde  keine  Diagonale  ge- 
spannt wird. 

Zweites  Verfahren,  Wir  setzen  zunächst  eine  gleichmäßige  Yerkehrs- 
last  (p)  voraus  und  nehmen  an,  daß  die  Sti-ecke  x^  mitpx'«  belastet  ist. 


4^'- 


^'''' 

b 

t 

r,y 

:^<j-"lj^lt 


Fig.  278. 


.P^n. 


während  in  m  die  Einzellast  —~  angreift  Fig.  278.     Im  m^^  Felde 
sei  vorläufig   eine   rechtssteigende  Diagonale   angenommen;  sie  wird 
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infolge  der  vorausgesetzten  Belastung  einen  Druck  I)^^  erleiden,  wel- 
cher nach  Ermittelung  von  A^  mit  Hilfe  des  Culmannschen  Verfahrens 
bestimmt  werden  kann.  Vergl.  Fig.  278  a.  Bringt  man  vom  Drucke 
D^P  =  C7i  den  durch  die  ständige  Belastung  verui-sachten  Zug  D^^  =  cd 
in  Abzug,  so  bleibt,  da  ja  im  ?«**"  Felde  eine  Gegendiagonale  not- 
wendig sein  soll,  ein  Druck  D^  =  dn  übrig,  und  dieser  Druck  möge 
nun  durch  eine  links  von  m  —  1  aufgebrachte  Verkehrsbelastung  auf- 
gehoben werden.  Der  durch  diese  hinzugefügte  Belastung  erzeugte 
rechte  Stützen  widerstand  sei  Ai^,  und  der  in  der  Diagonale  hervor- 
gebrachte Zug  sei  A2>«;  er  läßt  sich  mit  Hilfe  des  Culmannschen 
Verfahrens  bestimmen  (Fig.  278  b)  und  muß  gleich  dem  vorhin  er- 
haltenen Drucke  D^  sein.  Aus  dieser  Bedingung  ergibt  sich  nun  die 
in  der  Fig.  278c  dargestellte  Bestimmungsweise  von  ^„^V^. 

Man  mache  ah  =  A^j  ziehe  bc  \\  L  und  ac  \\  f/^,  trage  in  c  die 
zur  Diagonale  D^  parallele  Strecke:  cd=D„^  an  und  ziehe  de\\L' 
und  be  ||  0^.  Dann  ist  eh  gleich  der  von  der  Verkehrslast  herrührenden 
Spannkraft  0^,  entsprechend  einem  Belastungszustande,  für  welchen  die 
Diagonalen  des  m^^  Feldes  spannungslos  sind.  Um  dies  einzusehen, 
lege  man  die  Figuren  278a  und  278b  so  aneinander,  daß  sich  die 
Strecken  A7>«  und  D^  decken.  Verlängert  man  schließlich  be  um 
€f=0^g  (=  Spannkraft  infolge  der  ständigen  Belastung)  und  zieht 
/*/ II  0^+1,  so  schneidet  man  auf  ba  die  Strecke 

bi  =  ^V„ 

ab.    Das  Dreieck  bif  ist  das  Kräftepolygon  für  den  oberen  Knoten  m. 

Unser  zweites  Ver- 
fahren ist  hauptsächlich 
dann  zweckmäßig,  wenn 
die  von  der  Verkehrslast 
herrührenden  Spannkräfte 
in  sämtlichen  FüUungs- 
stäben  nach  Culmann  und 
die  durch  die  ständige  Be- 
lastung erzeugten  Spann- 
kräfte nach  Oretyionn  er- 
mittelt werden,  weü  man 
dann  A^^D^^^  0^^  ohnehm 
bestimmen  muß. 

Besteht  die  Verkehrs- 
last aus  einem  von  B  aus 
vorrückenden  Zuge  von  Einzellasten,  so  empfiehlt  es  sich,  die  zweite 
Last   bei  m  liegend   anzunehmen.     An  die  SteUc  A^  tritt  jetzt  die 


Fig.  279. 
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unter  P^  gemessene  Ordinate  des  .4 -Polygons.  Nach  Aufzeichnung 
des  Dreiecks  abc  (wobei  wie  vorhin  ab  =  Ä^  ac\\  U^  und  6c||L) 

wird  aa  =  P'  =  P^  ^  *    gemacht  und  durch  a    zu   U^  eine  Parallele 

gezogen,  welche  eine  durch  c  zur  Diagonale  D^  gelegte  Parallele  in  c 
schneidet;  worauf  vc'  um  c'd=D„,  verlängert  und  im  übrigen  wie 
vorhin  verfahren  wird.  Die  Strecke  cc  stellt  den  Einfluß  der  in 
(m  —  1)  wirksamen  Last  P'  auf  die  Spannki-aft  D^  dar.*) 

Drittes  Verfahren.  Es  wird  angenommen,  daß  der  Balken  außer 
der  ständigen  Belastung  noch  einen  von  B  aus  vorgeschobenen  Zug 
von  Einzellasten  trägt,  dessen  zweite  Last  bei  m  liegt  Für  diesen 
Belastungsfall  werden  die  Werte  M^  \  \^  und  JC^i  |  X«,  ermittelt  und 
auf  den  Verlängerungen  der  Veitikalen  m  und  m  —  1  als  Ordinaten 
{DE  und  FH  in  Fig.  280)  aufgeti-agen.  Hierauf  werden  links  von 
m  —  1  so  lange  Lasten  aufgebracht,  bis  die  anfänglich  gezogene  links- 
steigende Diagonale  des  w****  Feldes  spannungslos  ^vird.  Es  ändert 
sich  hierbei  der  Stützen  widerstand  B  um  -f-  ^^  ^^^  di©  Verhältnisse 
M  I  X  wachsen  beziehungsweise  um 


AJC        AP 


EE'  =        '^  = 


und    ////'  = 


A3/„ 


AP 


=  -. —  -P, 


♦)  Man  hat  sich  hierbei  (nach  No.  153)  die  Einflüsse  der  links  vom  Knoten 
m  —  1  in  Fig.  279  wirkenden  äußeren  Kräfte  A  und  P'  gesondert  dargestellt  in 
denken.    Die  Spannkraft  0«  wird  dann  durch  P'  nicht  verändert. 
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wonsLch  EE' :HH'=x\:x'„.i.  Hieraus  folgt,  daß  sich  die  Geraden 
H^E*  und  HE  in  einem  Punkte  der  Richtungslinie  von  B  schneiden 
müssen,  während  sich  aus  der  Bedingung,  daß  die  Spannkraft  D^  =  0 
sein  soll,  schließen  läßt,  daß  der  Schnittpunkt  der  Geraden  ETE'  und 
FD  auf  der  Senkrechten  durch  den  Schnittpunkt  der  Gurtstäbe  0« 
und  U^  liegt.  Überhaupt  lassen  sich  jetzt  Schritt  für  Schritt  dieselben 
Schlüsse  ziehen  wie  bei  der  Entwicklung  des  ersten  Verfahrens,  und 
es  ergibt  sich  dann  die  folgende  Darstellung  von  ^„F«. 

Der  Stab  U^  der  unteren  Gurtung  wird  mit  der  Senkrechten 
durch  -B  in  J  zum  Schnitt  gebracht  und  durch  J  zu  0^  eine  Parallele 
gezogen,  welche  die  m^  Vertikale  in  K  trifft  Vergl.  Fig.  280.  Nmi 
wird  die  Gerade  KN  gezogen,  LB  gleich  der  Strecke  b  gemacht, 
welche  die  Geraden  FD  und  HE  auf  der  Riehtungslinie  von  B  ab- 
schneiden und  BT  II  ZiV  gezogen.  Schließlich  wird  noch  TW\\  0„+, 
gemacht  und  „^F^  =  ZW^  erhalten. 

Unser  drittes  Verfahren  ist  hauptsächlich  daim  von  Vorteil,  wenn 
die  Spamikräfte  „^D  und  ^^F  auf  die  von  2^mmermann  angegebene 
Weise  (§  31)  bestimmt  werden  und  die  Verkehrslast  aus  einem  Zuge 
von  EinzeDasten  besteht,  während  das  erste  Verfahren  namentlich  bei 
gleichförmiger  Belastung  zu  empfehlen  ist 

Bei  der  Anwendung  des  zweiten  und  dritten  Verfahrens  braucht 
über  Größe  und  Stellung  der  links  von  m  —  1  wirkenden  Verkehrlast 
nichts  bekannt  zu  sein.  Es  genügt,  anzunehmen:  der  Träger  ist  links 
von  m  —  1  so  belastet,  daß  die  in  der  Gegendiagonale  des  w*^  Feldes 
durch  die  ständige  Last  und  durch  den  von  B  aus  bis  ins  m^  Feld 
vorgeschobenen  Lastenzug  erzeugte  Spannkraft  wieder  aufgehoben  wird. 
Nun  kann  es  aber  vorkommen,  daß  zur  Aufbiingung  jener  Belastimg 
der  Raum  fehlt,  und  daß  selbst  bei  voller  Belastung  des  TrägerteUes 
links  von  m  —  1  üi  jener  Gegendiagonale  ein  kleiner  Zug  übrig  bleibt 
Trotzdem  ist  es  zulässig,  jene  Verfahren  anzuwenden,  weil  sie  einen 
etwas  zu  großen  Wert  ««F«  liefern,  der  indes  von  dem  genaueren 
Werte  nur  wenig  abweicht  Man  kann  übrigens  den  entstandenen 
Fehler  leicht  verkleinern,  zuweilen  sogar  aufheben,  wenn  man  sich  an 
die  Regel  hält,  daß  bei  der  Ermittelung  der  ,^F^  in  die  Kräfte- 
polygone für  die  oberen  Knotenpunkte  m  (Fig.  276  a)  nicht  Kräfte  O 
eingeführt  werden  dürfen,  welche  die  vorher  aus  den  Momenten  ,,^M 
gefolgerten  größten  Spannkräfte  0  übersteigen. 

Greift  die  Belastung  in  den  Knotenpunkten  des  Obergurtes  an^  so 
ist  die  Bestimmimg  der  Spannkräfte  ^^V  sehr  lunständlich;  es  genügt 
aber,  die  Ki-äfte  ^<^F  zu  ermitteln  und  bei  Berechnimg  der  zulässigen 
Inanspruchnahme  die  zweite  Grenzspannki-aft  =  Null  zu  setzen.  Da 
die  »axF  hier    kleine   Drücke   sind,    so  erhält  man  die  Querschnitte 
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etwas  zu  groß.  Eine  Ausnahme  bilden  die  Sichelträger.  Diese  werden 
aber  in  der  Regel  als  Parabelträger  konstruiert,  imd  dann  entstehen 
die  „^V  bei  gänzlicher  Belastung;  sie  ergeben  sich,  da  sämtliche 
Diagonalen  spannungslos  sind,  aus  den  Ej*äften  ««,f7!  Es  werden  die 
Kräftepolygone  für  die  Knotenpunkte  der  unteren  Gurtung  gezeichnet 
Vergl.  No.  169. 

162.  Spannkräfte  In  den  ftnrtimgen.  Besteht  die  Verkehrslast 
aus  einem  Zuge  von  Einzellasten,  so  werden  die  Momente  ,^M  im 
allgemeinen  bei  verschiedenen  Laststellungen  entstehen.    Ist  dann 

so  ist  auch 


Jf^^  M. 


m-1 


wo  3/^_i  dasjenige  für  den  (m  —  !)*•«"  Knotenpunkt  gebildete  Moment 
ist,  welches  bei  der  das  Moment  »,„JC  erzeugenden  Laststellung  ent- 
steht Es  ist  also  bei  dieser  Laststellung  im  m^^  Felde  die  links- 
steigende Diagonale  gespannt  und 

M 

m  = j^ — sec  ß«. 

Dagegen  kann  es  vorkonamen,  daß  im  vorliegenden  Falle 


ist,  wo  JC  das  gleichzeitig  mit  ,»«3C-i  entstehende  Moment  bedeutet 
Da  nun  in  diesem  Falle  die  rechtssteigende  Diagonale  gespannt  wird, 
so  darf  streng  genommen  nicht 

(I)     U.=  =?^secY- 
gesetzt  werden,  vielmehr  ist 

C/.<*~^-secT«. 

Der  Fehler,  der  duich  Anwendung  von  Formel  I  entsteht,  ist  in- 
des gering.  Er  darf  um  so  mehr  zugelassen  werden,  als  sich  ÜL,  etwas 
zu  groß  ergibt,  und  der  Wert  einer  allzupeinlichen  Rechnung  —  wie 
nicht  oft  genug  betont  werden  kann  —  höchst  zweifelhaft  ist 

Deshalb  setzen  wir 


0«cosß„  =  — ^    " 


sobald    =^>-^-^' 
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und  ganz  entsprechend 


O,  cosß„  = 


,JC-. 


r„cosY„=  + 


sobald  -r^'-^—l  >  ^^ 


Im  ersten  Falle  ist  bei  der  zeichnerischen  Ermittelung  von 
0«  und  U^  im  m*^  Felde  eine  linkssteigende  Diagonale  anzunehmen 
(Fig.  263),  im  zweiten  Falle  eine  rechtssteigende  (Spiegelbild  der 
Fig.  263,  in  welcher  dann  aber  m  —  1  und  ?n  miteinander  zu  ver- 
tauschen sind). 

163.  Der  Sohwedlerträger.  Wird  die  Gurtung  eines  Fachwerk- 
balkens so  geformt,  daß  die  Spannkraft  ^^D  jeder  Diagonale  gleich 
Null  ist,  so  genügt  in  jedem  Felde  des  Balkens  eine  schlaffe  Haupt- 
diagonale. Gegendiagonalen  sind  überflüssig.  Ein  solcher  Träger 
heißt,  nach  seinem  Erfinder,  ein  Seh  wedler- Träger, 

Bezeichnet  man  mit  M^  und  JC_,  die  auf  m  und  m  —  1  be- 
zogenen Angriffsmomente  für  diejenige  Laststellung,  welche  ^nD^ 
erzeugt  so  muß  sein 


(I) 


3L 
h^ 


M^_, 


*m-l 


0,  also 


*.- 


Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  kann  man,  sobald  h^  gegeben  ist,  die 
Länge  A^_|  berechnen.  Die  Gestalt  der  einen  Gurtung  darf  beliebig 
angenommen  werden,  diejenige  der  anderen  ergibt  sich  dann  durch 
wiederholte  Anwendung  der  Gleichung  (I). 

Um  h^_i  durch  Zeichnung  zu  ermitteln,  nehme  man  eine  Gegen- 
diagonale an  (Kg.  281)  und  bestimme  ä^_,  so,  daß  die  Spannkraft 


Kg.  281. 

in  dieser  Gegendiagonale  =  0  wird.   Dazu  trage  man  auf  der  w****  und 
(m  —  1)*«"  Vertikale  von  den  unteren  Knoten  m  und  7n  —  1  aus  die 
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)/  3/ 

Strecken  ma  =  ^,  ""-  und  {m  —  l)b  =  ^^^  auf*),  lege  durch  a  zu 

U^  eine  Parallele,  welche  die  Gegendiagonale  in  c  schneidet,  verbinde 
€  mit  b  durch  eine  Gerade  und  ziehe  0„.  |  cb.  Die  Eichtigkeit  dieses 
Verfahrens  folgt  aus  dem  Spiegelbilde  der  Figur  258  auf  Seite  270; 
denn  fallen  in  dieser  Figur  die  Punkte  d  und  c  zusammen,  so  ist 
die  Spannkraft  D^  =  cd  =  0. 

Für  die  in  der  Nähe  der  Trägermitte  liegenden  Felder  ergibt 
sich  in  der  RegelJC_i  >  Jf^  also  Ä«_i>A,»,  und  es  entsteht  dann 
bei  symmetrischer  Anordnung  des  Trägers  die  in  der  Figur  281  dar- 
gestellte unschöne  Form.  Um  diese  zu  vermeiden,  führt  man  den 
mittleren  Trägerteil  mit  parallelen  Gurtungen  aus,  muß  aber  dann 
die  Felder  desselben  mit  Gegendiagonalen  ausrüsten.  Vergl.  Fig.  282 
und  Fig.  283. 

Bei  Ennittelung  der  Höhen  h^  ist  insofern  Vorsicht  geboten, 
als  die  unter  allen  Umständen  ungünstigste  Belastung  vorausgesetzt 
werden  muß.  Hat  man  z.  B.  für  eine  Eisenbahnbrücke  die  Verhält- 
nisse —j-^  so  gewählt,  daß  für  die  gefährlichsten  Stellungen  eines 

bestimmten  Lastenzages  die  Spannkräfte  «,«D«  =  0  werden,  so  wird, 
falls  die  Brücke  einmal  von  einem  schwereren  Zuge  befahren  werden 
sollte,  eine  negative  Spannkraft  „i^D^  entstehen,  welche  von  einer 
nur  gegen  Zug  widerstandsfähigen  Diagonale  nicht  aufgenommen 
werden  kann.  Die  Starrheit  des  Trägers  wird  dann  nur  durch 
die  an  den  Knotengelenken  auftretenden  Reibungswiderstände,  oder 
durch  die  an  Stelle  jener  Gelenke  angeordneten  Nietverbindungen 
gesichert,  und  es  erfahren  namentlich  die  Gurtungen  größere  Bean- 
spruchungen auf  Biegung.  Um  diesen  vorzubeugen,  nehme  man  eine 
möglichst  große  Verkehrsbelastung  an,  schätze  dagegen  die  günstig 
wirkende  ständige  Belastung  nicht  zu  hoch  ab. 

164.  Rechnerische  Bestimmung  der  Form  eines  Schwedlerirtigan. 
«.  Die  Verkehrslast  besteht  aus  Einzellasten.  Wir  lösen  die  folgende  Aufgabe: 
Eine  Eisenbahn  soll  durch  Schwedlerträger  von  40"*  Länge,  4**  Feldweite  und 
6"»  Höhe  überführt  werden.  Gesucht  ist  die  Gestalt  des  Trägers.  Die  ständige 
Belastung  schätzen  wir  nach  der  auf  Seite  137  mitgeteilten  Erfahrungsformei  zu 

g  =  27,5  ^  +  750  =  27,5  •  40  +  750  =  1850*  —  1,85'  f.  d.  Meter  Gleis, 
wofür  wir  aber  aus  den  oben  angeführten  Gründen  den  kleineren  Wert  ^=1,7'  in 
Rechnung  stellen  wollen.    Die  Belastung   der   ersten  Lokomotivachse  erhöhen  wir 
auf  15'  und  beschränken  uns  auf  den  Einfluß  von  Grundstellungen.**) 

*)  Die  zeichnerische  Ermittelung  der  Werte  — r-  ist  in  No.  156  beschrieben 
worden. 

**)  Das  Beispiel  ist  aus  den  früheren  Auflagen  übernommen.  Über  die  z.  Z. 
geltenden  Belastungsannahmen  vergl.  man  No.  66. 
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Das  AngrifiEsmoment  infolge  der  ständigen  Belastung  betrSgt  fär  den  Knoten  m 
(wogen  Xm^=mX  und  ;=10X) 


Mm$  • 


gxm(l'-Xm)_    jyX«m(10  — m)   _  1,7    4,0»m (10  —  m) 
2  ""  2  ■"  2 

=  18,6m  (10  — m), 


,FTT 


nn  1.1.: 


Fig.  282. 


und  hiemach  ergibt  sich  der  Beihe  nach  für  m  =  1,  2,  8,  4,  5 

Mn  =  13,6  •  1  (10  —  1)  =  122,4*"  M,^  =  18,6  •  4  (10  —  4)  =  826,4*- 

M^  =  18,6  . 2  (10  —  2)  =  217,6*"        ,        M,^  =  18,6  •  5  (10  -  5)  ^  340,0*". 
Mn  =  18,6  •  3  (10  —  8)  =  285,6*"       ' 

Behufe  Berechnung  von  -r^  wird  der  Zug  von  ^  bis  1  voigesohoben,  er  ruft 
am  rechten  Auflager  den  Widerstand  hervor 

_  __     15-4,0  +  18(2,6  +  1,2)    __  109,4  _  10,94 

^*-"  i  ""   lox  -~"r~' 

und  es  ergeben  sich  mit  Berücksichtigung  der  ständigen  Belastung  die  Angrifb- 

momente 

Mi=:Bi9X  +  M,i  =  9'  10,94  +  122,4  =  220,fi|6*", 
ifj  =  Bi  8X  +  Jf^  =  8  •  10,94  +  217,6  =  805,12'-, 

weshalb 

A.  =  ^=220^  =  0,724. 
h,        3f,       805,12         ' 

Jetzt  wild  der  Zug  bis  ztun  Knoten  2  voiigeaohoben;  er  erzeugt 

_  28,42 

lfm  — ; , 


HfllUr-Breilan,  Onphlsohe  StaUk.    I. 


19 
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und  es  folgt  daher 


if,  =  8  •  28,42  +  217,6  =  444,96 
3f,  =  7  .  28,42  4-  285,6  =  484,54 


hi  _Mt^_  444^  _ 
Ä,  ""  Af,  ""  484,54' ~ 

Reicht  der  Zug  bis  zum  Knoten  8,  so  entsteht 

_  _  58,78 
^s  —  — -^ 


0,92. 


if,  =  7.  58,73 +  285,6  =  661,71    \    ^^v-^^l 
lf4  =  6 -58,78  +  826,4  =  648,78    f    ^^^*^^    ^4  "^ 

Wir  wählen   daher:   ä,  =  A4  =  Äg  ==  5,0*  und  erhalten:   ä,  =  0,92  •  5,0  =  4,60"; 
Äi=: 0,724- 4,60  =  8,83". 


Flu 


ÜKlIlii 


|!f|ii!l!iliil!lj|lillill!ll!il!!!!il 


Fig.  288. 


h.  Gleichfönnige  Belastung,  Um  mimDm  zu  erzeugen,  wird  der  in  dei  Fig.  28^ 
dargestellte,  besonders  ungünstige  Belastungszustand  vorausgesetzt.  Veiigl  No.  14^ 
Seite  248.  Der  von  der  Belastung  p  herrührende  Widerstand  des  rechten  Auf- 
lagers ist 

und  es  entstehen  deshalb  die  Angriffsmomente 

Mm-i=  äX  m-i-f-Mlm-i),  — ^ 1 ^ 


^m  =  Bx  m  +  Mmg  ' 


pXm  —  l  XmX  m      ,        gXmX  , 
21  '  T" 


Mithin  ergibt  sich 

h^-l     _       Xm- 1  X'm-l(g  l-j-pXm) 
hm        ~~  XmX'm(gl+pXm-\) 
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Sind  die  Feldweiten  gleich,  groß,  so  darf  in  die  vorstehende  Gleichung 
der  Wert  X  =  1  eingeführt  werden.  liegt  also  beispielsweise  ein  Träger  von 
33 ■•  Stützweite  vor  mit  11  Feldern  von  S«"  Länge,  so  darf  gesetzt  werden: 
a-,  =  3  •  1  und  a?'s  =  (11  —  3)  •  1  =  8.  Man  erhält  dann ,  wenn  g  =  0,8*  und 
^=0,7'*)  ist 


Äl    ^ 

1- 

10(0,8. 11 +  0,7 -2) 

47 

2. 
2- 

9(0,3.11  +  0,7.1) 
9(0,3.11  +  0,7.3) 

72 

81 

3- 
3- 

8(0,8-11+0,7.2) 
8(0,8.11+0,7.4) 

~  94 
61 

4- 

4- 

~  5- 

7  (0,3  •  11  +  0,7  . 3) 
7  (0,8    11 +  0,7.  5) 

63 
>1. 

hs 

6(0,3-11  +  0,7.4) 

Wird  die  Höhe  des  Trägers  in  der  Mitte  =4'"  gewählt,  so  ergibt  sich 

61 
A4  =  Ä5  =  4"*;  Ä,  =  -— -  •  4  =  3,88"  (nach  oben  abgerundet) ; 
00 

Ä,  =  1^ .  8,88  =  8,85";  Ä,  =  ^  •  8,85  =  2,19". 


§  35. 

Qleichmäfiig  belastete  Parabelträger  mit  Qegendiagonalen. 


165.  Spannkräfte  in  den  Gnrtnngen.  Wird  die  Gestalt  der  einen  Gur- 
tung bei  beliebig  angenommener  Form  der  anderen  Gurtung  mittels  der  Parabel- 
gleichnng 

(1)    H^^^^ 

bestimmt  — -  vergl.  Seite  275  und  Fig.  268  — ,   so  ergibt  sich  bei  gänzlicher  Be- 
lastung des  Trägers  mit  q 

Ä«  "~       2Ä«       ~  8/^* 

Die  Diagonalen  sind  spannungslos,  und  für  die  Spannkräfte  0  und  ü  erhält 
man  die  Formeln 


(2) 


■  0«,  cos  ß«  ==  ^  und  Um  cos  y«  =  x_^. 
0/  0/ 


♦)  Diese  Belastungen  entsprechen  einer  Fußgängerbrücke  mit  2  Haupt- 
trägem,  deren  Bahn  aus  Bohlenbelag  auf  hölzernen  Längsträgem  und  eisemen 
Querträgem    besteht.     Breite    der  Brücke  8,5".     Verkehrsbelastung    (Menschen- 

gedränge)  =  400*  f.  d.  gm,  so  daß  auf  jeden  der  beiden  Träger  p  =  -^„"^  =  ^»^ 

OK     ft  1  7 

entfällt   Das  Eigengewicht  ist  =  170*  f.  d,  qm  Brückenbahn,  also  =  — '       ^ —  =  0,3  * 
f .  d.  m  der  Trägerlänge  geschätzt  worden. 


19* 
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Macht  man  also  in  Fig.  284   die  Wagerechte   CE  =  -^^  und  zieht  duich 
C  zu  den  Stäben  Oj,  0%^  Og,  .  . .  .  Parallelen,  welche  das  in  E  auf  CE  errichtste 

0^ 


Fig.  284. 

Lot  in  den  Punkten  1,  2,  8,  ...  .  schneiden,  so  steilen  die  Strecken  Cl,  Cl 
CS,  ....  die  Spannkräfte  Oi,  0,,  Og,  .  .  .  .  dar.  Ganz  ebenso  werden  die  Spann- 
kräfte U  ermittelt. 

166.    Spannkräfte   in   den   Diagonalen.     Der  Einfluß  der  ständigen  Be- 
lastung iBt  =  0.     Die  Spannkraft  mmxDm  entsteht,  wenn  die  Strecke  x'm  mit  j^tr« 

und  der  Knoten  m  [mit  -^^^  belastet  wird  (Fig.  285).     Vergl.  Seite  249.     Am 

linken  Auflager  wird  der  Widerstand 


Am- 


PX  mX  m^\ 


21 

hervorgerufen,  und  es  entsteht  (wegen  x'm-\  —  ar'»,  =  X») 

Mm  Mm^l  AmXmJ^  AmXm-xl'^ 


Dm  COS  q>M  = 


Ämt'lm 


hm 


AfXmX'm  ^fXm^\x'm-\  ^fx'mXm- 

8r  ' 


Fig.  285. 
Macht  man  also  in  Fig.  285  die  Wagereohte  BL 


_  plK 


und   zieht  durch 
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B  IQ  den  Diagonalen  Dt,  D^i  A  •  •  -  •  Parallelen,  welche  das  in  X  auf  BL  er- 
riditete  Lot  in  den  Punkten  2,  8,  4,  ...  .  schneiden,  so  stallen  die  Strecken  £8, 
i^S,  R4^ ...  die  Spannkräfte  mamDit  •hi^Ds,  ««»D«,  . . .  vor. 

Bezeichnet  man  die  Länge  der  Diagonale  des  m^^  Feldes  mit  d«,,  so  darf 
man  auch  (wegen  X«,  =  dm  cos  9«.)  schreiben 

(8)    D«  =  -|^d«. 


Wählt  man   den   Eräftemaßstab 


J±^ 


8 


=^f  (also  beispielsweise  für  ;  =  40'' 


f=6-  nnd  p  =  2,2'  den  Maßstab  11,0«  =  6").  so  erhält  man 

Dm  =  dm. 

167.  Spannkräfte  mtmVmp  infolge  der  beweglichen  Beüurtnng.  a.  Be- 
liebige Form  der  einen  Ourtung.  Greift  die  Belastung  an  der  unteren  Gnrtong 
an,  80  entsteht  mimVm  gleichzeitig  mit  mmxDm+i-  Bringt  man  27«,  +  !  mit  ^  in  C 
znm  Schnitt,  und  zieht  durch  C  Parallelen  zu  Om  und  Om+i^  welche  die  fragliche 
Vertikale  in  E  und  die  darauf  folgende  Diagonale  in  F  schneiden,   so  ist  nach 


No.  1^2  und  mit  Bezugnahme  auf  Fig.  241 

mtin  'mp  L  E 


pl  ^         LE 

woraus  „0^,7«,  =  -- -^^<fm  +  i  

LF  %f  LF 


Zieht  man  durch  den  unteren  Knoten  m-f-  1  zu  FE  eine  Parallele,  welche 
die  fmglichen  Vertikale  in  S  schneidet  und  setzt  LS:=Cmi  so  findet  man 

(4)      min  Vmp  = Z^  Cm  , 


und  es  stallt  demnach  die  im  Kräftemafistabe  -^-  =  f 

o 

Spannkraft  «4,F«,,  vor. 


gemessene  Strecke  Cm  die 
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Greift  die  Belastung  an  der  oberen  Gurtung  an,  so  entsteht  mi»Vm  ^eich- 
zeitig  mit  ma»Dm.  Man  bringt  0-  mit  ^  in  C  zum  Schnitt,  Fig.  287,  zieht 
CE  II  U^,  CF  II  Crm+ 1  und  (m  —  1)  5 1|  EF.    Mit  LS—c^  findet  man 


min  r  m Q  ^   *^  **•  * 


b.  Die  Knotenpunkte  heider  Gurtungen  liegen  auf  Parabeln,  deren  Gleichungen 
mit  den  Bezeichnungenjin  Fig.  288  lauten 


(5)    K, 


__  AfoXmX'm 


htim 


^fm^mX'm 


M:r 


if-— 

u 


— )[■ 


il  - 


-jI 

m 


-   ^ 


H- 


:::-i^ 


Fig,  288. 


Es  ist  dann  h^  =  h^^  +  h„^  = 


^fXmX'm 


Die  Spannkraft  mAtFmj»  wird  hervorgerufen,  wenn  nur  Lasten  rechts  von 
dem  durch  Om^  ^m,  Um-\.\  geführten  Schnitte  wirken;  sie  eigibt  sich  ans  der 
auf  den  Schnittpunkt  von  Om  und  Um-k-\  bezogenen  Ritterschen  Momentengleichung 
(veigL.  Fig. 


—  F-,««  —  ^(««.  —  a?-)  =  0,  woraus  V^,  =  —  A    ^^^"*  ^  —  Ä  — 

Für  die  Strecke  «,  welche  die  Verlängerungen  von  Om  und  17« +  i  auf  der  linken 
Auflagersenkrechten  abschneiden,  ergibt  sich  leicht  der  Ausdruck 

,  ,  Äow  —  ^o(m  — l)  I     ,  ^(m  +  l)  —  hum    ^ 

«==»•  +  8u=^hom T a?« -f- Ä«  (»  +  I) q ««t+l 

Am  Am  +  1 

und  nach  Einführung  der  oben  für  K  und  hu  angegebenen  Werte 

«■= — ^  (/oa:«-i  +/'«a:»  +  i), 
weshalb 

8      foXm  —  l  -f-  fuXm+\ 

Je  nachdem  nun  die  Belastung  an  der  unteren  oder  oberen  Gurtuog  angreift, 
wirkt  am  linken  Auflager  (nach  No.  148  Seite  249)  der  Widerstand: 

.  px'mX'm  +  \  ,«  .      px'mX  m-l 

Äm+i  =  — 2| oder  Äm  =  - 


2/ 


und  man  findet  deshalb 
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<6) 


bei  unten  wirkender  Belastung  nunVpm=^—     J^^^  (foXm-\  +/'«a?-.  +  i) 


„    oben 


.j,  px  m^\  /.  ,    -  V 


f- ^^^^- 


J-'-^^-fllllllllillllliillilillliWlIIIIIIIII 

)      f----^,, 


Fig.  289. 


wofür  man  nach  einer  leichten  Umformung  auch  schreiben  darf 

mimVpm=^ -^  1   *•(«  +  1)  +  Äo(m- I)  — 7 I 

öfL  Xm  +  l-J 


(7) 


Aus  diesen  Formeln  eigeben  sich  die  folgenden  Gesetze.  Greift  die  Belastung 
an  der  unteren  Gurtung  an,  so  lege  man  duroh  B  und  den  oberen  Knoten  m  —  1 
eine  Gerade  und  bestimme  die  Strecke  Cmi  welche  dieselbe  auf  der  (m  -\-  l)ten  Yer- 

ükale  abschneidet.    Man  erhält  dann  mimVmp=^ — q>^' 

Bei  oben  angreifender  Belastung  ist  „i,r«,p  =  —  ^c'«.,  wobei  Cm  die  Strecke 

ist,  welche  eine  von  B  aus  durch  den  unteren  Knoten  in-\-\  gelegte  Gerade  auf 
der  (m  —  l)t«n  Vertikale  abschneidet. 


Es  soll  noch  iMVter  der  Voraussetzung  gleich  großer  Feldweiten  eine 
Bestimmungsweise  der  mtnVmp  mitgeteilt  werden,  welche  zu  außerordenÜich 
übersichtlichen  Eräfteplänen  führt.  Dabei  mögen  die  folgenden  "FfÜle  behandelt 
werden. 

1.    Der  Bogensehnenträger.    Fig.  290. 

Die  Belastung  greife  an  der  unteren  Gurtung  an.  Wegen  /'«  =  0  geht  die 
erste  der  Gleichungen  (6)  nach  Einsetzen  der  Werte 

x'm  +  \  =  X'm  —  X;     Xm+\=Xm~\-'^'t     Xm  =  l  —  Xm 

Über  in 

p[x^(l^Xm)  —  'k{l'-\)] 
21 


(8)      mtnVpm- 
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Nimmt   man   jetzt   in   jedem   Knoten    eine   Last  pX   an   (welche   AnnahiB«» 
einer   gLeiohmä£igen   Belastung   des   ganzen    Tifigeis    mit  ^  1   d.   Lftngeneiiiheit 


Kg.  290. 


entspricht)  nnd   zeichnet  zu  dieser  Belastung  mit  der  Folweite  l  ein  Seilpolygon 
A'CB\   so    ist    dessen   Ordinate   bei  m:  =  ^^^7*^  ,   nämlich   gkioh  dem 
durch  die   Polweite  l  geteilten,   durch   gänzliche  Belastung  des  Trägers   herror- 
gerufenen  Angiiffemomente   ^^"'  «""        '    ^®  Ordinate  bei  1  ist:  =  ^    Lf^ 
imd  es  folgt  daher  aus  Gleichung  (8) 


•  ypm  —  "~"  -T m , 


wo  Ym  den  Unterschied  der  den  Knoten  m  und  1  entsprechenden  Ordinalen  des 
Seilpolygons  A'CB'  ist.  Wir  wollen  dieses  Seilpolygon  in  der  Folge  kors  das 
Polygon  6  nennen. 


Man  lEann  auch  Gleich.  (8)  mit  RüciBicht  auf  h^=— — ^ umformen 


in 


«  Vpm  — -g^  (Am  ■ 


■K) 


und  erhält  dann,  wenn  der  KiäftemaBstab ' 


■-  f  gewählt  wird. 


.F,«  =  -{Ä Ä,). 
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2.  Der  Fischbauchträger.    Fig.  291. 

Die  Belastung  greife   oben  an.     Dann   gilt  die   zweite  der  Gleichungen  (6). 
Dieselbe  lallt  sich  umformen  in 


(9) 


Kg.  291. 


und   hieraus  folgt:  Zieht  man  nach  Aufzeichnung  des  Seilpol^ons  S  im  Abstände 


A'A''  = 


J>X(7  +  X) 
21 


zur  Schlußlinie  A'B'  eine  Parallele  -4"J?",  so  ist  Ym  die  auf 


die  Gerade  A^'B"  bezogene  Ordinate  des  Seilpolygons. 

8.  Der  Fischträger.    Fig.  292. 
Es  ist  fo  =  fn=if.    Die  Gleichungen  (6)  gehen  dann  über  in 


"Ar-^ 


iaj 


Fig.  292. 


(10) 


TT...  «^ 


2/  2^     J""  - 


pxm^  —  x^    ,     yXa;^"!  _  _ 


2/ 


22 


]= 


r«. 
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Die  erste  Gleiohong  gilt  bei  unten  angreifender,  die  zweite  bei  oben  an- 
greifender Belastung.  Im  ersten  Falle  ist  Ym  gleich  dem  Unterschiede  der  Ordi- 
nate des  Polygons  S  und  der  Ordinate  einer  Geraden  ÄB'\  welche  bei  a?  =  I  die 


Ordinate  B'B" 


hat  (Fig.  292  a)   und   im   zweiten  Falle   ist  Ym  gleich  der 


fiumme  der  Ordinaten  dieses  Seilpolygons  und  dieser  Geraden.  Im  ersten  Falle 
«igeben  sich  links  von  der  Mitte  die  größeren  Spannkräfte  V,mi  im  zweiten  Falle 
rechts  von  der  Mitte.    Es  genügt,  die  größeren  Werte  mimVpm  zu  messen.^ 


4.  Der  Sichelträger.    Fig.  298. 

Die  Belastung  greife  oben  an.  Es  gilt  dann  die  zweite  der  Gleichungen  (6): 
der  Klammerausdruck  lautet  aber  jetzt:  (foXm^\—fnXm^\)  und  es  ergibt  sich 
<mitf.=:/^+f«) 


(11) 


..=-[ 


pXm-\X  m-\ 
2/ 


l 


•.-,]=—. 


Hiemach  ist    Ym  gleich   dem   Unterschiede  der  bei  m  gemessenen  Ordinate   des 
Polygons  S,  das  aber  jetzt  um  eine  Feld  weite  nach  rechts  zu  verschieben  ist,  und 

der  Ordinate  einer  Geraden  Ä*B  ,  welche  durch  ÄA"  =p\  -y-  bestimmt  ist,  flg.  298. 

Es  brauchen  nur  die  Spannkräfte  mfnVpm  für  die  Vertikalen  rechts  von  der  Mitte 
gemessen  zu  werden. 

168.  Spannkräfte  F,  infolge  der  st&ndigen  Belastting.  Befindet  sich 
ein  Parabelträger  nur  unter  dem  Einflüsse  der  ständigen  Belastung  g^  so  sind 
sämtliche  Diagonalen  spannungslos,  und  es  lassen  sich  deshalb  nach  Ermittelung 
der  Spannkräfte  Og  oder  Vg  die  Spannkräfte  Vg  durch  Aufzeichnung  der  Kräfte- 
polygone für  die  Knoten  der  oberen  oder  unteren  Gurtung  bestimmen. 


*)  Bewegt  sich  z.  B.  im  ersten  Falle  die  Belastung  von  Ä  nach  B  (statt 
wie  oben  vorausgesetzt  von  B  nach  A)^  so  treten  rechts  die  größeren  Spann- 
kräfte, links  die  kleineren  auf.  Es  gilt  dann  das  Spiegelbild  der  Darstellung  in 
Y\%,  292  a. 
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Liegen  die  Knotenpunkte  beider  Gurtungen  auf  Parabeln,  gelten  also  die 
Gleichungen  (5)  auf  Seite  294,  so  ist  es  möglich,  für  die  Spannkräfte  F,  sehr  ein- 
fache Formeln  abzuleiten.  Da  nämlich  die  obere  Gurtung  das  Seilpolygon  für  die 
in  den  oberen  Knotenpunkten  m  angreifenden  Kräfte  V«, +  ii)'»  (^  =  ^+0 
bildet  und  die  untere  Gurtung  das  Seilpolygon  für  die  unten  angreifenden  Kräfte 

i  ffnO^  +  lm+i)—  Vm,;    da   femer   das    Verhältnis  -^^    den    festen   Wert  -^ 

besitzt  und  beiden  Seilpolygonen  dieselbe  Pol  weite  \gl^  entspricht,  so  folgt 

und  hieraus 

(12)        F«,  =  i^.(x«  +  x.+0-^-iiro(X-.  +  x«+i)A. 

Insbesondere  ergibt  sich 
für  den  Bogensehnenträger  in  Fig.  290  Vmg^=-\-\gu  (X«,  +  X,„+i) 
„      „    Fischbauch  trager      „     „     291  F,.,  =  — -J^.  (X«  +  X«+i) 
„      „    Fischträger  (^  =  ^=  i/o  in  Fig.  292  F,„,  =  +  i(^«  —  ^o)  (X«.  +  X«  +  ,) 

„      „    Sichelträger   in  Fig.  298  V^,  =  \gu(lm  +  \m^x)-'^-"  +ii)'o(^+Wi)y- • 
Für  den  Sichelträger  kann  man  auch  schreiben 

yf^9  =  \\g-Y  +9*)  (X«  +  >m  +  i),  wo  g=zg^Jr9u- 

169.  Spannkräfte  maxVm.  Während  es  bei  der  Bestimmung  der  m<»Fm 
zweckmäßig  ist,  den  Einfluß  der  beweglichen  und  ständigen  Belastung  getrennt  zu 
«nnittehi,  empfiehlt  es  sich,  bei  der  Untersuchung  der  maxVm  beide  Belastungen 
l^leichzeitig  zu  berücksichtigen. 

Greift  die  bewegliche  Belastung  an  der  unteren  Gurtung  an,  so  entsteht  «»«Fm 
stets  bei  gänzlicher  Belastung  des  Trägers,  wie  auch  die  Form  der  einen  Gurtung 
^wählt  werden  mag.  Die  Diagonalen  sind  spannungslos,  und  man  findet  deshalb 
nach  Ermittelung  der  Kräfte  0  die  Spannkraft  «»»F«,  indem  man  das  Kräftepolygon 
für  den  oberen  Knoten  m  zeichnet.  Für  den  Bogensehnenträger  ist  maxVm  gleich 
<ier  Belastung  des  unteren  Knotenpunktes  m  d.  h. 

««F-  =  i  (gu  +p)  (\m  +  X^+ 1) , 

und  für  den   in  Fig.  292   dargestellten   Fisehträger  erhält  man,   falls  beide  Gur- 
tungen in  Parabeln  einbeschrieben  sind  und  die  bewegliche  Last  unten  angreift 

nuaVm  =  i  {gm  —  g^  +  p)>^m  +  X«  +  l). 

Die  letzte  Formel  entsteht,  wenn  in  dem  für  Vm^  gefundenen  Ausdrucke  die 
Belastung  g»  ersetzt  wird  durch  gu-{-p. 

In  den  Vertikalen  des  Sichelträgers  sind  auch  im  Falle  oben  angreifender  be- 
weglicher Belastung  größere  Züge  maxVm  möglich;  sie  treten  ein  bei  gänzlicher  Be- 
lastung und  können  nach  Ermittelung  der  U  mit  Hilfe  der  Kräftepolygone  für  die 
Knoten  der  unteren  Gurtung*  gefunden  werden.  Liegen  die  Knoten  beider  Gur- 
tungen auf  Parabeln  (gelten  also  die  Gleichungen  5),  so  ergibt  sich 


'^-  =  i  (?-^+ Ä^-)  a-  =  Wi). 
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§  36. 

Kräfteplan  ffir  einen  Parallelträger  (Eisenbahnbriicke). 

Zahlenbeispiel.    Tafel  8. 

Eine  zweigleisige  Bahn  soll  mittels  Paxallelträger  von  der  in 
der  Fig.  294  angegebenen  Anordnung  überführt  werden.  Stützweite: 
/=36-,  Trägerhöhe  A  =  3,6-,  Anzahl  der  Felder  =  10  also  Feld- 
weite: \  =  3,6 ■•.  Es  sind  zwei  Hauptträger  vorhanden:  jeder  derselben 
ist  dann  für,  die  Belastung  eines  Gleises  zu  berechnen. 

Die  bewegliche  Belastung  besteht  aus  einem  von  drei  Lokomotiven 
geführten  Güterzuge,  dessen  Radstände  und  Achsenbelastungen  in  Fig.  111 
angegeben  sind.  Die  ständige  Belastung  (Eigengewicht)  darf  g  =  1,74' 
geschätzt  werden.    Vergl.  Seite  137. 

a.  Spannkräfte  in  den  ftartnngen.  In  den  Gurtstäben  des  w*«»  Fel- 
des entstehen  die  Spannkräfte 

Die  größten  Momente  infolge  der  Verkehrslast  sind  in  Fig.  128 
auf  Tafel  1  mit  Hilfe  eines  Seilpolygons  bestimmt  worden,  dessen  Pol- 
weite fl'=  115,2' =  14,4"'  beträgt*)  Wird  fl'=  14,4^  angenommen, 
so  sind  die  Ordinaten  y,  des  Seilpolygons  mit  dem  Eräftemaßstabe  zu 
messen.  Es  ist  dies  beim  Parallelträger  empfehlenswert,  und  zwar 
wird  zweckmäßig  JS  gleich  einem  Vielfachen  von  h  gewählt  Im  vor- 
liegenden Falle  ist  fi^^  4A  =  4  •  3,6  angenommen  worden,  und  es  er- 
gibt sich  daon  M^,  =  ^hy^p. 

Der  Pfeil  der  Parabel,  welcher  die  der  ständigen  Belastung  ent- 

M 
sprechenden    Werte    ymg^=-^-  liefert,  ist 

gl*  _   1,74.36«   _  105^5. 

Th — 8.4.3,6  -i^'ö^ö. 

Nach  Aufzeichnung  dieser  Parabel  (Fig.  294)  wurden  zu  den  y,^ 
die  der  Fig.  128  auf  Tafel  1  entnommenen  y^,  gefügt,  worauf  ge- 
messen wurde 

^1  =  2/1, +  ^1^  =  28,8';    2^,  =  48,7';   1^8  =  63,7';   ^4  =  72,2'; 

2/5  =  75,7'. 

3/         4At/ 
Nun  ist  aber  — T^  =  — T^=4y^,    und    es    ergibt   sich    daher   aus 

Gleichung  (1) 


♦)  Beschreibung  auf  Seite  140  u.  f. 
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Ol  =  —  4yi  =  —  113^  f/i  =  0 

0,  =  —  4y,  =  — 195';  l\  =  113* 

0,  =  —  4^3  =  —  265*;  U^  =  195* 

0^=:  —  4.y^  =  —  289':  U^  =  255' 

O,  =  -4y,  =  -303';  1^5  =  289'. 

Es  ist  hierbei  gleichgültig,  ob  die  Fahrbahn  an  der  unteren  oder 
an  der  oberen  Gortung  liegt    (Mg.  300  u.  301.) 

Werden  die  Diagonalen  abwechselnd  rechtssteigend  und   links- 
steigend angeordnet,   so   entstehen  die  in  den  Figuren  302  und  303 
dargestellten  Trägerarten,  welche  man  als  Netzwerke  viit  eingeschaüetefi 
Vertikalen  zu  bezeichnen  pflegt.    Die  Spannkraft  in  einem  Gurtstabe 

M 

ist  =±-^,  wo  3/ das  Moment  für  den  dem  fraglichen  Stabe  gegen- 
überliegenden Knotenpunkt  bedeutet.  Es  ergeben  sich  die  in  die 
Figuren  302  und  303  eingetragenen  Kräfte. 

b.  Spannkräfte  in  d^n  Diagonalen.  Führt  man  durch  das  m^  Feld 
einen  senkrechten  Schnitt  tt,  Fig.  296,  so  findet  man  für  irgend  einen 
Belastungszustftnd  zwischen  der  Querkraft  Q^=^  Ä  —  Pj  —  P,  —  .... 
—  P^_,  und  der  Spannkraft  D^  die  Beziehung 

(2)         Q^  —  D^  sin  9  =  0    d.  i.  D^  =Qm  cosec  9. 

Die  Querkräfte  Q^  und  mithin  auch  die 
Spannkräfte  D^  sind  unabhängig  von  der 
Höhenlage  der  Fahrbahn;  denn  es  ist  für  die 
Größe  von  Q^  gleichgültig,  ob  die  Lasten  P 
in  den  Knoten  der  unteren  oder  oberen  Gur- 
tung oder  zwischen  beiden  angi'eifen.  Aus 
diesem  Grunde  ist  es  bei  der  Berechnung  der 
Q  und  D  nicht  nötig,  die  ständige  Belastung  g 
in  die  Teile  g^  und  g^  zu  zerlegen. 

Die  Querkräfte  Q^  sind  in  der  Fig.  295  dargestellt  woixlen.  Nach 
Eintragung  der  Geraden  A"B"  mit  den  Endordinaten  A'A"  =  -{-  ^p/ 
=  ^  1,74 .  36  =  31,3*  und  Fi?"  ==  —  31,3'  wurden  durch  die  Punkte, 
in  denen  diese  Gerade  die  Senkrechten  durch  die  Feldmitten  schneidet, 
Parallelen  zu  Ä'B'  gezogen.  Die  Ordinaten  dieser  Parallelen  geben 
die  Querkräfte  Q,  für  die  einzelnen  Felder  an;  dieselben  sind  für  die 
linke  Hälfte  des  Trägers  positiv,  für  die  rechte  Hälfte  negativ. 

Nun  wurde  für  einen  von  B  nach  Ä  sich  bewegenden  Güterzug 
das  -4-Polygon  gezeichnet;  es  liefert  die  Querkräfte  ,^Qp.  YergLFig.  126 
auf  Tafel  1  und  die  Beschreibung  in  No.  81. 


t 


Fig.  296. 
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Für  das  vierte  Feld  entsteht  ««Cj»  infolge  der  Grimdstellung  der 
Verkehrslast;  es  muß  die  erste  Last  des  von  B  nach  A  fahrenden 
Eisenbahnzuges  beim  Knoten  4  liegen.  Man  erhält  „^Q^  gleich  der 
unter  dem  Knoten  4  gemessenen  Ordinate  des  ^-Polygons.  Addiert 
man  hierzu  Q^^^  so  erhält  man  «..Oi- 

Die  Querkraft  Q^  entsteht,  sobald  die  2*«  Achse  des  von  B  aus 
vorrückenden  Zuges  beim  Knoten  3  liegt  Man  muß  also,  um  „«.ös 
zu  erhalten,  die  von  Knoten  3  um  c^  =  1,4**)  entfernte  Ordinate  des 
-4-Polygons  zu  Q,^  addieren  und  von  der  so  erhaltenen  Summe  die  im 

Knoten  2  angreifende  Last  P^-^^=P'  in  Abzug  bringen.    Auch  f üi* 

das  erste  und  zweite  Feld  ist  die  Grundstellung  nicht  die  gefähi- 
lichste. 

Die  Querkräfte  ergeben  sich  für  die  Felder  1  bis  7  positiv,  für 
die  Felder  8  bis  10  negativ.  Da  nun  eine  Unkssteigende  Diagonale  (wie 
Gleichung  2  lehrt)  gedrückt  wird,  sobald  Q^  negativ  ist,  so  müssen, 
wenn  die  Diagonalen  stets  gezogen  sein  sollen,  in  den  Feldern  8,  9, 
10  rechtssteigende  Diagonalen  angeordnet  werden.  Bewegt  sich  nun 
der  Eisenbahnzug  in  der  Richtung  von  A  nach  B  über  die  Brücke,  so 
sind  in  den  Feldern  1  bis  3  linkssteigende  und  in  den  Feldern  4  bis  10 
rechtssteigende  Diagonalen  erforderlich,  und  hieraus  folgt,  daß  die 
Felder  4,  5,  6,  7  Gegendiagonalen  erhalten  müssen. 

Aus  den  Querkräften  Q  lassen  sich  die  Spannkräfte  D  auf  zeich- 
nerischem Wege  mit  Hilfe  der  Bedingung  finden,  daß  die  senkrechte 
Seitenkraft  {D^  sin  9)  von  D^  gleich  Q^  sein  muß.  Es  ergeben  sich 
auf  diesem  Wege  die  folgenden  Werte 


,I>g  =  + 1247' 

.,^,  =  +  68,5' 

.-D,  =  ^-D»  =  +  27,6' 

-.J^=«.A  =  +  3,8'**) 

,I>,  =  +  95,3 

.^,  =  +  44,4' 

.0,  =  „MÖg  =  +  13.1' 

»„i^5=-.-^6  =  +  22,3'. 

Die  größte  Spannkraft  in  der  Diagonale  D^  entsteht  gleichzeitig 
mit  dem  größten  Drucke  0^;  sie  ergibt  sich  aus  dem  Kräftepolygon 
des  oberen  Knotens  0  (Fig.  294a)  und  ist  ^D^  =  159,5'***).  Wirkt 
nur  die  ständige  Belastung,  so  entsteht  ^<.Z>j  =  „^,Z>io  =  +  39,7*. 


*)  Es  bedeutet  ex  den  ersten  Badstand. 

**)  Die  Spannkraft  maxDi  wurde  (weil  sehr  klein)  im  Eräfteplane  fortgelassen. 

♦♦*)  Es  ist  stets  Di=:  — 0isec9.    In  Fig.  296  a  wurde  der  obere  Knoten  0 

unbelastet  angenommen;  indes  ist  hervorzuheben,  daß  D-i  unabhängig  ist  von  der 

Höhenlage  der  Belastung.     Die  größte   positive   Querkraft  des   ersten  Feldes  ist: 

^1  =  —  Ol  tg  9,  also  im  vorliegenden  Falle:  ft  =  +  113'. 
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Die  vorstehenden  Zahlenwerte  sind  in  den  Figuren  300  u.  301 
übersichtlich  zusammengestellt  worden.  In  den  Diagonalen  des  Netz- 
werks mit  eingeschalteten  Vertikalen  entstehen  die  in  den  Kguren  302 
nnd  303  angegebenen  Spannkräfte. 

e.   Spannkräfte  in  den  Vertikalen.     Legt  man  durch   die  m^ 
Vertikale  einen  Schnitt  ti  (Fig.  297),  welcher  außerdem  nur  noch  zwei 
Stäbe    trifft,   und    setzt   die   Summe   der   auf   den   linken  Trägerteil 
wirkenden  senkrechten  Kräfte  gleich  Null,  so  erhält  man 
(3)     F^+Ö  =  0,  also   F^  =  -0. 

Je  nachdem  nun  hei  linkssteigenden  Diagonalen  sämtliche  Lasten 
(auch  das  Eigengewicht)  in  den  Knoten  der  unteren  oder  oberen  Gur~ 
tung  angreifen,  ergibt  sich 

(4)  F^  =  -0^  +  „  wo  Q^^,  =  ^_(P,  +  P,+  ....+P^) 
oder 

(5)  F^  =  -o^,  wo  o„  =  ^-(P,  +  p,+  ....+p_0; 


-♦", 


^ 


0            i          m 

«...'* 

0 

/X 

L     < 

m 

'  \ 

Fig.  297. 


Fig.  298. 


denn  im  ersten  Falle  gehört  die  w*®  Knotenlast  zum  linken  Träger- 
teile, im  zweiten  Falle  zum  rechten. 

Ähnlich    erhält  man   bei  rechtssteigenden  Diagonalen  (Fig.  298): 

(6)  F„  =  +Ö^+,  (Last  oben) 

(7)  F^  =  +<?^  (Last  unten). 

Für  den  vorliegenden  Träger  ergeben  sich  nun  aus  der  Fig.  295 
die  Querkräfte: 

_ö,=  -f-88,2' 

««0,=  +  67,4' 

_Ö^=  +  48,4' 

_e,=  +  31,4' 

-.«Ö6=  +  15,7' 
und  es  folgt  mithin,  wenn  die  Fahrbahn  unten  liegt 

-*.F,  =  -88,2' 

,,.^  =  -67,4' 

«<-F,  =  -48,4' 

^.r,  =  — 31,4' 

„,.F,  =  — 15,7« 
.,,Fo  entsteht  gleichzeitig  mit  „„D^  (Fig.  294a)  und  ist:  V„  =  — 113'. 


Qi  =-\-    2,7' 

Qs=-   9,3' 

Q,  =-19,5' 

<?io  =  -28,l' 

mten  liegt 

V  —      V    —  - 

-28,1' 

Fl  =  «»,  K  j    =  - 

- 19,5' 

V  —       v 

-    9,3' 
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Liegt  die  Fahrbahn  oben,  so  findet  man 


.F,  =  — 88,2' 
.F,  =  -67,4' 
.F,=  -48,4' 
.r,  =  -31,4' 


«MX  '^  %  =  «MX  '^^  ^^^  llfjO  . 


Die  Spannkraft  «^F,  entsteht  gleichzeitig  mit  .^Dj  und  ^i7, 
und  ergibt  sich  aus  dem  Eräftepoljgone  für  den  unteren  Knotenpunkt  1; 
man  erhält:  ,^Vi=  —  ,^Z>iSin9  =  —  113**),  während  in  der  End- 
vertikale ein  Druck  wirkt,  welcher  gleich  dem  Auflagerwiderstande  Ä 
ist;  es  wird 


^«Fo  =  —  ^"C=  — 130,8*  bei  vollbelasteter  Brücke; 
^^Vq  =  —  B'B"  =  —  31,3*  bei  unbelasteter  Brücke. 

Die  vorstehend  angegebenen  Werte  V  sind  noch  zu  verbessern, 
da  die  ständige  Belastung  g  nicht  ausschließlich  in  den  Enotenpunkteu 
angreift,  die  zur  Aufnahme  der  Verkehrslast  dienen.  Wird  angenommen, 
daß  bei  ynterdiegender  Fahrbahn  der  Teil  g^  =  0,45*  des  Eigenge- 
wichtes g  in  den  oberen  Knotenpunkten  angreift,  so  ist  zu  jeder  der  vor- 
hin ermittelten  Spannkräfte  V^  bis  V^  der  Betrag:  —  5^0^  =  —  0?*^  •  3,6 
=  — 1,6*  zu  addieren,  während  F^  zu  ändern  ist  um  —  Is'o^  =  —  ^'^*- 
Es  ergeben  sich  dann  die  in  die  Kg.  300  eingeschriebenen  Werte. 

Bei  obenliegender  Fahrbahn  (g^  =  1,29*  und  g^  =  0,45*)  ändern 
sich  Fj  bis  F^  um  je:  +g^\  =  +  lfi*  und  F^  um  +i^.X  =  0,8*; 
man  erhält  die  in  Fig.  301  angegebenen  Spannkräfte. 

Die  Vertikalen  des  in  der  Rg.  302  dargestellten  Trägers  werden 
nur  auf  Zug  beansprucht  Ihre  größte  Anstrengung  erfolgt,  wenn  die 
mittelste  Achse  einer  Lokomotive  bei  der  fraglichen  Vertikale  hegt. 
Durch  diese  Belastung  entsteht 

F,  =  13  +  13Ä.2  =  +  28,9*  (s.  Kg.  299), 

wozu  die   ständige  Knotenlast  g^\  =  (1,74  —  0,45)  3,6  =  4,6*  zu  ad- 
dieren ist.    Es  folgt 

«^F=  28,9  +  4,6  =  +  33,5*  und  ^F=  +  4,6*. 

Bei  obenliegender  Fahrbahn  werden  die  Vertikalen  des  Netzwerks  nur 
gedrückt;  Kg.  303. 

*)  Dieser  Wert  darf  wieder  der  Fig.  294  a  entnommen  werden.  Ersetzt  man 
dort  Ol  =  —113*  durch  £/',  =  + 113',  so  erhält  man  das  Kräftepolygon  für  den 
unbelasteten  unteren  Knoten  2. 
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§  37. 
Kräfteplan  ffir  einen  Fischbauchträger  (Eisenbahnbrucice). 

Zahlenbeispiel«    Tafel  3. 

Die  Stützweite  des  in  der  Mg.  307  dargestellten  Trägers  ist  =  36"*, 
die  Feld  weite  =  3,6  •*.  Die  Knotenpunkte  der  unteren  Gurtung  liegen 
auf  einem  Kreisbogen,  dessen  Kadius  r  =  36*  beträgt  Ständige  Be- 
lastung g  =  1,74  für  d.  Meter  Gleis;  sie  zerfällt  in  ^,  =  1,29*  und 
g^  =  0,45*.  Die  bewegliche  Belastung  besteht  aus  einem  von  drei 
Liokomotiven  geführten  Güterzuge,  dessen  Eadstände  und  Achsenbe- 
lastungen in  Rg.  111  angegeben  sind.  Die  Brücke  ist  zweigleisig 
lind  besitzt  zwei  Hauptträger. 

a.  Die  Spannkräfte  Infolge  der  ständigen  Belastung  wurden  in 
rig.  305  mittels  eines  Cremonaschen  Kräfteplanes  bestimmt.  Es  ge- 
nügte, die  linke  Hälfte  des  symmetrischen  Trägers  zu  untersuchen. 
Jeder  Knoten  der  oberen  Gurtung  trägt  die  Last:  ^r^X  =  1,29*3,6 
=  4,6*.  Im  Knoten  1  greift  an:  J  •  0,45  (2,4  -f  3,0)  =  1,2', im  Knoten  3 
die  Last:  \  •  0,45  (3,0  +  3,6)  =  1,5*  und  in  jedem  der  Knoten  5,  7,  9 
die  Last:  0,45  •  3,6  =  1,6*.  Es  ergeben  sich  die  folgenden  Spannkräfte*) 


Öi,= 

-53' 

0,  = 

—  55' 

0,,= 

-56* 

Ot,= 

—  57' 

0.,= 

—  57' 

U,,  =4-60' 

l?.,  =  -4,2'; 

D„  =-2,9' 

U,,  =  +  60' 

D„=-l,9'; 

D,,  =-2,1' 

fr„  =  +  60« 

2?„=-3,6'; 

Ao,  =  -2,5' 

U„  =  +  59' 

A,  =  -l,8'; 

U,,  =  +  58' 

Z)„=-3,l'; 

t^i„=  +  58' 

A,  =  -i,8'; 

b.  Spannkräfte  in  den  Onrtnngen.  Um  den  Einfluß  der  Yerkehrs- 
last  zu  erhalten,  wui*de  das  in  Kg.  233  auf  Seite  245  dargestellte  Ver- 
fahren angewendet  Mit  Ausnahme  der  Stäbe  U^  und  U^  besitzen 
alle  Gurtstäbe  die  gleiche  Horizontalprojektion  3,6*  und  es  wurde  des- 
halb die  Polweite  des  für  den  Güterzug  in  Eigur  128  auf  Tafel  I  ge- 
zeichneten Seilpolygons  ==  4  •  3,6  =  14,4**  gewählt  Da  nun  der  Zeich- 
nung in  Fig.  128  der  Kräftemaßstab:  l'*  =  20*  zu  Grunde  liegt,  so 
liefert   die   ohne  weitere  Erläuterung  verständliche  Figur  306**)    die 


Spannkräfte  0^^  bis  0^ 
=  80*.     Man  erhält 


und  U^^  bis  U^^^  im  Maßstabe:  l'*=4.20 


*)  In  der  Fig.  305  wurde  der  Zeiger  g  fortgelassen. 

**)  Zu  beachten  ist  nur,  daß  in  Fig.  806  die  Ejiotenpunkte  andere  Ziffern 
tragen,  wie  in  Fig.  128.  So  ist  z.  B.  das  y,«  der  Figur  306  gleich  dem  yp,  der 
Fig.  128.  Nach  Auftragung  der  durch  die  Figur  128  bestimmten  Werte  yp,,  y,«, 
Vrt')  ypBf  tfpio  wurden  die  den  unteren  Knotenpunkten  entsprechenden  y,  mit  Hitfe 
des  auf  Seite  142  begründeten  Näherungsverfahrens  ermittelt. 

Müller-Breslaa,  OraphiBche  SUtik.    I.  20 
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0,,  =  —  160';  0^  =  — 162';  0^=—  163*;  0,^  =  — 164*; 
0^  =  — 165'; 

D,,  =  +  184';   C;^  =  +  175';   C;rt  =  +169';   U,,,=^169'. 

Die  Spannkraft  U^i  ist  =  —  0,^  sec  y^,  wo  y^  den  Neigungswinkel 
von  U^  bedeutet,  während  sich  Ü^  nach  Bestimmung  von  DJ,,  aus 
dem  Kräftepolygone  für  den  Knoten  1  ergibt  Auf  diesem  Wege 
wurde  in  Rg.  309  erhalten 

Dpi  =  +  181'  und  Drt  =  +  186'. 

Zu  gleicher  Zeit  mit  ^^U,i  und  ««D^  entsteht  in  der  Diago- 
nale D,  der  größte  Druck  ^,,2)j^  =  —  16,1'. 

Addiert  man  für  jeden  Gurtstab  und  für  die  Diagonale  1>,  die 
durch  die  ständige  und  die  bewegliche  Belastung  erzeugten  Spann- 
kräfte, so  erhält  man  die  in  die  Rg.  310  eingetragenen  Werte.*) 

In  Rg.  311  sind  die  Spannkräfte  in  einem  Bogensehnenträger  mit 
gleichen  Abmessungen  angegeben  worden.  Die  Verkehrslast  ist  dieselbe 
wie  vorhin  und  greift  unten  an.   Weiter  ist5r,  =  1,29*  und  5r,=:  0,45'. 

0.  Spannkräfte  in  den  Diagonalen.  Der  von  B  aus  vorrückende 
Lastenzug  erzeugt  in  den  linkssteigenden  Diagonalen  die  Spann- 
kräfte ««Z>,  in  den  rechtssteigenden  die  Spannkräfte  ^,2).  Zuerst 
wurde  auf  die  in  No.  149  beschriebene  Art  festgestellt,  daß  die  Grenz- 
werte der  Spannkräfte  Dj  bis  D^^  infolge  von  Grundstellungen  der 
Verkehrslast  eintreten,  während  „«Dij  und  ^tJ^i^  dann  entstehen, 
wenn  die  zweite  Achse  des  Lastenzuges  beim  Knoten  18  liegt  Um 
nun  beispielsweise  ««.^t  ^^^  mul^s  zu  bestimmen,  wurde  der  Stütz- 
punkt A  mit  dem  Knoten  7  durch  die  (blaue)  Hilfslinie  7  verbunden 
und  hierauf  die  bei  8  gemessene  Ordinate  A^  des  ^.-Polygons  nach 
den  Richtungen  der  Linie  7  und  der  oberen  Gurtung  (0^)  zerlegt^ 
indem  durch  den  Endpunkt  von  A^  eine  Wagerechte  bis  zum  Schnitt- 
punkte a^  mit  der  Verlängerung  der  Linie  7  gezogen  wurde.  Legt 
man  nun  durch  a^  Parallelen  zu  D^  und  Dg,  welche  die  von  A  aus 
zu  U^  und  CTg  gezogenen  Parallelen  in  den  Punkten  b^  imd  b^ 
schneiden,  so  ist 

Strecke  bja^=^  maxDip  und  b^a^  =  mtmD^,'', 
die  erstere  Spannkraft  bedeutet  einen  Zug,  die  letztere  einen  Druck. 
Es  leuchtet  ein,  daß  das  vorstehende  Verfahren  mit  dem  in  No.  150 
auf  Seite  253  entwickelten  übereinstimmt  und  sich  von  diesem  nur 
durch  eine  etwas  übersichtlichere  Lage  der  Kräftepolygone  unter- 
scheidet   Die  Zeiger  p  wurden  in  der  Figur  307  weggelassen. 


*)  £s  wurden  für  die  Gurtaugen  nnd  die  Diagonale  D,  nur  die  (ohne  Vor- 
zeichen genommen)  größten  Spannkräfte  angegeben;  die  kleinsten  Spannkräfte  sind 
für  alle  diese  Stäbe  gleich  den  von  der  ständigen  Last  herrührenden. 
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Kg.  308  zeigt  die  Bestimmung  von  «axA»i7  imd  «^,2)^18;  der  Kräfte- 
maßstab ist  doppelt  80  groß  wie  in  Mg.  307.  Die  zweite  Achse  des 
Lastenzuges  liegt  beim  Knoten  18.  Der  erste  Kadstand  ist  Cj  =  1,4" 
und  es  ist  deshalb  A  gleich  der  im  Abstände  1,4  ••  vom  Knoten  18 
gemessenen  Ordinate  des  -4-Polygons.    Wird  zunächst  die  im  Knoten  16 

angreifende  Last  P"  =  P^-^  (wobei  P^  =  Belastung  der  ersten  Achse 

=  13*)  vernachlässigt,  so  ergibt  sich  auf  dem  vorhin  beschriebenen  Wege 
^»axDpn  =  (^f>n  ^^^  mt»Dj,i^  =  ab^^.  Trägt  man  nun  in  den  Winkel 
iiab^^  die  senkrechte  Strecke  dc  =  P"  ein  und  zieht  ce  |i  C/u,  so  geben 
(nach  No.  154)  die  Strecken  ac  und  ae  beziehungsweise  den  Einfluß 
der  Kraft  P'  auf  die  Spannkräfte  D^^  und  D^^  an,  imd  es  entsteht 
deshalb,  da  der  Einfluß  von  P'  demjenigen  von  Ä  entgegengesetzt  ist: 

^D,^^  =  ~cb^^  (Zug)  und  «<«I>,i8=^i8  (Druck). 
Auf  dem  angegebenen  Wege  erhält  man 


_D,3  =  + 11,0' 

-..-2>P4  =  -  21,7' 

^^^  =  + 15,6' 

^^D^  =  —  26,1' 

_I>^  =  +  19,2' 

mi»Dps  =  —  28,9* 

-«A»  =  +  20,7« 
miitDpi  0  =  —  30,2 


,!>„,= +  20,2« 


Z?,„=-29,7' 
+ 19,2« 
—  29,6' 

,!>,„= +  12,5'*) 
.!>„«= -31,0'*). 


max^pli  


Bewegt  sich  nun  der  Eisenbahnzug  in  der  Richtung  von  B  nach  A 
über  die  Brücke,  so  findet  man  durch  Untersuchung  des  Spiegelbildes 
von  Kg.  307  die  Werte 


wmtPn  =  wuaJjpll  =  "T  12,5 

27,8' 


.ö^  = 


.Z)^  =  +  16,l' 


^D^  =  —  29,6' 
.„D^  =  +  19,2« 


.-D- 


—  29,7« 


— ^10  = +  20,2' u.  s.w. 


Es  genügt  natürlich,  die  beiden  Grenzwerte  für  jede  Diagonale 
der  linken  Hälfte  des  symmetrischen  Trägers  anzugeben.  Die  Addition 
der  durch  die  Verkehrslast  und  das  Eigengewicht  erzeugten  Spann- 
kräfte liefert 


-»ö,=  + 11,0 -1,9  =  +    9,1« 
„„Z?,. 31,0 -1,9  =  -32,9' 

u.  s.  w. 


1^4  =  +  12,5  — 3,6  =  +    8,9' 
Z>4=  —  21,7  —  3,6  =  —  25,3* 


*)  Liegt  die  erste  Achse  des  von  B  vorrückenden  Zuges  bei  Knoten  18,  so 
entsteht  mmJ>ni  =  +  lli4'  und  mimDnt  =  —  25,6'. 

20* 
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maxD&  =  +  13,8 

,,.2)5  =-29,6 
.,„J>,=  +  13,0 
..J?,==-29,2 
.^,  =  +  17,4 
^.A  =  -31,4 


^Dg  =  + 16,3 
^D,  =  -  31,8 
_D,  =  + 18,6 

minl^^     ==  31,8 

_Z>io=  +  17,7 
»•<»öio=  —  32,  ^ 


Die  vorstehenden  Zahlen  wurden  in  der  Fig.  310  übersichtlich 
zusammengestellt,  während  in  der  Rg.  311  die  Spannkräfte  in  den 
Diagonalen  des  Bogensehnenträgers  angegeben  worden  sind. 

Anmerkang.  Soll  der  beschriebene  Kräfteplan  zuverlässige  Ergebnisse  liefern, 
so  müssen  vor  allem  die  Parallelen  zu  den  Gurtstäben  [7i,  C/,,  C/^  .  .  .  .  sowie  die 
Verlängeron^n  der  Hilfslinien  8,  5,  7,  ....  in  Fig.  807  mögliebst  genau  fest- 
gelegt werden.  Zu  diesem  Zwecke  empfiehlt  es  sich,  diejenigen  Punkte  durch  Rech- 
nung zu  bestimmen,  in  welchen  die  von  A  aus  zu  ziehenden  Linien  17,,  üi 

8,  5,  7, .  .  .  .  eine  Senkrechte  schneiden,  die  in  beliebigem  (möglichst  gi-oßem)  Ab- 
stände e  vom  Auflager  A  angenommen  wird.  Vorher  werden  die  Höhen  ^i,  A«. 
h^  .  .  ,  .  mit  Hilfe  der  Kreisgleichung 

Ä».=  yr*  — (l^— ar,.)«  — c    wo    e=  /r«  — i^* 


berechnet.  Man  erhält  (wegen  r  =  36"*  und  /  =  36*):  c  =  31,1769* 
für  \l-^x^  =  15,6*  Ä,  =  1,268'" 
„  \l^x^  =  l'  1,8,  Ä8  =  2,546  - 
,,  4  /  —  a:»  =  5  •  1,8,  Äß  =  3,680« 
„  \l—x^z=Z'  1,8,  hj  =  4,416« 
V    iZ  — ^9  =  1,8,       Ä9  =  4,778«. 


und  hierauf 


Nun  kann  man 
Auftragen  der  Strecke 


Fig.  312. 

die  von  A  aus  zu  U^  gezogene  Parallele  durch 
CF=(Ä,-Äs)f 
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festlegen  nnd  die  Verlängerung  der  Linie  7  durch  Auftragen  der  Strecke: 

CE=hj-—' 

X, 

Wählt  man   z.  B.   «  =  10X   (was   bei  Aufzeichnung  der  Fig.  807  geschehen  ist), 
so  findet  m 
=  12,617*. 


CE=hi-—' 

X, 

mung  der  Fig.  807  geschehe 

so  findet  man:    CF=  10  (ä»  —  Ä»)  =  10  (4,416  —  3,680)  =  7,36-  und  Cl=  4t *t 

3,0 


§  38. 

Kräfteplan  ffir  einea  Halbparabelträger  (Eisenbahnbrucke) 
und  Entwicklung  einiger  allgemeiner  Formeln. 

Zahlenbeispiel.    Tafel  4. 

Der  zu  untersuchende  Träger  (Fig.  316  auf  Seite  311)  besitzt  eine 
Stützweite  von  36*  und  ist  für  dieselbe  Belastung  zu  berechnen,  wie 
die  in  den  §§  36  und  37  behandelten  Fachwerke.  Höhe  am  Ende: 
A^  =  3,00*,  in  der  Mitte:  h^  =  5,00*.  Die  Knotenpunkte  der  oberen 
Cirurtung  liegen  auf  einer  Parabel.  Der  Träger  soll  schlaffe  Diagonalen 
erhalten.  Zur  Ermittelung  der  Spannkräfte  möge  das  Zimviermannsche 
Verfahren  dienen, 

a.  Die  größten  Spannkräfte  der  Gnrtongen  sind  in  die  linke 
Hälfte  der  Fig.  314  (Tafel  4)  eingezeichnet  worden,  ^i,  y»,  J/a?  •  •  •  • 
bedeuten  die  auf  Tafel  1  (Fig.  128  und  130)  gewonnenen  Ordinaten 
des  Polygons  der  größten  Momente*);  die  Pol  weite  ist  ^=  4X  =  4  •  3,6 
=  14,4*.  Da  nun  auf  Tafel  1  der  Kräftemaßstab:  1*^  =  20*  ist, 
so  liefert  Fig.  313  die  größten  Spannkräfte  0  und  U  im  Maßstabe: 
1**  =  4.  20  =  80';  (vergl.  Seite  263,  Absatz  2).  Man  findet 
0^=— 111';  Oj  =  — 166';  03  =  — 197*:  0^  =  — 212';  Og^— 218'; 
C;,=0;  t^  =  +  109';  r7,=  +  164';  ?7^=+196';  U^=+21V, 

Gleichzeitig  mit  dem  größten  Drucke  0^  entsteht  der  größte  Zug 
in  der  Diagonale  D^  und  der  größte  Druck  F^  in  der  Endvertikale. 
Aus  dem  Kräftedreieck  für  den  oberen  Knoten  0  (Dreieck  I  in  Fig.  314) 
ergibt  sich 

2>i  =  + 142,0'    Fo  =  — 112,8'.**) 

*)  Beschreibung  in  No.  82  Seite  140. 

**)  Es  wird  vorläufig  vorausgesetzt,  daß  die  gesamte  ständige  Belastung  g  in 
den  Knoten  der  unteren  «Gurtung  angreift.  Die  Diagonale  Di  wird  stets  gezogen, 
die  Vertikale  K©  stets  gedrückt.  Bezeichnet  man  die  ohne  Vorzeichen  zu  nehmen- 
den kleinsten  und  größton  Spannkräfte  in  den  Stäben  O^,  i>i,  Vq  beziehungsweise 
mit  0\,  D\y  V\  und  0'\,  D'\,  K"o,  so  besteht  die  Gleichung 

welche  zu  beachten  ist,  sobald  bei  der  Querschnittsberechnung  die  zulässige  Span- 
nung vom  Verhältnis  der  kleinsten  zur  größten  Inanspmchnahme  abhängig  gemacht 
werden  soll. 
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b.  Spannkräfte  in  den  Ffillnngsstaben.  Wir  wollen  ein  gemischtes 
rechnerisches  und  zeichnerisches  Verfahren  anwenden,  so  zwar,  daß 
wir  die  Verhältnisse  Jf :  X  für  die  in  Frage  kommenden  Laststellungen 
mit  Hilfe  der  folgenden  Tabellen  berechnen  und  hierauf  das  in  No.  158 
beschriebene  Verfahren  anwenden. 

Zunächst  sind  die  Stützenwiderstände  ^,,  A^ zu  bestimmen, 

welche  am  linken  Auflager  durch  einen  Eisenbahnzug  hervorgerufen 
werden,  der  von  B  aus  bis  Knoten  2,  beziehungsweise  bis  Knoten  3  u.  s.  w. 
reicht  Die  betreffenden  Laststellungen  wurden  in  Mg.  316  durch 
kräftige  Striche  angedeutet  und  sollen  in  der  Folge  als  Zugstellung  2, 
Zugstellung  3,  u.  s.  w.  bezeichnet  werden.  Wir  berechnen  A  auf  die 
in  No.  85  beschriebene  Weise  und  benutzen  die  folgende  Tabelle, 
welche  für  einen  von  drei  vonvärts  fahrenden  Lokomotiven  geführten 
Güterzug  unter  Voraussetzung  der  in  Fig.  111,  Seite  121  angegebenen 
Achslasten  und  Radstände  berechnet  ist 


TabeUe  L 


1 

8 

8 

4      i 

1 

8 

8 

4 

n 

Ci 

*- 

0 

n 

Cl 

*. 

©• 

1 

0 

18 

26 

61»4 

270 

9  344,7 

2 

1,4 

26 

18,2 

27 

64,4 

279 

10  154,7 

8 

2,8 

89 

64,6 

28 

67,4 

288 

10991,7 

4 

6,8 

48 

210,6 

29 

70,4 

297 

11  855,7 

5 

8,8 

57 

282,6   1 

80 

78,4 

306 

12  746,7 

6 

9,8 

66 

868,1 

81 

76,4 

315 

13  664,7 

7 

18,8 

79 

682,1 

82 

79,4 

324 

14  609,7 

8 

15,2 

92 

742,7 

38 

82,4 

338 

15  581,7 

9 

16,6 

105 

871,5 

34 

85,4 

842 

16  580,7 

10 

20,6 

114 

1  291,5 

35 

88,4 

351 

17  606,7 

11 

22,1 

128 

1462,5    j 

36 

91,4 

860 

18659,7 

12 

28,6 

182 

1647,0   ; 

37 

94,4 

369 

19  789,7 

18 

27,6 

145 

2175,0 

88 

97,4 

878 

20  846,7 

14 

29,0 

158 

2  878,0 

89 

100,4 

887 

21  980,7 

15 

80,4 

171 

2  599,2 

40 

108,4 

396 

23141,7 

16 

84,4 

180 

8  288,2 

41 

106,4 

405 

24  829,7 

17 

85,9 

189 

8  553,2 

42 

109,4 

414 

25  544,7 

18 

87,4 

198 

3  886,7   . 

43 

.  112,4 

428 

26  786,7 

19 

40,4 

207 

4  480,7 

44 

115,4 

482 

28  055,7 

20 

48,4 

216 

5  051,7 

45 

118,4 

441 

29  851J 

21 

46,4 

225 

5  699,7    1 

46 

121,4 

450 

80  674.7 

22 

49,4 

234 

6  874,7 

47 

124,4 

459 

32  024,7 

28 

52,4 

248 

7  076,7 

48 

127,4 

468 

83401.7 

24 

55,4 

252 

7  805,7 

49 

180,4 

477 

84  805,7 

25 

58,4 

261 

8  561,7 

50 

188,4 

486 

36  286,7 

Digitized  by 


Google 


Halbparabelträger.     Zahlenbeispiel. 


311 


Berechnung  von  A^.  Die  Strecke  J?2  hat  die  Länge  8  •  3,6  =  28,8"*; 
ihr  entspricht  laut  Tabelle  I  die  Zuglänge  c^  =  27,6"*.  Die  Anzahl  der 


Fig.  316. 

bei   der  Zugstellung  2  auf   dem  Balken  ruhenden  Lasten  ist  mithin: 

71  =  13,  und  der  Abstand  der  letzten  Last  vom  Auflager  B  beträgt: 

*.  =  28,8  —  27,6  =  1,2-.   Man  erhält:  %  =  145',  @,  =  2175,0*"  und 

1  1  9^4.  QO 

^  =  J- (^A  +  ®.)  =  Yox  (l^^ö •  1'2  +  2175,0)  =    ^^i^. 

Auf  diese  Weise  sind  die  Werte  A^\  bis  A^\  ermittelt  und  in 
der  folgenden  Tabelle  zusammengestellt  worden.*) 

TabeUe  U. 


Zugstellnng 

Strecke 

Ci 

n 

*- 

@. 

hn 

A^\ 

m  = 

Bm  = 

2 

28,8 

27,6 

13 

145 

2175,0 

1,2 

284,90 

3 

25,2 

23,6 

12 

132 

1647,0 

1,6 

185,82 

4 

21,6 

20,6 

10 

114 

1291,5 

1,0 

140,55 

5 

18,0 

16,6 

9 

105 

871,5 

1,4 

101,85 

6 

IM 

13,8 

7 

79 

638,1 

0,6 

67,95 

7 

10,8 

9,8 

6 

66 

368,1 

1,0 

43,41 

8 

7,2 

6,8 

4 

48 

210,6 

0,4 

22,98 

9 

3,6 

2,8 

8 

39 

54,6 

0,8 

8,58 

Meter 

Meter 

Tonnen 

int 

Meter 

tm 

Außer  dem  Eisenbahnzuge  wirkt  auf  den  Träger  noch  eine  gleich- 
förmige ständige  Belastung:  5r==l,74*  f.  d.  Meter,  welcher  die  (bereits 
auf  Seite  266  berechneten)  Werte 


*)  Bei  gleichen  Feld  weiten  empfiehlt  es  sich  (wie  sogleich  einleuchten  wird), 
die  Produkte  ^X  an  Stelle  der  Widerstände  Ä  zu  berechnen. 
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M  M  M 

^=28,188;   ^  =  50,112;   ^»-^  =  65,772; 

A  A  A 


3f. 


^9  . 


75,168; 


M, 


59 


=  78,300  Tonnen  entsprechen. 


Wir  beginnen  mit  der  Ermittelung  der  Spannkräfte  ^^D  imd  ^^T'. 
Befindet  sich  der  Eisenbahnzug  in  der  Stellung  2,  so  entsteht  „^j 
und  ^,F, ;  beide  Spannkräfte  lassen  sich  auf  die  in  No.  158  ange- 
gebene Weise  schnell  bestimmen,  sobald  die  Momente  M^  und  if,  ge- 
geben sind.  Die  Verkehrslast  erzeugt:  Jf^,  =  J,  •  X  =  234,90  und 
Jfj,  :=  Jj  •  2X  =  234,90  •  2;  addiert  man  hierzu  die  oben  angegebenen 
Werte  M^^  und  if,^,  so  findet  man 


Jf,  ^  234,90  ■  1 
'  \    ~        3,6 


28,188  =  93,4' 
|..=  i3^+ 60,112  =180,6. 


und  kann  nun  das  in  der  Figur  313  durch  Schraffierung  hen^orge- 
hobene  Kräftepolygon  (1)  für  den  oberen  Knotenpunkt  1  zeichnen. 
Es  ergibt  sich 

^«D,  =  -f  88,4',  «,.F,  =  -  69,r. 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man,  unter  der  Annahme  linkssteigender 
Diagonalen:*) 

(    3f,  _   185,82-2 


für  Zug- 
steUung  3 


für  Zug- 
steUung  4 


3,6 


50,112  =  153,3' 


.%.  ^  :^l±-  +  65,772  =  220,6' 

A  0,0 


X 
X 


+  63,6«,  ^V,= 


47,2' 


140,55.3 


3,6 
140,55  •  4 


+  65,772  =  182,9« 


3,6 


75,168  =  231,3' 


,D,=  +  46,9',  »^F,=-32,8' 


♦)  Zur  Erzielung  deutlicher  Figuren  wurden  in  den  verschiedenen  Feldern  ver- 
schieden große  Kräftemaßstäbe  gewählt  und  neben  den  Eräftepolygonen  angegeben. 
Der lÄngenmaßstab  ist  gleichgültig;  er  lautet:  X  =  3,6'" ^ 4,2**.  Hervorzuheben  ist, 
daß  überall  nur  Grundstellungen  des  Eisenbahnzuges  in  Betracht  kommen.  Es  wurde 
dies  auf  die  in  No.  149  beschriebene  Weise  festgestellt.  Bei  Ermittelung  von  mm*Dt 
und  mimVi  ist  es  gleichgültig,  ob  die  erste  oder  zweite  Achse  des  von  B  vorrückenden 
Eisenbahnzuges  beim  Knoten  2  liegt. 
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188,3* 
+  78,300  =  219,8' 


313 


4-=^^^-+'».'- 


101,85  •  5 


X       3,6 
„D,  =  +  34,6',  „„  l\  =  —  22,2' 


M, 


67,95 . 5 


3,6 


+  78,300  =  172,7' 


1^  _  67-95.6    ^g^gg  _ 
_Z>,  =  +  23,2',  .„F,  =  -  13,0' 


f  J/. 


43.41  •  6 


X 

3,6 
43,41 . 7 

X 
f  ^T    _ 

3,6 

+  12,8',    . 

22,98  •  7 

X 

3,6 
22,98  •  8 

+  75,168  =  147,5' 

+  65,772  =  150,2' 
.F«=-5,l' 

+  65,772  =  110,5' 
+  50,112  =  101,2' 


X       3,6 

,Z),  =  +  0,3',  .,»r,=  +  3,5'. 


Anmerkimg  1.  Die  Meine  Spannkraft  maxD,  konnte  in  Fig.  813  nicht  deatlich 
dargestellt  werden,  sie  erscheint  dort  =  0;  um  sie  zn  bestimmen,  wähle  man  einen 
größeren  Kiilftemaßstab,  wenn  dann  auch  das  Eräftepolygon  außerhalb  des  TrSger- 
netzes  fiHlt.  Will  man  P,  berechnen,  so  findet  man  nach  der  anf  Seite  278  ab- 
geleiteten Formel  (mit  *,  =  4,28"  und  ä,  =  4,68") 


-Mg 


mazD  COS  98 

und  «ax2>8  =  +  0,3*. 

Es  möge  an  dieser  Stelle  noch 
eine  beqneme  Formel  zur  Berechnung 
der  Spannkräfte  Vm  abgeleitet  werden. 
Fuhrt  man  durch  den  Träger  einen 
schrägen  Schnitt,  welcher  die  Stäbe 
Om,  Vm  und  üm+\  trifft,  zerlegt 
jede  am  linken  Trägerteile  angreifende 
Kraft  in  eine  senkrechte  und  eine 
wagerechte  Seitenkraft  und  setzt  die 
Summe  aller  senkrechten  Seitenkräfte 
=  0,  so  erhält  man  (Fig.  317) 

Vm+OmSmPn»+Q  =  0, 


864,38 
4,28 


397,64 


4,68 


=  +  0,158* 


^?4.. 


Fig.  317. 
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wo  (nach  Seite  278) 

hm  cos  ßi 

Da  die  Last  in  den  Knoten  der  unteren  Oiirtong  angreift  und  der  untere  Knoten 
m  zum  linken  TrSgerteile  gehört,  so  ist  die  Querkraft 

^ Hw»  -f  1  —  Mm 

und  man  erhält 

Setzt  man:   tgß«  = ^^^^ — =^,  so  findet  man  für  den  Fall  gleich  großer 

Feldweiten  den  bequemen  Ausdruck: 

(I)  rm\=^Mm    ^^-^-'    ^Mm^l' 

Beispielsweise  ergibt  sich  hiemach  für  die  gleichzeitig  mit  mmxD^  entstehende  SpaoD- 
kraftMiMTf  die  Gleichung 

Fi  •  3,6  =  M<j 7 Jfg 

=:,897,64_l:i!?iizi!?? 864,88  =  +  12,92, 

4,oo 

woraus 

Selbstverständlich  wird  man,  wenn  die  Spannkräfte  D  und  V  mittels  der  hier 
angewandten  Formeln  bestimmt  werden  sollen,  nicht  erst  die  Verhältnisse  M'-'^^ 
sondern  sofort  die  Momente  berechnen.  Bei  der  Zugstellung  8  entstehen  z.  B.  infolge 
derVerkehrslast  die  Momente  Jf,,  =  ^  •  7  X  =  7  •  22,98  und  if|,  =  uil«  •  8X  =  8  •  22,98, 
wozu  dann  Jff,  und  M^g  zu  addieren  sind.  Für  das  Moment  Mmg  findet  man  die 
Gleichung 

ifmir  =  i ^ic- (Z  —  a?-)  =  i  1,74X« m  (10  -  m)  =  11,2752m  (10  —  m), 

aus  welcher  sich  für  m  =  1,  2,  3,  4,  5  der  Beihe  nach  die  Werte  eigeben 

lf^  =  101,48;   180,40;   236,78;    270,60;    281,88*". 

Axunerkimg  8.  Wir  wollen  die  rechnerische  Bestimmung  der  Spannkräfte  in 
den  Vertikalen  noch  etwas  allgemeiner  behandeln.  Bildet  ITm+i  mit  der  Wage- 
rechten  den  Winkel  y«  +  i  (Fig.  264),  so  geht  die  vorhin  angeschriebene  (Heich- 
gewichtsbedingung  über  in 

Vm  +  Om  sin  p„  —  üm+i  sin  Ym  +  1  +  C  =  0, 

und  hierein  ist  zu  setzen, 

a)  wenn  die  Verkehrslast  in  den  Knoten  der  unteren  Gurtung  angreift 

-j Mm  +  I  -^  Mm 
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b)  wenn  sie  in  den  Knoten  der  oberen  Gnrtong  angreift 

Beachtet  man  noch  die  Gleichungen 

n     —  '^'"  TT  —  _L  ^"^ 

fm  — r r —  ,      Um  + 1  =  H ; 


hmoospm'  ^  ^    hm008ym+l    ' 

so  gelangt  man  zn  den  bequemen  Formeln 

(n)      Vm  \m+i  =  if^  [l  +  -^  (tgpm  +  igY-.  +  i)]  -  -M-+1  (Last  unten) 

(in)      r«  X^  =  3f«_,  —  if«  [i  -  -^^  (tg  p«  +  tg  Y«+ ,)]  (Last  oben). 

Hierbei  ist  voransgesetzt,  daß  —  wie  im  vorliegenden  Zahlenbeispiele  —  die 
gesamte  ständige  Belastung  auf  die  Knotenpunkte  derjenigen  Qurtung  verteilt 
wird,  an  welcher  die  Yerkehrslast  angreift.  Nachträglich  ist  im  ersten  Falle  zu 
Vm  der  Betrag: 

ZU  addieren,  im  zweiten  Falle  der  Betrag: 

liegt  die  Fahrbahn  zwischen  den  beiden  Qurtungen,  so  gelten  für  die  Teile 

der  Vertikalen  — ^    ,   ,,    der  Fahrbahn  die  für  den  Fall  — r angreifender  Be- 

unterhalb  oben        ° 

lastong  abgeleiteten  Formeln. 

Die  Formeln  (II)  und  (III)  setzen  linkssteigende  Diagonalen  voraus.  Bei 
rechtssteigenden  Diagonalen  betrachte  man  das  Spiegelbild  des  Trägers. 

Hervorgehoben  werde,  daß  das  Eigentümliche  der  vorstehenden  Entwicklungen 
darin  besteht,  sämtliche  Spannkräfte  0,  ü,  D,  V  durch  die  auf  die  Knotenpunkte 
bezogenen  An  griff smomerUe  M  auszudrücken. 

Anmerknng  8.  Die  für  die  Spannkräfte  D  und  V  gegebenen  Formeln 
lassen  sich  leicht  noch  weiter  entwickeln.  Gesucht  sei  beispielsweise  maJ>m,  und 
•.faF(«-i)ji,  infolge  der  Verkehrslast,  letztere  Spannkraft  für  den  Fall  unten  liegender 
Fahrbahn.  Bückt  der  Elsen bahnzug  von  B  aus  bis  m  vor,  so  entsteht  am  linken 
Aaflager  der  Widerstand  Ami  welcher  mit  Hilfe  der  Tabelle  I  schnell  berechnet 
werden  kann;  er  erzeugt  die  Momente 

Mm~\  =  Am  Xm—\  i 
Mm^=  AmXm-i 

und  es  ergibt  sich 

AT           Inf 
(IV)       „.«rDmjpCOS  9«  =— ^ -^^^^^  =  Am  e, 

Um  Am  — 1 

(V)     „,*,  F(«  -  DJ,  =  —  Am  t   (nach  Gleich.  II), 

Xm  Xm—\    .       , 

WO   e  =  -. -z und 


hm  hm  — 

Xm 


\m 


Google 
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Bei  wagerechter  unterer  Gurtung  ist  e'  =  e  - —  . 

liegt  die  zweite  Last  des  Eisenbahnzuges  beim  Knoten  m,  so  findet  man, 
wenn  P^  die  erste  Last  und  ei  den  ersten  Badstand  bezeichnet,  nach  Berechnung 
des  Auflagerdruckes  A 

Mm  ^  A  Xm  —  -Pl  *n 
(VI)        maxDmp  COS  9»,  =  ^  £  —  Pj  -^-  ; 

(VIT)         minV^m-X)p^-Az'  +  P,-^-. 

Infolge  der  Verschiebung  der  Last  hat  A  zugenommen  um 

WO  2P  die  Simime  der  vor  der  Verschiebung  auf  dem  Trager  befindlichen  Lasten 
und  F'  eine  etwa  neu  hinzugetretene  Last  bezeichnet,  welche  von  der  Stütze  B  den 
Abstand  h  haben  möge.  Die  Zunahme  von  Dm  0039«,  beziehungsweise  von  ( —  Vm~\) 
beträgt 

AD«,  cos  9«  =  A-4 e  —  P^  -^  und 

rtm 
A(-r«.l)=:Aj£'-Pi-2^-. 

Hiemach  muB  mmxDm  nach  Gleichung  VI  berechnet  werden,  sobald 

gl 
hm 

ist,  und  für  «mFm-i  ist  die  Gleichung  VII  maßgebend,  sobald 

gl 

ist.  Zu  den  von  der  Verkehrslast  abhängigen  Spannkräften  treten  noch  infolge  des 
Eigengewichts  die  Werte 

Mmg  M(m-l)  g 


AilOP,^ 


(Vni)      Dmp  008  <^m-- 


hm  hm- 


(IX)      r,«.  ,„  =  ^  [Mi^  _  ,„  t"  -  M,,] , 


hm-l 


Im  allgemeinen  wird  man  erst  die  Ausdrücke  e"  und  hierauf  die  "Werte 

Xm  Xm  - 1         #/ 


e  =  ■ 


ermitteln. 

Die  ganze  Rechnung  führe  man  in  Tabellenform  durch.    Für  die  Spannkräfte 
maxD  kann  man  z.  B.  die  folgende  Anordnung  wählen. 
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1 

m 

2 

1 
4 

8 

Xm 

4 

7 

5 
x^ 

6 

1 

7 

8 

II 

9 

t 

£j 

10 
AT., 

11 

12 
l 
l 

IS 

ll 

14 

vi 

15 

16 

17 
l 

1 

IS 

19 

1 

80 

l 

Bezüglich  der  Bezeichnungen  x  und  x'  wird  auf  Fig.  267  verwiesen.  In 
Spalte  13  deute  man  durch  Eintragung  von  Pi  oder  P,  an,  daß  die  erste  oder 
zweite  Last  des  von  B  aus  vorrückenden  Eisenbahnzuges  beim  Knoten  m  liegt. 
Spalte  15  ist  nur  auszufüllen,  wenn  Last  P,  in  m  liegt.  Bei  gleichen  Feld  weiten 
achte  man  während  der  ganzen  Rechnung  darauf,  daß  a?m = m  X,  x«  - 1  =  (m  -- 1)  X  u.  s.  w. 
ist.  Die  Werte  A  werden  in  einer  besonderen  Tabelle  zusammengesteUt  Vergl. 
Seite  813. 

In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  die  Tabellen  zur  Berechnung  von  mUmD^  mtmV, 
maxV  anordnen.  Benutzt  man  die  in  der  Anmerkung  1)  angegebenen  Formeln,  so 
würde  die  Tabelle,  welche  mmxD  vciA  mtnV  angibt,  für  den  vorliegenden  Halbparabel- 
träger wie  folgt  einzurichten  sein. 


I   CT. 

'N3 

2    2 


3    3 

I 


3.  ^^ 


Momente  Mp 


234,90 
185,82 


Afi  =  234,9    1 
Jf,  =  234,9-2 


Af,=185,82-2 
J#8=185,82.3 


Momente  Mg 


dl 


X« 


hm-%\\.hm 


hn.-x)    V    X« 


(Mm 
1^' 


Ml  =  101,48 
M^  =  180,40 


if,  =  180,40 
Ms  =  236,78 


Äor=3,00« 

Äi  =  3,72 
/t,=4,28 


Ä,=3,72 
Ä,  =  4,28 
Ä,=4,68 


«„D,  =  -f  88,4  Tonnen 
-^nKi  =  — 69,1        „ 


,D,  =  +  63,6 
«r,=:-47,2 


u.  s.  w. 

Es  leuchtet  wohl  ein,  daß  die  Bildung  solcher  Tabellen  die  Prüfung  der  Rech- 
nung außerordentlich  erleichtert 

Wir  fahren  nun  in  der  Erläuterung  unseres  Kjräfteplanes  fort 
Nimmt  man  im  neunten  Felde  zunächst  eine  linkssteigende  Diagonale 
an,  so  findet  man,  daß  diese  infolge  der  Zugstellung  9  auf  Druck  be- 
ansprucht wird.  Da  die  Diagonalen  aber  schlaff  sein  sollen,  so  ist 
eine  rechtssteigende  Diagonale  nötig.     Es  ergibt  sich 
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für  Zug- 
stellung  9 


48_=..8?5^8_  +  .^^j2  =  69,2' 
\  -^  =  -^^—  +  28,188  =  49,6* 

I        Ä  Dp 

^«•fo-^9  ^  mln^%  =  "r    l^?'^      j5    Utax  '%  ^^^  max  '  1  = 


—  10,0***). 


Aus  den  vorstehenden  Rechnungen  folgt,  daß  die  sechs  mittelsten 
Felder  des  Trägers  mit  Gegendiagonalen  auszurüsten  sind,  welche 
durch  die  in  der  Mgur  319  zusanunengestellten  Spannkräfte  beansprucht 
werden.  Von  den  berechneten  größten  Drücken  .^F^  bis  .^F,  sind 
natürlich  nur  die  ersten  vier  maßgebend,  weil  ^»Fg  <  «^F^  ist 
während  .^F,  sogar  positiv  ist. 

Es  sind  jetzt  nur  noch  die  Spannkräfte  ««.F,,  „«Fj,  ,«„F^,  ,^V^ 
in  denjenigen  Vertikalen  zu  bestimmen,  an  denen  Gegendiagonalen 
angreifen. 

Der  größte  positive  Wert  von  F^  entsteht  gleichzeitig  mit  dem 
größten  Drucke  O5  und  ergibt  sich  aus  dem  für  den  oberen  Knoten  5 
in   Kg.  315    auf   Tafel  4   gezeichneten   Kräftedreieck.     Man  findet: 

Die  Spannkräfte  „.«Fg,  „.«.Fj,  „«F^  sollen  nach  dem  dritten  der 
in  No.  161  beschriebenen  Verfahren  ermittelt  werden.  Die  Vertikalen 
mögen  von  B  aus  mit  den  Ziffern  0,  1,  2,  ...  versehen  werden, 
Kg.  318.  Um  «„Fg  zu  erhalten,  wird  von  B  aus  ein  Eisenbahnzug 
vorgeschoben,  dessen  zweite  Last  beim  KJnoten  2  steht;  er  ruft 
am  linken  Auflager  den  mittels  der  Tabelle  I  berechneten  Wider- 
stand 

1  1  9Q  Q7 

A  =  \  (Sß»6«  +  ©.)  =  -^  (57  . 0,3  +  282,6)  =  ^ 

hervor  und  erzeugt  die  Momente 

M^^  =  Ä'7\  =  29,97  .  7  =  209,79*" 

M^,  =  A'8\  —  13'  1,4  =  29,97  •  8  —  18,2  =  221,56'-, 


♦)  Diagonale  D,  erleidet  ihre  kleinste  Inanspruchnahme,  wenn  der  Eisenbahn- 
zug von  A  aus  his  Knoten  1  vorrückt,  und  in  D9  entsteht  maxD^  =  mmxDt  =  +  88,4*, 
wenn  der  Zug  von  A  bis  zum  Knoten  8  vorrückt. 

**)  Soll  maxV^  mittels  der  vorhin  abgeleiteten  Gleichung  (I)  berechnet  werden, 
80  betrachte  man  das  Spiegelbild  des  Trägers,  damit  aus  der  rechtssteigenden  Dia- 
gonale eine  linkssteigende  wird.  Man  findet  dann  (mit  if9  =  178,70;  lfg  =  249,13; 
Ä9  =  3,72;  Äia  =  3,00): 

«u,xr,  X  =  178,70    ^  '  ^^^^7  ^'^    -  249,13  =  -  35,85  und  «oxF,  =  -  10,0'. 
0,7^ 
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weshalb  nach  Hinzurechnung  der  Wirkung  der  ständigen  Belastung 
erhalten  wird 

i  =  J|^L  + 66,772  =  m,0- 
4..  =^+60,112  =111,7.. 


Fig.  818. 

Trägt  man  diese  beiden  Verhältnisse  M :  X  von  einer  Wagerechten 
A^B'  aus,  in  der  Richtung  der  Vertikalen  2  und  3  als  Ordinaten  auf, 


indem  man  in  der  Kg.  318  macht:    DE- 


Jf, 


und  FH= 


M, 


X ^ —    X  ' 

schneiden  die  Geraden  FD  und  HE  auf  der  rechten  Auflagersenk 
rechten  die  Strecke  ab 


so 


_  3ilf,  — 2if8  _ 


87,1*. 


Setzt  man  nun,  in  der  rechten  Hälfte  der  Eig.  314  (Tafel  4),  auf 
der  zweiten  Vertikale,  vom  oberen  Knoten  2  aus,  die  Strecke  22'  =  fr 
ab,  zieht  jB2"  ||  O3,  verbindet  2"  mit  3  und  zieht  femer:  27// 1|  2 "3 
sowie  ///2"'  II  0„  so  stellt  die  Strecke  2'2'"  die  gesuchte  Spann- 
kraft .^».F,  vor.    Es  ergibt  sich  auf  diese  Weise 

_F,=  +  4,0'.*) 


*)  Bezüglich  der  Begründung  des  Verfahrens  wird  auf  Seite  284  und  Fig.  280 
verwiesen.  Will  man  mmF]  durch  Rechnung  bestimmen,  so  findet  mau  an  der 
Hand  der  Entwicklungen  in  No.  161  leicht  die  Formel 


(I) 


.F,  =  X-(tgß,-(«t5,) 


wo  a  die  Strecke  bedeutet,  welche  die  Qurtstäbe  0(  und  Ut  auf  der  Senkrechten 
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Das  Dreieck  2"'/// 2  ist  das  Kräftepolygon  für  den  oberen 
Knotenpunkt  2. 

Um  «ox^s  2^  bestimmen,  wird  für  die  Zugstellung  (b)  in  Fig.  318 
berechnet 

^       52,66        ,         M^       52,66.6   ,   „.,_ 
A  =  — ;^ — ,  sodann   --^  =  — —^ 1-  75,168 

-^  =  i?L65^iLM+ 65,772 

A 

Schließlich   ergibt   sich    für  die  Zugstellung  (c)   in  Kg.  318   behufs 
Besthnmung  von  ,^V^ 

^  =  2M9,    i  =  I?0l5  + 78,300 

^^^  79,79.6-13.1,4  ,^^^^^^3 

A  0,u 

,,__5fci^  =  259,0«. 

A 

Man  erhält  ^V^  =  +  6ß*  und  ««,F^=  +  9,0'. 

Bislang  wurde  vorausgesetzt,  daß  die  gesamte  ständige  Belastung 
g  =  1,74'  in  den  Knotenpunkten  der  unteren  Gurtung  angreift   Wird 

durch  B  ahschneiden,  während  ß,  und  ß,  die  Neigungswinkel  von  Of  und  Og  gegen 
die  Wagerechte  bezeichnen.    Da  nun  a  =  3hi  —  2Ä,  ist,  so  folgt  auch 

oder,   wenn  die  Zeiger  2  und  8  durch  die  allgemeineren    m  und  m-|-l   eisetzt 
und  ungleiche  Feldweiten  angenommen  werden 

(III)   ,«r,=  "'-^'  ^^— ''^fc!±(<gp — igß.+.)- 

^«  +1  Am  —  a?«»  Ä»  +  1 
Liegen  die   Knoten   der  oberen   Gurtung  (wie   im  vorliegenden   Falle)   auf  einer 

Parabel  vom  Pfeile 

gleichen  Feldweiten 


4/ 
Parabel  vom  Pfeile  f,  so  findet  man:   tg  p»,  —  tg  p„  + 1  =  ~-~  (Im  +  X„  + 1)  und  bei 


8  f  X  8  •  2  •  X  1 

Für  unser  Beispiel  ist  f=2,0"'  also:  -^  = -ts-ttt^— =  "t^ttt  ^^^ 

**  ob  •  lÜA  22,0 

i-  3  Jf j  —  2  3f s         1 

Mit  Ä,  =  4,28*"  und  /i,  =  4,68"'  folgt  nach  Einsetzen  der  oben  für  if,  und  Jfg 

atigegebenen  Werte:  «„apFj  =  +  4,0*. 
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nun   angenommen,   daß    der  Teil  g^  =  0,45*  an  der  oberen  Gnrtung 
wirkt,   so   ist  zu  jeder   der   berechneten  Spamikräfte   V  der  Wert: 


-2f2 


-ZisToniu^ 


Fig.  319. 

—  5^0^  =  —  0,45  •  3,6  =  —  1,6*  zu  addieren,  ausgenommen  Spann- 
kraft F^,  zu  welcher  nur  der  Betrag  — 0,8*  hinzutritt  Es  ergeben 
sich  dann  die  in  die  Kg.  319  eingeschriebenen  Werte. 


§  39. 
Über  die  Berechouog  von  Dachbiodero. 

Bei  der  Berechnung  eines  Dachbinders  empfiehlt  es  sich  im  allge- 
meinen, die  Einflüsse  von  Winddruck,  Schneedruck  und  Eigengewicht 
getrennt  zu  bestinmien.  Der  Gang  der  auszuführenden  Untersuchungen 
soll  hier  für  den  FaU  besprochen  werden,  daß  die  Dachbinder  einander 
parallel  sind. 

170.  Einfluß  des  Wlnddnickes.  Es  möge  der  in  Kg.  320  dar- 
gestellte sichelförmige  Dachbinder  untersucht  werden.  Die  auf  die 
Dachflächen  0  /,  III^  JJ/JJ  wirkenden  Winddrücke  seien  TTj,  TF^,  W^, 
Besitzen  die  Strecken  0  /,  J  IL  II III  die  Längen  Oj,  O2?  0«  ^^^^  schließen 
sie  mit  der  Windrichtung  {v)  beziehungsweise  die  Winkel  aj,  aj,  ag 
ein,  so  findet  man 

W^  =  weo^  sin*  ttj ;    W^  =  weo^  sin*  a,;    W^  =  weo^ sin*  a,, 
wo  e  =  Abstand  zweier  benachbarter  Binder, 

w  =  Druck   auf   die  Einheit   einer   vom   Winde   recht- 
winklig geti'offenen  ebenen  Fläche. 
Man  pflegt  durchschnittlich  w  =  120*  f.  d.  qm  anzunehmen. 

Um  TTj  zu  bestimmen,  berechne  man  die  Belastung  weo^^  stelle 
dieselbe   in   irgend   einem  Kräftemaßstabe    durch  die  dem  Stabe  0  / 

Möller-BresUa,  anphische  Statik.    I.  21 


Digitized  by 


Google 


322 


Neunter  Abschnitt.  —  §  89. 


parallele  Strecke  Rl  dar,  Fig.  320a,  und  fälle  vom  Punkte  1  das  Lot  IT 
auf  eine  durch  R  zur  Windrichtung  gezogene  Parallele  und  von  T  auf 
Rl  das  Lotl'l",    Man  erhält:  Winddruck  Tri  =  Strecke  1"1.    Ganz 


ft jl'^pA--- 


Pig.  820. 


ebenso  werden  W^  und  W^  gefunden.  In  Fig.  320  sind  gleiche  Feld- 
weiten X  angenommen  worden;  es  besitzen  dann  die  Winddrücke  Rp 
ITj,   Wj  die  gleiche  Horizontalprojektion  we\. 

Reiht  man  TTj,  TF^,  TT,  zu  einem  Kräftezuge  aneinander,  indem 
man  (Fig.  320b) 

ab=W\;    l)c=W^;    cd=M\ 

macht  (wobei  ab^OL  bc_\_IIL  cd_[_II III\  und  halbiert  hierauf 
die  Strecken  ai,  ic,  cd  in  den  Punkten  r,  t^  s,  so  stellen  die  Strecken 
ar^  rt^  ts^  sd  nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  beziehungsweise  die  Be- 
lastungen Wq,  Wj,  Wn^  Wm  der  Knoten  0,  7,  IZ,  ZZIdar;  die  Lage  ihrer 
Mittelkraft:  2W=ad  kann  mit  Hilfe  eines  Seilpolygons  bestimmt 
werden. 

Um  nun  die  Gegendrücke  A'  und  B'  .der  Auflager  A  und  J5,  von 
denen  das  erstere  auf  wagerechter  Bahn  verschiebbar  und  das  letztere 
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fest  sein  möge,  zu  bestimmen,  wird  der  senkrecht  gerichtete  Wider- 
stand Ä  mit  STT  in  C  zum  Schnitt  gebracht,  durch  die  Punkte  & 
und  B  die  Richtung  des  Widerstandes  B'  festgelegt  und  an  ||  CA 
sowie  dii  \^BC'  gezogen.  Man  findet  na=^Ä  und  dn  =  B'  und 
ist  jetzt  im  stände,  die  durch  den  vorliegenden  Belastungsfall  in  den 
einzelnen  Stäben  hervorgerufenen  Spannkräfte  zu  ermitteln,  z.  B.  mit 
Hilfe  eines  Oremonaschen  Kräfteplanes  (vergl.  §  27). 

In  gleicher  Weise  werden  die  Spannkräfte  für  den  Fall  bestimmt, 
daß  der  Wind  von  der  Seite  kommt,  auf  welcher  das  feste  Auflager 
liegt  Ist  der  Dachbinder  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Senkrechte 
durch  die  Mitte,  so  empfiehlt  es  sich,  die  Untersuchung  dieses  zweiten 
Belastungszustandes  am  Spiegelbilde  des  Binders  durchzuführen.  Man 
hat  dann  zur  Ermittelung  der  Auflager -Widerstände,  welche  jetzt  mit 
A''  und  B"  bezeichnet  werden  mögen,  nur  nötig,  in  der  Mg.  320  die 
beiden  Auflager  miteinander  zu  vertauschen,  und  erhält  die  in  jener 
Pigur  durch  strichpunktierte  Linien  dargestellten  Werte:  7i"a=:B'' 
und  dn"  =  A'\ 

171.  Einfluß  des  Sehneedruoks  und  des  Eigengewichte«.  Bei 
Untersuchung  der  Einwirkung  des  Schneedrucks  auf  Dachbinder, 
deren  Stäbe  nicht  durchweg  infolge  gänzlicher  Belastung  am  un- 
günstigsten beansprucht  werden,  beschränkt  man  sich  meistens  darauf, 
den  Fall  gänzlicher  Belastung  mit  demjenigen  der  Belastung  der 
linken,  beziehungsweise  rechten  Dachhälfte  zu  vergleichen.  Ist  dann 
der  Binder  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Senkrechte  durch  seine 
Mitte,  und  darf  das  Eigengewicht  als  eine  gleichförmige,  ausschließlich 
auf  die  Knoten  der  oberen  Gurtung  verteilte  Belastung  angesehen, 
werden  (was  häufig  der  Fall  ist),  so  lassen  sich  die  Grenzwerte 
sämtlicher  Spannkräfte  mit  Hilfe  eines  einzigen  Kräfteplanes  fest- 
stellen. Man  nehme  zunächst  nur 
die  rechte  Dachhälfte  gleichmäßig 
belastet  an,  und  zwar  mit  q=p  -\-g 
f.  d.  LängeneiAheit,  wo  ^r  =  ständige 
Belastung  und  p  =  Schneedruck 
(Fig.  321),  verteile  die  Belastung 
auf  die  Knotenpunkte  und  ermittle 
nach  irgend  einem  der  beschriebenen 
Verfahren  die  in  den  Stäben  hervorgerufenen  Spannkräfte.  Für 
irgend  einen  Stab  der  linken  Trägerhälfte  möge  sich  die  Spannkraft 
S'  ergeben,  für  den  entsprechenden  Stab  der  rechten  Hälfte  die 
Spannkraft  S'\ 

Wird  nun  gänzliche  Belastung  mit  q  vorausgesetzt  (Fig.  322),  so 
entsteht  offenbar 

(1)     S=S'+S". 


Fig.  821. 


21* 
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Wird   die   linke  Daxshliälfte   mit  g,   die   rechte   mit  q   belastet, 
Kg.  323,  so  entsteht  in  einem  Stabe  der  Unken  Trägerhälfte 

(2)     S  =  ^'+-^-Ä".*) 


iiiiiiiiiiiiiiiiiHiiiiiimy 


Rg.  824. 


Fig.  822.  Fig.  828. 

Ist  schließlich  die  rechte  Dach- 
hälfte mit  g  und  die  linke  mit  q 
belastet,  so  ergibt  sich  für  einen 
Stab  der  Unken  Hälfte 

(3)     S  =  ^8'+S'\ 

q 

Die  Spannkräfte  der  Gurtstäbe 
nehmen  bei  gänzlicher  Belastung 
des  Trägers  ihre  größten  Zahlenwerte  an;  sie  werden  deshalb  mittels 
Gleichung  (1)  bestimmt  Hingegen  sind  die  Kräfte  S  der  Füllungs- 
stäbe für  einseitige  Belastung  nach  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  zu 
berechnen. 

Ist  die  ständige  Belastung  keine  gleichförmig  verteilte,  oder  ist 
es  unzulässig,  die  gesamte  Last  g  ausschließlich  auf  die  Knoten  der 
oberen  Gurtung  zu  verteilen,  so  setze  man  in  den  vorstehenden  Ent- 
wicklungen zunächst  g  =  0  und  bestinome  hierauf  den  Einfluß  der 
ständigen  Belastung  mittels  eines  besonderen  Kräfteplanes. 

Zahlehbetspiel.  Der  in  der  Kg.  325  dargestellte  Dachbinder 
hat  eine  Stützweite  von  24*";  die  Knoten  der  oberen  Gurtung  liegen 
auf  einem  Kreisbogen,  dessen  Eadius  =  20*"  ist.  Der  Abstand  der 
Binder  voneinander  ist  =  4,0",  die  ständige  Belastung  beträgt  50* 
und  der  Schneedruck  75*  f.  d.  qm  der  Horizontalprojektion  der  Dach- 
fläche; also  ist  ^  =  50-4  =  200*  =  0,2';  p  =  75 -4  =  300*  =  0,3' 
und  g  =:^-[-JP==0,5'.  Die  gesamte  ständige  Belastung  möge  auf 
die  Knoten  der  oberen  Gurtung  verteilt  werden.  Streng  genommen 
greift  allerdings   ein   Teil   des   Bindergewichts   in   den   Knoten  der 


♦)  Die  Belastung  der  rechten  Dachhälfte  erzeugt  für  sich  allein  S'.  Wäre 
nur  die  linke  Dachhälfte  und  zwar  mit  q  belastet,  so  würde  in  dem  Stabe  der  linken 
Trägerhälfte  8*'  entstehen;  tritt  g  an  die  Stelle  von  q,  so  ist  5^'  im  Yerhältnis  g:^ 
zu  verkleinem.    Durch  diese  Überlegung  gelangt  man  zur  Gleichung  (2). 
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unteren  Giirtung  an;  doch  ist  derselbe,  verglichen  mit  dem  Gewichte 
der  Pfetten  und  der  Dach-  

niiiiiiimriiiiiiiimriiimiiiiinrir 


ie.-r^;|E.-#'^f -f*«! 


deckung  in  der  Begel  so 
gering,  daß  die  oben  ge- 
machte Annahme  voll- 
kommen zulässig  ist 

Zunächst  wird  der  Ein- 
fluß der  auf  die  rechte 
Dachhälfte  wirkenden 
Last  q  untersucht  Der 
Knoten  (3)  wii*d  hierbei 
mit  i  jX  =  i-0,5-4,0 
=  1,0*  belastet  und  jeder  der  Knoten  (1)  und  (2)  mit  0,5  •  4,0  =  2,0'. 
Man  erhält 

A  =  2,0  (i  +  i)  +  1,0 1  =  1,6';  B  =  3,5'*) 
und  findet  (beispielsweise  mit  Hilfe  eines  Oemo/ioschen  Planes)  die 
in  der  folgenden  Tabelle  zusanmiengestellten,  in  Tonnen  ausgedrückten 
Spannkräfte  S'  und  8". 


Ourtangen 

FOllungsstäbe 

Linke  Tiägerbälfte 

Rechte  Trägerhälfte 

'  linke  Trägerhälfte 

Rechte  TrägeihäUte 

Stab 

s- 

Stab 

s" 

1  Stab           S' 

Stab            S" 

1 

—  2,98 

1 

—  6,95 

7 

+  0,72 

7 

—  0,41 

2 

—  3,19 

2 

-6,03 

8 

—  0,60 

8 

+  0,39 

3 

—  3,97 

3 

—  5,01 

9 

+  1,26 

9 

-1,14 

4 

+  2,57 

4 

+  6,01 

10 

—  1,24 

10 

+  1,12 

5 

+  3,33 

5         +5,56  1 

6 

+  4,50 

" 

+  4,50  1 

Nun  entstehen  bei  gänzlicher  Belastung  des  Trägers  mit  q  (Kg.  322) 
in  den  Stäben  der  Gurtungen  die  Spannkräfte 
S,=  — 2,98  — 6,95==  — 9,93'      I     S^  =  + 2,57  +  6,01  =  + 8,58» 
Ä,==  — 3,19  — 6,03  =  — 9,22'      |     Äj  =  + 3,33  +  5,56  =  + 8,89' 
^=  —  3,97  — 5,01  =  — 8,98«      |     5,  =  + 4,50  +  4,50  = -f  9,00* 

Für  die  Füllungsstäbe  ergibt  sich 

a.     Im  BelastungsfaUe  Fig.  323. 


S=S'  -\-^  S"  +  S'  +  0,4  S" 


Sj  =  +  0,72  —  0,4 
Sg  =  —  0,60  +  0,4 
5,  =+1,26  —  0,4. 


S, 


10 


1,24  +  0,4 


0,41  =  + 
0,39  =  — 
1,14  =  + 
1,12  =  - 


0,56' 
0,44' 
0,80' 
0,79'. 


*)  B  bedeutet  den  Stiitzenwiderstand  nach  Abzug  von  ^qX. 
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b.    Im  Belastungsfalle  Fig.  324. 

S,  =  —  0,41  +  0,4  . 0,72  =  —  0,12' 
^S'^  =  +  0,39  —  0,4 . 0,60  =  +  0,15' 
S,  =  —  1,14  +  0,4 . 1,26  =  —  0,64* 
Äio  =  +  142  —  0,4  . 1,24  =  +  0,62*. 

Hiernach  werden  die  linkssteigenden  Füllungsstäbe  der  linken  Träger- 
hälfte auf  Zug  oder  auf  Druck  beansprucht,  je  nachdem  nur  die  rechte 
oder  nur  die  linke  Dachhälfte  mit  Schnee  belastet  ist.  Die  rechts- 
steigenden Füllungsstabe  verhalten  sich  entgegengesetzt 

Zu  den  vorstehend  angegebenen  Werten  S  sind  noch  die  durch 
den  Winddruck  hervorgerufenen  Spannkräfte  zu  addieren. 

172.  Fortsetzung.  Sollen  hinsichtlich  der  Belastung  durch  den 
Schneedruck  die  denkbar  ungünstigsten  Annahmen  gemacht  werden^ 
so  sind  die  Spannkräfte  im  allgemeinen  nach  den  in  den  §§  31  und  32 
angegebenen  Verfahren  zu  ermitteln.  Für  den  besonders  häufigen  Fall 
eines  symmetrischen  Trägers  mit  gleich  weiten  Feldern  empfehlen  wir 
indes  den  folgenden  kürzeren  Weg. 

Man  belaste  nur  den  der  Stütze  B  benachbarten  Knoten  der  oberen 
Gurtung,  und  zwar  mit  q\  bestinmie  den  am  linken  Auflager  hen'or- 

gerufenen  Widerstand -4' =  —9^?  "^o  ?i  =  Anzahl   der  Felder   und 

ermittele  auf  irgend  eine  Weise 
die  Spannkräfte  der  links  von 
der  Last  q\  liegenden  Stabe. 
Für  irgend  einen  Stab  der  linken 
Trägerhälfte  möge  sich  die  Spann- 
kraft S'  ergeben,  für  den  ent- 
sprechenden Stab  der  rechten 
Trägerhälfte  die  Spannkraft  S'\ 
Fig.  326. 


n 


Fig.  826. 


Wird  nur  der  der  linken  Stütze  {Ä)  benachbarte  obere  Knoten 
belastet  —  wieder  mit  q\  — ,  so  entstehen  in  den  Stäben  der  linken 
Hälfte  die  Spannkräfte  S'\  in  denen  der  rechten  Hälfte  die  Spann- 
kräfte S\ 

Es  sei  nun  diejenige  Spannkraft  S  gesucht,  welche  in  einem  Stabe 
der  linken  Trägerhälfte  durch  den  in  der  Fig.  327  dargestellten  Be- 
lastungszustand hervorgerufen  wird.  Jeder  Knoten  links  vom  Schnitte  tt 
trägt  die  Last  x\  und  jeder  Knoten  rechts  von  ^^  die  Last  x"\.  Durch 
den  Schnitt  tt  werden  außer  dem  fraglichen  Stabe  nur  noch  zwei  Stäbe 
getroffen.    Die  Knotenbelastung  links  neben  dem  Schnitte  tt  habe  von 
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der  Auflagersenkrechten  A  den  Abstand  m\  und  die  Knotenbelastung 
rechts  neben  tt  von  B  den  Abstand  7yi'\.     Werden  zunächst  sämt- 


<— w^i— ^ 


K- 


-m^.X )j 


i 

x'X^ 

z'X 

Z'X 

1    t 

i 

\7\ 

1 

i 

•t. 

\i 

V 

-y 

i 

B 

k 

Fig.  327. 
liehe  Lasten  x\  entfernt,  so  greift  links  von  tt  nur  die  äußere  Kraft 

\n        n        n  '     n  /  2  q    n 
m"  (m"  +  1)  x"    , 

-         2         7"* 

an,  und  es  entsteht  deshalb  die  Spannkraft 

m   (m    +1)  X    „, 
S  = 2 —  5, 

und  ebenso  findet  man,  daß  die  Lasten  x'\  für  sich  allein  die  Spannkraft 

S: 


m  (m'  +  1)_  *^  o" 


2  q 

hervorbringen.    Im  ganzen  entsteht  also: 

^^m''(m"  +  l)   x"  ^,        ni'{m'  +  l)     x'  ^,. 
2  9  2  q        ' 

Gehört  der  fragliche  Stab  einer  Ourtung  an,  so  ist  gänzliche  Be- 
lastung des  Trägers  vorauszusetzen,  also  x'  =  x"  =  q  einzuführen.  Man 
findet  dann 

In  einem  linkssteigenden  Füllungsstabe  entsteht  „^  oder  «,»5,  je 
nachdem  der  Schneedruck  nur  rechts  oder  nur  links  vom  Schnitte  tt 
wirkt  Im  ersten  Falle  setze  man  x'=g  .und  x''  =  q^  im^ zweiten 
Falle  x''  =  g  und  x'  =  q.    Es  ergibt  sich 


(2) 


g_  ni"  (m" -\- 1)  ^,        m'  {m  +  1)    g^  ^„ 

u  u  q 

^       m'  (in'  + 1)    g      ,         m  {m  +  1)      ,, 
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Für  einen  rechtssteigenden  Füllungsstab  erhält  man  schließlich 


(3) 


m"  (m"  +  1)     ,        m'  (m'  +  1)    ^      „ 
.5= 2 ^  + 2 J^ 


Ist  die  ständige  Belastung  ungleichförmig,  so  setze  man  in  den 
vorstehenden  Entwicklxmgen  g  =  0  und  bestimme  den  Einfluß  der 
ständigen  Belastung  mittels  eines  besonderen  Eräfteplanes,  und  ebenso 
verfährt  man,  wenn  bei  Netzwerkträgem  ein  wesentlicher  Teil  einer 
gleichförmigen  ständigen  Belastung  in  den  Knoten  der  unteren  Gurtong 
angreift  (Dachbinder  mit  angehängter  Decke).*) 

ZahletibeispieU  Wir  erläutern  unser  Verfahren  an  dem  bereits  in 

No.  171  untersuchten  Daeh- 
A 


^.' 


Fig.  828. 


binder.     Es  ist  }X  =  0,5-4 
=  2,0*    und    wegen   w  =  6, 

A'  =  —  q\  =  -„-  t       Dem 
71  ^  3 

Belastungszustande  in  Eig.328 

entsprechen     die    folgenden, 


mit  Hilfe  eines  Oremonaschen  Planes  gewonnenen  Spannkräfte. 


Stab 

S' 

s" 

i     Stab 

1 

S' 

8" 

1 
2 
3 

—  0,66 

—  0,71 

—  0,88 

—  2,13 

—  1,23 

1      7 
1      8 
1      9 

+  0,16 
—  0,13 

+  0,28 

—  1,25 

+  1,12 

—  0,52 

4 
5 
6 

+  0,57 
+  0,74 
+  1,00 

+  1,48 
+  1,00 

10 

1 

—  0,275 

+  0,51 

Nun  sind  die  größten  Spannkräfte  in  den  Gurtungen  nach  Gleich.  (1): 


Stab 


1 
2 
3 


5-6 


0,66 


=  —  9,90' 


2 

4.  f»  1.9 

JL_^ .  0,71  -  -2-  •  2,13  =  -  9,23' 

^^ .  0,88  —  -^^ .  1,23  =  —  8,97* 


*)  Wir  erinnern  daran,  daß  bei  den  Fachwerken  mit  Vertikalen  die  ständige 
Belastong  stets  auf  die  Knoten  einer  der  beiden  Gurtongen  yerteilt  werden  darf. 
Man  hat  nur  nötig,  die  Spannkräfte  V  nachträglich  aof  die  früher  angegebene  Weise 
(Seite  267  n.  268)  zu  verbessern. 
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Stab 


Ä,  =  . 


5-6 


2 

4.5 


.  0,57  =  4-  8,55' 

Ä,=  +  -^-0,74  +  ^.l,48  =  +  8,88' 

3-4  2-3 

S,  =  +  -^.l,00  +  ^.l,00  =  +  9,00' 


2       "'""  I      2 
Für  die  linkssteigenden  Diagonalen  erhält  man,  nach  Oleich.  (2), 

mit  ^  =  0,4: 
9 


Stab 

m" 

m' 

7 

4 

1 

-.«7=  +  ^-0,16-0,4- 

.1_2. 1,26.  0,4  =  +  1,10' 
->-2^.1,25 0,61' 

9 

3 

2 

-^•0,52.  0,4  =  +  1,06' 
--^•0,52         =  —  0,89' 

nnd  für  die  rechtssteigenden  Diagonalen,  nach  Gleich.  (3): 


Stab  m"  m 


xSs  =--^-0,13 -0,4  +  -?^.  1,12  =  +  0,60* 

A=-^-0,13         +^2-    142    0,4  =  -0,85* 


10    3  I  2 


''S'io 


^.0,275.0,4  +  ^.0,61         =  +  0,87* 


3-4 


4 


2 
23 


0,51 .  0,4  =  — 1,04* 


Die  Spannkräfte  in  den  Fällungsstäben  ergeben  sich  hiemach 
wesentlich  größer  als  nach  der  in  Ko.  171  angestellten  Kechnnng; 
beispielsweise  wird  ,^Sy  fast  doppelt  so  groß  wie  vorhin.  Zu  berück- 
sichtigen ist  allerdings,  daß  die  zweite  Rechnung  sehr  unwahrschein- 
liche BelastungsfälLe  annimmt. 
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X.   Abschnitt. 

Der  Gerbersche  Fachwerkbalken. 

§  40. 
Eioflufilioien. 

173.  Eüüeituig.  Wir  betrachten  den  Oerberschen  Träger  unter 
denselben  Yoraassetzungen,  die  im  vorigen  Abschnitte  bei  der  Behand- 
lung des  einfachen  Balkens  gemacht  wurden,  nehmen  also  an,  daß  sich 
die  beweglichen  Auflager  auf  wogerechten  Bahnen  verschieben,  daß  nur 
senkrecht  und  abtvärts  gerichtete  Lasten  wirken,  und  daß  die  geglie- 
derten Scheiben,  aus  denen  der  Träger  besteht,  einfache  Dreiecknehe 
sind.  Die  Koppelträger  (beispielsweise  die  Teile  AB  des  in  der 
Kg.  329  dargestellten  Trägers)  verhalten  sich  wie  einfache  Balken,  und 


Fig.  829. 

es  bleibt  also  nur  noch  die  Inanspruchnahme  eines  Balkens  mit  über- 
I  stehenden  Enden  zu  untersuchen.    Dabei  genügt  es,  die  Gesetze  für 

i  den  Fall  aufzustellen,  daß  beide  Balkenenden  außerhalb  der  Stützen 

I  liegen  und  durch  angrenzende  Koppelträger  belastet  werden.    Xinunt 

man  dann  das  eine  überstehende  Stück  gewichtslos  und  unbelastet  an, 
so  ergeben  sich  die  Gesetze  für  den  Balken  mit  nur  einem  überragen- 
den Ende. 

Die  Frage  nach  der  Bestimmung  der  in  den  Gurtungen  entstehenden 
Spannkräfte  0  und  U  ist  bereits  durch  die  früheren  Untersuchungen 
erledigt;  denn  die  in  No.  14B  (Seite  245  und  246)  gegebenen  Regeln, 
um  die  0  und  U  aus  den  auf  die  Knotenpunkte  bezogenen  Momenten  M 
abzuleiten,  gelten  für  jedes  einfache  Dreiecknetz,  imd  die  Aufsuchunfr 
der  größten  und  kleinsten  Momente  M  wurde  bereits  im  Abschnitte  VI 
gelehrt  Es  ist  daher  hauptsächlich  noch  die  Ermittelung  der  Sfpann- 
kräfte  in  den  Füllungsstäben  zu  erörtern.  Bei  Parallelträgem  mit  wage- 
rechten Gurtungen  ergeben  sich  diese  Kräfte  am  schnellsten  aus  den 
Querkräften,  welche  auf  die  im  Abschnitte  VI  beschriebene  und  im 
folgenden  Paragraph  durch  ein  Zahlenbeispiel  erläuterte  Art  bestimmt 
werden  können. 
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Bei  Trägem  mit  gebrochenen  Gurtungen  hingegen  ist  im  allge- 
meinen  die  Benutzung  der  Einflußlinien  als  das  übersichtlichste  Ver- 
fahren am  meisten  zu  empfehlen,  wobei  die  Untersuchungen  im  §  19 
zuweilen  gute  Dienste  leisten  werden.  Außerdem  verdient  noch  die 
Bestinmiungsweise  der  Spannkräfte  nach  Zimmermann  hervorgehoben 
zu  werden;  zu  der  im  §  36  gegebenen  allgemeinen  Entwicklung  dieses 
Verfahrens,  welche  für  jedes  von  parallelen  äußeren  Kräften  ergriffene 
Dreiecknetz  gilt,  ist  wenig  hinzuzufügen.  Es  genügt,  darauf  hinzu- 
weisen, daß  beim  Gcrfcerschen  Bal- 
ken Momente  von  verschiedenen  Vor- 
zeichen auftreten.  In  der,  einen 
Teil  eines  Netzwerks  darstellenden 
Kg.  330  wurde  vorausgesetzt,  daß 
das  Moment  M^  positiv,  hingegen 
Jt,-i  negativ  ist  Die  Strecken  m.a 
und  6c,  welche  die  Verhältnisse 
M^  :  X^  und  M^^i  :  X«  darstellen, 
wurden  von  der  unteren  Gurtung 
aus  aufgetragen  (entsprechend  der 
Anordnung  in  Fig.  247),  beide  aber 
in  entgegengesetzter  Richtung.  Die 
Pfeile  neben  den  die  Spannkräfte  0, 
D,  U  darstellenden  Strecken  ad,  de, 

ef  deuten  au,  in  welchem  Sinne  die  Spannkräfte  an  dem  Trägerteile 
Hnks  von  dem  durch  die  Stäbe  0,  D,  U  geführten  Schnitte  ^^an- 
greifen.   Um  bei  Feststellung  dieses  Sinnes  keinen  Fehler  zu  begehen^ 

genügt    es,    daran   zu   denken,   daß   ein  Stab  der  — Gurtung 

wird,   sobald    das   Moment  M  für  den  gegenüberliegenden 

gezogen  '  o  o  o 

Knotenpunkt  positiv  ist,  und  daß  die  wagerechte  Projektion  des  aus 

den  Spannkräften  0,  2),   U  bestehenden  stetigen  Kräftezuges  =  0  sein 

muß,  weil  sämtliche  äußeren  Kräfte  senkrecht  sind. 

Man  hätte  in  Fig.  330  auch  den  negativen  Wert  Jlf«_,:X  von 
der  unteren  Gurtung  aus  nach  oben  und  das  positive  M^  :  X  nach 
onten  absetzen  können;  sind  beide  Momente  negativ,  so  werden  sie 
beide  zweckmäßig  nach  oben  hin  aufgetragen,  damit  der  aus  0,  ?7,  D 
bestehende  Kräftezug  innerhalb  des  Trägemetzes  liegt  Ganz  entsprechend 
ist  zu  verfahren,  wenn  die  in  der  Figur  248  dargestellte  Anordnung 
gewählt  wird. 

In  der  Fig.  331  ist  ein  Trägerstück  mit  Vertikalen  abgebildet  wor- 
den; die  Belastung  ist  an  den  Knotenpimkten  der  unteren  Gurtung 


Fig.  330. 
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Fig.  881. 


angreifend  gedacht     Es  wurde  JC  positiv  und  3f^_i  negativ  ange- 
nommen und  auf  die  in  No.  158  beschriebene  Weise  das  Kräftepolygon 

für  den  oberen  Knoten  m  —  1  ge- 
zeichnet    Es   ergibt   sich    0^  =  de; 

Die  in  das  Kräftepolygon  eingetrage- 
nen Pfeile  geben  an,  in  welchem 
Sinne  die  Kräfte  am  oberen  Knoten 
m  —  1  angreifen.  Zur  Feststellung 
des  Umfahrungssinnes  dieses  Krafte- 
polygons  genügt  es,  zu  wissen,  daß 
0^  einen  Druck  bedeutet,  weil  if« 
positiv  ist 

XJm  das  Zimmermannsche  Ver- 
fahren anwenden  zu  können,  braucht 
mau  nur  die  Momente  für  die  Knoten- 
punkte zu  bestimmen.  Hierzu  reichen 
die  im  Abschnitte  VI  für  einen  beliebigen  Belastungszustand  ent- 
wickelten Gesetze  aus,  sobald  noch  festgestellt  worden  ist,  wie  der 
Träger  belastet  werden  muß,  damit  die  fraglichen  Spannkräfte  ihre 
größten  Werte  annehmen.  Die  letztere  Frage  wird  am  schnellsten  durch 
die  Betrachtung  der  Einflußlinien  entschieden. 

174.  EinfinflUnie  ffir  die  Spannkraft  1>  In  einem  Fflllimgsfltabe 
des  Auslegers  BC  In  Fig.  332.  Wir  führen  durch  den  fraglichen 
Stab  einen  Schnitt  tt^  welcher  außerdem  noch  zwei  Gurtstäbe  (0  und 
U)  trifft,  wählen  den  Schnittpunkt  E  von  0  und  U  zum  Drehpunkte 
und  setzen  die  Sunune  der  Momente  aller  am  linken  Trägerteile 
wirkenden  Kräfte  gleich  Null.  F^  und  F^  seien  die  dem  Schnitte  tt 
benachbarten  Querträger.  Irgendwo  zwischen  JP\  und  dem  Gelenke  B 
greife  eine  Einzellast  P,  an,  im  Abstände  o,  von  JE7,  und  auf  den  an- 
grenzenden Koppelträger  AB  wirke  eine  Last  P^  in  der  Entfernung  04 

'    ^  aus.    Wird  zu- 


vom  Gelenke  A\  letztere  übt  auf  B  den  Druck 


r 


nächst  angenommen,  daß  E  zwischen  B  und  JP\  liegt  (im  Abstände  c 
von  B)  und  daß  a,  positiv  ist,  sobald  sich  P,  links  von  E  befindet 
80  ergibt  sich,  wenn  die  Bechtsdrehung  als  die  positive  angesehen  und 
das  Lot  von  E  auf  den  fraglichen  Füllungsstab  mit  r  bezeichnet  wird, 
die  Gleichgewichtsbediagung 

in  welcher  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen  gilt,  je  nachdem  die 
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Spannkraft  D  rechts  oder  links  um  E  dreht    In  dem  in  der  Mg.  332 
vorausgeseteten  Falle  ergibt  sieh 


^=+t(^^»+^.«.> 


Rg.  382. 

Da  dieser  Ausdruck  in  Bezug  auf  die  Veränderlichen  a^  und  o, 
vom  ersten  Grade  ist,  und  da  femer  eine  in  F^  oder  rechts  von  F^ 
angreifende  Last  ohne  Einfluß  auf  D  ist,  so  besteht  die  Einflußlinie 
für  D  aus  drei  Geraden  A'J^  JL^  und  L^L^  (Kg.  332b),  welche  den 
Trägerteilen  AB^  BF^  und  F^F^  entsprechen,  und  deren  mittelste 
senkrecht  unter  E  die  Ordinate  Null  besitzt,  da  eine  durch  E  gehende 
Last  Pj  die  Spannkraft  2)  =  0  erzeugt  Kennt  man  also  beispielsweise 
die  Spannkraft  B'J=D\  welche  eine  in  B  angreifende  Last  P=l 
in  dem  fraglichen  Stabe  hervorruft,  so  ist  man  im  stände,  die  Einfluß- 
linie aufzuzeichnen  und  den  EinfluJß  jeder  Last  P  in  der  Form  D  =  Py\ 
anzugeben.  Die  Kräfte  D'  aber  findet  man  u.  a  mit  Hilfe  eines  Ore- 
monasdben  Planes,  welcher  für  den  in  der  Kg.  332  c  dargestellten  Be- 
lastungszustand gezeichnet  wird.  Sehr  einfach  ist  auch  die  Festlegung 
der  Einflußlinie  mittels  der  Strecke  L^H=D'\  welche  von  der  Ge- 
raden JL^  auf  der  Senkrechten  durch  F^  abgeschnitten  wird  und  in 
folgender  Weise  bestimmt  werden  kann.  Man  betrachte  das  Träger- 
stück  links  vom  Schnitte  tt  und  suche  diejenigen  Kräfte  0,  D'\  CT, 
welche  mit  einer  durch  den  Punkt  F^  gehenden  Last  P=  1  im  Gleich- 
gewichte sind  (Fig.  332d).    Man  findet   0  =  0,  während   J7  und  D" 
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durch  das  Kräftedreieck  in  der  Figur  332  e  gegeben  sind.  Im  vor- 
liegenden Falle  ist  D"  ein  Druck,  welcher  bei  vertikaler  Lage  des 
fraglichen  Füllungsstabes  =  1  wird. 

Unsere  Untersuchung  lehrt:  Liegt  der  Punkt  E  zwischen  B  und 
dem  Schnitte  tt^  so  erzeugen  alle  links  von  E  gelegenen  Lasten  in 
dem  linkssteigenden  Füllungsstabe  D  einen  Zug,  alle  rechts  von  E 
wirkenden  Lasten  einen  Druck.  Je  nachdem  also  die  bewegliche 
Belastung  nur  auf  den  Trägerteil  AE  oder  nur  auf  den  Teil  EF^ 
wirkt,  entsteht  die  Spannkraft  „^  oder  «<^Z>.  Wird  der  Trager  durch 
einen  Zug  von  Einzellasten  beansprucht,  so  sind  die  schwersten 
Lasten  in  die  Jfähe  von  5,  oder  in  die  Nähe  von  F^  zu  stellen,  je 
nachdem  ^«D  oder  ^,^Z>  erzeugt  werden  soll.  Die  ungünstigste 
Stellung  des  Lastenzuges  bestimmt  man  am  schnellsten  durch  Probieren. 

In  der  Fig.  333  ist  der  Fall  eines  links  von  B  gelegenen  Schnitt- 
punktes E  der  Gurtstäbe  0  und  U  dargestellt  worden.  Es  handelt 
sich  dort  wieder  um  einen  linkssteigenden  Füllungsstab.  Die  Einflnß- 
linie  Ä'JL^L^  kann  wie  vorhin  mit  Hilfe  des  Punktes  E  und  eines  der 
beiden  Werte  D'  und  D"  aufgezeichnet  werden,  wobei  die  Größe  von  D" 
durch  Zerlegung  der  Lasteinheit  nach  den  Richtungen  0  und  D  erhalten 


,|\M\NM^7l>^|^ 


Fig.  338. 

wird;  es  kann  aber  auch  vorteilliaft  sein  (bei  unbequem  gelegenem 
Punkte  E%  die  Lage  der  Geraden  JL^  durch  Auftragung  der  Strecken  D' 
und  Z>"  zu  bestimmen.  Die  Fig.  333  lehrt,  daß  in  einem  linkssteigenden 
Füllungsstabe  bei  links  von  B  liegendem  Punkte  Ennv  Druckspannungen 
entstehen,  welche  bei  gänzlicher  Belastung  des  Trägerteiles  AF^  am 
größten  werden.  Im  Falle  der  Beanspruchung  des  Trägers  durch 
einen  Zug  von  Einzellasten  sind  die  schwersten  Lasten  in  der  Nähe 
von  F^  aufzustellen. 

Rechtssteigende  Füllungsstäbe  verhalten  sich  bezüglich  der  Vor- 
zeichen entgegengesetzt  wie  linkssteigende.  Liegt  also  beispielsweise 
der  einem  rechtssteigenden  Füllungsstabe  entsprechende  Punkt  E  links 
von  jB,  so  entstehen  iu  dem  Stabe  nur  Zugspannungen. 
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Hinsichtlich  der  Benutzung  der  Einflußlinien  zur  Ermittelung  der 
Grenzwerte  der  Spannkräfte  verweisen  wir  auf  den  §  14. 

175.  Einfluflllnie  fOr  die  Spannkraft  1>  in  einem  Fflllnngsstabe 
des  Trägerteiles  CD  in  Flg.  334.  Solange  es  sich  nur  um  den 
Einfluß  von  Lasten  handelt,  welche  zwischen  den  Stützen  C  und  D 
auf  den  Träger  wirken,  verhält  sich  das  Trägerstück  CD  wie  ein  ein- 
facher Balken,  und  es  besteht  deshalb  der  zwischen  C  und  D  gelegene 
Teil  der  Einflußlinie  (nach  No.  143)  aus  den  drei  mit  77,  777  und  IV 
bezeichneten  Geraden,  deren  erste  und  letzte  auf  den  Senkrechten  durch 
die  Stützpunkte  D  und  C  die  Strecken  7>"  und  D'  absdmeiden,  wo- 
bei D'  diejenige  Spannkraft  ist,  welche  im  Stabe  7>  entsteht,  sobald 
links  vom  Schnitte  tt  nur  die  äußere  Kraft  C=  1  angreift  (Kg.  335), 
während  D"  erzeugt  wird,  falls  rechts  von  tt  ausschließlich  der  Stützen- 
widerstand 7)  =  1  wirkt.*)    Um  den  Einfluß  von  Lasten  zu  bestimmen, 


Fig.  834. 


Fig.  335. 


W^'        p\/\/w 


Fig.  336. 


welche  auf  dem  Ausleger  DQ  und  dem  angrenzenden  Koppelti-äger  OH 
ruhen,  erwäge  man,  daß  im  Falle  ausschließlicher  Belastung  des 
Trägerteiles  Jf^^Tir  am  Ti'ägerabschnitte  links  von  tt  nur  der  Stützen- 
widerstand C  als  äußere  Kraft  angreift,  woraus  dann  folgt,  daß  die 
Ordinaten  der  Einflußlinie  für  die  Spannkraft  D  zwischen  F^  und  H 
den  entsprechenden  Ordinaten  der  (in  No.  93  bestimmten)  Einflußlinie 


*)  In  der  Fig.  334  ist  die  Belastung  an  der  oberen  Gurtung  angreifend  gedacht. 
JF*|  und  F|  sind  die  dem  Schnitte  ti  benachbarten  Auflager. 
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für  C  proportional  sein  müssen.  Hiemach  entspricht  dem  Trager- 
stücke  Z>  ff  die  Verlängerung  der  Geraden  IV  und  dem  Stücke  GE 
die  Gerade  F,  welche  die  IV  auf  der  Senkrechten  durch  ff  trifft  hi 
gleicher  Weise  läßt  sich  auf  den  Einfluß  von  Lasten  Unks  von  C 
schließen.  Hervorzuheben  ist,  daß  sich  die  Geraden  //  und  IV  auf 
der  Senkrechten  durch  den  Schnittpunkt  E  der  vom  Schnitte  tt  ge- 


Fig.  387. 

troffenen  Gurtstäbe  0  und  U  schneiden  müssen.  Je  nachdem  nun  E 
rechts  oder  links  vom  Stützpunkte  D  liegt  (Fig.  334  oder  337),  er- 
zeugen Lasten,   welche   auf  die  Trägerteüe   CF^   oder  F^D  wirken, 


Fig.  888. 

Spannkräfte  D  von  gleichem  oder  entgegengesetztem  Vorzeichen. 
Punkt  E  kann  bei  günstiger  Lage  zur  Aufzeichnung  der  Einflußlinie 
für  D  benutzt  werden;  es  genügt  dann,  D'  oder  D"  aufzutragen. 
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Wir  erinnern  noch  an  die  in  No.  143,  Fig.  226  nachgewiesenen 
wichtigen  Eigenschaiften,  daß  M  und  E  senkrecht  über  S  und  N  liegen 
und  Strecke  L^R^=zv  ist 

Um  die  entsprechende  Figui*  für  eine  rechtssteigende  Diagonale 
zu  erhalten,  betrachte  man  das  Spiegelbild  der  Fig.  338.  Kehrt  man 
Fig.  338  imi,  so  daß  F^F^  der  unteren  Gurtung  angehört,  so  hat 
man  den  Fall  einer  unten  angreifenden  Belastung;  man  muß  aber  die 
Vorzeichen  umkehren.  Das  Verfahren  gilt  natürlich  auch  dann,  wenn 
sich  Ound  U  zwischen  den  Stützen  treffen.  Wir  empfehlen  dem  Leser, 
alle  diese  Fälle  aufzuzeichnen. 

176.   Die  Einflnflliiiien  für  die  Spannkräfte  in  den  Oürtungen 

können  aus  den  Einflußlinien  für  die  den  Gurtstäben  gegenüberliegen- 
den Momente  mittels  Division  durch  den  Hebelarm  der  fraglichen  Spann- 
kraft abgeleitet  werden.     Kürzer  ist  aber  das  folgende  Verfahren. 

a.  Spannkräfte  0  und  ü  des  Auslegers  BC,  Die  in  der  Fig.  339 
dargestellten  Einflußlinien  für  die  Spannkräfte  0  und  U  in  den  Gurt- 


stäben, welche  der  zwischen  den  Querträgern  F^  und  F^  geführte 
Schnitt  tt  trifft,  können  in  einfacher  Weise  durch  die  (mit  Hilfe  eines 
Ch^emonaschen  Planes  zu  ermittelnden)  Spannkiäfte  0'  und  U'  be- 
stimmt werden,  welche  eine  in  B  angreifende  Last  P=  1  hervorbringt 
(Fig.  332  c).    Ferner  können  sie  mit  Hilfe  der  Spannkräfte  0"  und  V 


MAller.BreiUn,  araphische  Statik.    I. 
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gezeichnet  werden.  Die  Größe  von  0"  wird  durch  Zerlegung  von 
P=  1  nach  den  Richtungen  von  0  und  D^  gewonnen,  diejenige  von 
Z7"  durch  Zerlegung  von  P==  1  nach  den  Richtungen  von  U  und  D, 
(flg.  339  d).  Bei  Anwendung  der  zweiten  Bestimmungsart  vermeidet 
man  die  Zeichenfehler,  welche  die  Festlegung  der  Linien  /  durch 
kleine,  den  Nullpunkten  N  nahe  Ordinaten  leicht  im  Gefolge  haben, 
wenn  man  in  n^fachen  Abständen  von  jenen  Nullpunkten  die  durch 
Zerlegung  einer  Last  n«l  gewonnenen  Werte  nO"  und  nU"  auf- 
trägt, wobei  n  eine  beliebige  gerade  Zahl  bedeutet 

Man  kann  auch  die  Gerade  /  in  Eig.  339a  mit  Hilfe  der  dem 
Punkte  E^  entsprechenden  (negativen)  Ordinate  0'"  festlegen,  deren 
Größe  durch  Zerlegung  von  P=  1  nach  den  Richtungen  von  0  und  D, 
erhalten  wird,  und  schließlich  läßt  sich  die  Gerade  I  in  Fig.  339  b 
mittels  der  zu  F^  gehörigen  Ordinate  U'"  bestinmien.  Die  Größe  der 
letzteren  ergibt  sich,  wenn  die  Last  P=  1  nach  den  Richtungen  der 
Stäbe  U  und  D^  zerlegt  wird.  Die  Darstellung  von  0'"  und  ü'"  an 
ätelle  von  0"  und   ü"  wird  nötig,  sobald  der  Stab  2>,  vertikal  hegt 

6.  Spannkräfte  O  und  U  in  den  Stäben  des  xvnschen  den  Stützen 
liegenden  Trägerteiles  CD,  Die  Einflußlinien  für  die  Spannkräfte  0 
imd   U  sind  hier  durch  die  Spannkräfte  0',   U'  oder  0"  U"  bestimmt, 


r^bm^C\ 


«! 


*«uqjj]jjjTjPPIiins 


^rtyflfTriiTrDBntitTtttwi— ^^— I 


Fig.  840. 

welche  den  in  den  Figuren  335  und  336  dargestellten  Belastungsfallen 
entsprechen.  Der  Trägerteil  zwischen  den  Stützen  verhält  sich  wie 
ein  einfacher  Balken.  In  der  Fig.  340  ist  der  Fall  eines  Balkens  mit 
oben  angreifender  Belastung  behandelt  worden. 

Indem  wir  auf  die  am  Schluß  von  No.  175  durchgeführte  Unter- 
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suchung  der  Eigenschaften  der  Emflnßlinie  für  die  Spannkraft  D  ver- 
weisen (Kg.  338),  überlassen  wir  es  dem  Leser,  selbst  die  folgenden 
Gesetze  mittels  ähnlicher  Betrachtungen  abzuleiten. 

Die  beiden  durch  die  Werte  0'  und  0"  bestimmten  Geraden 
I  und  //  schneiden  auf  der  Senkrechten  durch  J\  eine  Spannkraft 
R^L^^=^0'"  ab,  deren  Größe  durch  Zerlegung  der  Last  P==l  nach 
den  Richtungen  der  beiden  im  Punkte  -F,  zusammentreffenden  Stäbe 
O  und  D,  erhalten  wird,  und  die  in  der  Figur  340  mit  0"",  U"\ 
TT'"  bezeichneten  Spannkräfte  können  der  Reihe  nach  bestimmt 
werden  durch  Zerlegung  von  P  =  l  nach  den  Richtungen  0  und  D, 
beziehungsweise  TJ  und  2>i,  beziehungsweise  TJ  und  Dg.  Es  leuchtet 
ein,  daß  im  allgemeinen  einer  der  vier  Werte  0\  0'\  0"\  0""  zur 
Bestimmung  der  0-Linie  und  einer  der  vier  Werte  U\  U'\  U"\  TT"' 
zur  Bestimmung  der  CT-Linie  ausreicht*)  Besser  ist  es  jedoch,  stets 
mehrere  dieser  Werte  zu  ermitteln,  um  die  Zuverlässigkeit  der  Zeich- 
nung prüfen  zu  können. 

§  4L 

Kräfteplan  ffir  eioe  Eisenbahnbrficke  mit  Qerberschen 

Balken. 

Zahlenbeispiel.    Tafel  5. 

Es  ist  der  in  der  Kg.  341  (Tafel  5)  dargestellte  Hauptträger 
einer  zweigleisigen  Eisenbahnbrücke  mit  mehreren  Öffnungen  zu 
untersuchen.  Die  bewegliche  Belastung  bestehe  aus  einem  Güterzuge 
mit  3  Lokomotiven,  und  die  ständige  Belastung  sei  ^  =  1,74*  f.  d. 
Meter.**) 


*}  Beim  Fachwerke  mit  Vertikalen  werden  einige  Werte  0",  0'"\  U",  ü"" 
l^eich  Null. 

**)  Wir  wählen  dieselbe  Belastong  wie  in  den  auf  den  Tafeln  1,  8,  4  behan- 
delten Zahlenbeispielen,  um  Ergebnisse  früherer  Rechnungen  benutzen  zu  können. 
Hervorzuheben  ist,   daß  bezüglich  der  Ausbildung  der  Auflager  des  Trägers  zwei 


^^^^^^^TOW. 


pH-e— ->!•• 1 ^"^"^m 

Fig.  342. 

flUe  möglich  sind.  Erstens  kann  man,  nach  dem  Vorschlage  Oerbera,  die  Eoppel- 
tiSger  gelenkartig  mit  den  Auslegern  verbinden,  und  zweitens  kann  man  jeden 
schwebenden  Teil  auf  die  in  der  Fig.  842  dargestellte  Art  mit  eiuem  festen  und 

22* 
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I.    Spannkrftfte   in  den  Onrtongen  des  Anelegers  BC.     Wir 

wenden    das   Zimmermannsche   Verfa-hren    an,   und    bestimmen  die 
Werte  M:\  teils  durch  Rechnung,  teils  durch  Zeichnung. 

i.  Momente  infolge  der  ständigen  Belastung,  Die  Feldweite  ist 
für  den  überragenden  Teil:  X  =  3,0-.  Der  Knoten  1  (Mg.  343)  wird 
daher  belastet  mit:  g\=lJ4:'3  =  5ß2'  und  Knoten  0,  welcher  das 


E6.Z: 


Fig.  343. 

halbe  Gewicht  des  32"*  langen  schwebenden  Teiles  aufzunehmen  hat, 
mit:    i .  1,74  •  32  +  i  •  5,22  =  30,45^     Es  ergibt  sich  daher 

r.¥,,  =  - 30,45.x 
^  ^    \M^,  =  —  30,45 .  2  X  —  5,22  X  =  —  66,12  X  =  Stutzenmoment  Mc,. 

2,  Momente  infolge  der  beweglichen  Belastung.  Es  wurde  für 
einen  hinlänglich  langen  Eisenbahnzug  in  der  Eig.  344  (Tafel  5)  ein 
Seilpolygon  gezeichnet  und,  um  dieses  Polygon  auch  zur  UntCT- 
suchung  der  Parallelträger  CD  und  CD'  bequem  benutzen  zu  können, 
die  Polweite  gleich  einem  Vielfachen  der  Höhe  jener  Träger  gewählt; 
sie  ist:  S'=  4  •  3,6  =  14,4"*.  Nun  wurde  der  Träger  in  die  (rot 
eingezeichnete)  Stellung  I  gegen  den  Eisenbahnzug  gebracht  und 
die  dem  Koppelträger  entsprechende  SchlußHnie  s^  eingetragen  und 
nach  rechts  gehörig  verlängert    Aus  den  auf  den  Senkrechten  durch 


einem  beweglichen  AoflageTgelenke  versehen.  Im  ersten  Falle  darf  auf  den  Pfeflem 
nur  ein  festes  Lager  angeordnet  werden;  alle  übrigen  Lager  müssen  beweglich 
sein,  während  im  zweiten  Falle  jeder  der  durch  Pfeiler  unterstützten  Teile  ein 
festes  und  ein  bewegliches  Auflagergelenk  erhält. 

Welche  der  beiden  Anordnungen  vorliegt,  ist  für  die  Berechnung  der  durch 
senkrechte  Lasten  hervorgerufenen  Spannkräfte  imd  Stützenwiderstände  gleichgültig. 

Die  letzte  Anordnung  findet  sich  bei  der  im  Jahrgange  1877  der  Zeitschiift 
für  Bauwesen  (Seite  41  u.  ff.)  beschriebenen  Warthe-Brüeke  bei  Posen,  deren 
Hauptträger  dem  hier  untersuchten  Balken  ähnlich  sind. 
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Knoten  1   und  Stütze  C  vom  Seilpolygon  und  der  Geraden  s,   abge- 
schnittenen Strecken  y^  und  y^*)  ergab  sich 

M^,  =  —  Hy^  und  ifg,  ==  —  Hy^  =  Stütxenmcmient  Mc,. 

Die  ungünstigste  Stellung  des  Trägers  gegen  den  Lastenzug  wurde 
durch  Probieren  bestimmt,  wobei  sich  herausstellte,  daß  beide  Momente 
bei  ein  und  derselben  Stellung  ihre  größten  Werte  annahmen. 

Nach  Division  durch  X  ^  3"  folgt 

"Y^  =  —  yi-y^  =  —  yi  cotg a  und  -^  =  —  y,  cotg a 

TT 

WO  cotg  a  =  -r-«    Man  findet 

A 

(2)        -^  =  —  92,1'  und  ^'-  =  —  192,0'**) 
und  nach  Hinzurechnung  der  Wirkung  der  ständigen  Belastung 


(3) 


^    =  —   92,1  —  30,4  =  —  122,6* 

M 
^  =  —  192,0  —  66,1  =  —  258,1*. 


Mittels  dieser  Werte  sind  in  Kg.  345  (Tafel  5)  die  größten 
Spannkräfte  C7j,  ZJj,  0^,  und  die  gleichzeitig  mit  Ui  ihren  größten 
Wert  annehmende  Spannkraft  der  ersten  Diagonale  nach  dem  Ziinmer- 
TTzannschen  Verfahren  bestimmt  worden,  wobei  die  Yerhältnisse  M:\ 
von  den  oberen  Knotenpunkten  aus  abgetragen  worden  sind.  Die 
Kräftepolygone  wurden  (der  rot  eingetragenen  Trägerstellung  /  ent- 
sprechend) durch  rote  Schraffierung  hervorgehoben  und  mit  den  Ziffern  I 
versehen.     Es  ergab  sich 

^1=  — 142';   C/,  =  — 225';    0,  =  +  136';  ^  =  +  159'. 

"Wir  wollen  noch  die  rechnerische  Bestimmung  der  von  der  veränderlichen 
Belastung  erzeugten  Momente  M  erläutern .  Gesucht  sei  Mc  für  die  in  der  Fig.  846 
angegebene 'Laststellung.  Der  Druck  B^  welchen  die  beiden  auf  dem  Eoppelträger 
rahenden  Lokomotiven  auf  das  Qelenk  B  ausüben,  bestimmen  wir  nach  dem  auf 
Seite  145  entwickelten  Verfahren  mittels  der  Tabelle  I  (Seite  310),  und  erhalten 
(wegen  6«  =  2,0;  *«  =  182';  ®*  =  1647,00 

Bl'  =  2,0  •  132  +  1647,0  =  1911'-. 
Rechnen   wir   die  in  B  angreifende   Last   mit   zur  Belastung   des  Teiles  AB,  so 
entsteht 

B  =  ^gJ^+y-A^+ 13  =  85,15' 


*)  Wir  unterließen  es,  die  y  mit  dem  Zeiger  p  zu  versehen. 
♦♦)  Diese   Werte   lassen   sich   auf  die   in   der   Fig.   844   angegebene  Weise 
durch  Zeichnung  bestimmen,   werden  aber  besser  gerechnet,   nachdem  y  gemessen 
worden  ist. 
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und,  wegen  X  =  8,0", 

Mc  =  —  85,15  •  2X  —  9  •  0,6  —  18  •  4,6  =  —  192,08 X. 


a'  i»'/J 


//./ 


jcr^/j'/j*       jcrVilf* 


ir-:5^M- 


-a' 


f 


l'^jt* 


W Äj 


.•<- 


-x 


Fig.  846. 


Bevor  diese  Rechnung  ausgeführt  wird,  ist  zu  entscheiden,  ob  die  angegebene 
Zugstellung  auch  am  ungünstigsten  wirkt.  Bezeichnen  wir  zu  diesem  Zwecke  jede 
zwischen  A  und  B  liegende  Last  mit  F\  jede  Last  zwischen  B  und  C  mit  i^  und 
die  Abstände  dieser  Lasten  von  A  beziehungsweise  dem  Querschnitte  C  mit  a' 
und  a",  so  ergibt  sich:  Br  =  2P'a'  und 


Mc 


=  _j5a;_i:p"o"  =  «-[_^i:pV  +  :2P''a"]. 


Wird  der  Zug  um  die  unendlich  klein  gedachte  Strecke  S  nach  rechts  ver- 
schoben, so  geht  a    über  in  a'+  5  und  a"  in  a"  — S,  und  es  ändert  sich  (— ifc) 


(-p-  ^T^  ^^1B^'\\,    Soll  nun  (—  Jfc)   infolge   der  Verschiebung  abnehmen, 
(I)  a:SP'<r2P" 


so  muß  sein 


und  ebenso  folgt,  daß  ( —  '^S^  infolge  einer  Verschiebung  des  Zuges  nach  links  ab- 
nimmt, sobald 

(H)        x^r^V^T"', 

Die  beiden  Ungleichungen  müssen  erfüllt  werden,  falls  die  angenommene  Last- 
stellung die  gefährlichste  sein  soU.  Dabei  ist  zu  beachten,  daß  die  in  B  ruhende 
Last  zu  den  Lasten  P'  oder  P"  zu  rechnen  ist,  je  nachdem  der  Zug  nach  links  oder 
nach  rechts  verschoben  wird.  Im  vorliegenden  Falle  erhält  man  infolge  einer  Ver- 
schiebung nach  rechts:  SP'  =  6 -9  + 7  •  18  =  145%  SP"  =  2  •  18 -f  9  =  85*  und 
(wegen  «  =  6"  und  V  =  82"') 

6  •  145  <  32  .  35 

und   infolge   einer  Verschiebung  nach  links:  ^P'sr  145  + 13  =  158',  SP"  =  35 
—  18  =  22*  und 

6    158>32-22. 

Es  werden  mithin  beide  Ungleichungen  (T)  und  (II)  befriedigt. 

Im  allgemeinen  dürfte  das  zeichnerische  Verfahren  den  Vorzug  verdienen; 
denn  man  beachte  wohl,  daß  die  in  obigen  üngleichungei^  gewonnenen  Kenn- 
zeichen der  xmgünstigsten  Zugstellungen  an  die  Annahme  unendlich  kleiner 
Verschiebungen  des  Lastenzuges  gebunden  sind.  Verschiebt  man  im  vortiegen- 
den   Falle  den    Zug   um   1,4"*   nach  links,    so    findet    man    zufällig  eine   andere 
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Stellung  desselben,  welche  ebenfalls  den  Bedingungen  /  und  //  genügt  Die 
Summe  SP"  hat  hier  nicht  nur  durch  den  Übertritt  der  vorher  in  B  angreifen- 
den 18%  sondern  auch  durch  das  Hinzutreten  einer  Last  9'  eine  Änderung  erfahren. 
Nun  begegnet  es  zwar  keinerlei  Schwierigkeiten,  die  infolge  endlicher  Verschiebungen 
entstehenden  Änderungen  der  Summen  'SP'a  und  '^P^'a'  zu  verfolgen  und  die 
Bedingungen  /  und  //  entsprechend  zu  ergänzen;  das  Kennzeichen  der  gefährlichsten 
Stellung  wird  aber  dadurch  wesentlich  umständlicher,  namentlich  gegenüber  der  so 
bequemen  versuchsweisen  zeichnerischen*  Ermittelung  der  größten  Momente.  Wir 
wollen  die  Rechnung  im  vorliegenden  Falle  durchführen,  wobei  wir  auf  die  Be- 
zeichnungen ^i  und  £,  in  Fig.  846  verweisen.    Infolge  einer  Verschiebung  des  Zuges 

nach  links  um  5,  wächst  (—  Mc)  um  (sP"  —  -^  2P')  £,,    wobei    SP'  =  158* 

und  SP"  =  22'.  Dieser  Wert  ist  negativ,  weil,  wie  vorhin  gezeigt,  die  Ungleichung  II 
befriedigt  wird.  Infolge  einer  weiteren  Verschiebung  um  Si  — 5,  wächst  (— Mc), 
da  zur  SP"  die  Last  Po  =  9«  hinzutritt,  während  die  SP'  ungeändert  bleibt,  um 

^SP"4-  Po ii-  SP'j  (6,  —  g,).    Im  ganzen  nimmt  also  ( —  Mc)  zu  um 

(sP"~-^SP')a.  +  (sP"+Po--^SP')(g,-.5,) 

=  (sP"  -  ^,-  SP')  £,  +  P.  (£,  -  g.)  =  (22  -  ~ .  158)  1,4 
-f  9(1,4  — 0,9)  =  — 6,18'. 

Das  Moment  ( —  Mc)  wird  also  infolge  der  Verschiebung  des  Zuges  um 
{  =  1,4"  verkleinert. 

n.  Spannkräfte  in  den  Fflllongsstäben  F|,  X),,  Vc  des  Aus- 
legers JBC  (Fig.  343).  Bezeichnet  man  für  irgend  einen  Belastongs- 
zustand  mit  Ms  das  auf  den  Schnittpunkt  E  der  Gurtstäbe  0, 
und  Ui  als  Drehpunkt  bezogene  Moment  der  links  vom  Schnitte  tt 
angreifenden  äußeren  Kräfte  und  mit  r  den  Abstand  der  Kraft  1\ 
von  J?,  so  ist 

M 
V^r  +  Ms  =  0  \md   F,  =  — -=^. 

Dem  größten  Momente  M^  entspricht  mithin  der  größte  Druck  T\. 
Nun  geht  aus  der  in  No.  174  durchgeführten  Untersuchung  der  Ein- 
flußlinie hervor,  daß  im  Falle  eines  links  von  B  gelegenen  Drehpunktes 
in  der  (als  ünkssteigender  FüUungsstab  zu  betrachtenden)  Vertikale  nur 
Druckspannungen  entstehen,  daß  zur  Erzielung  von  „^  V^  der  Koppel- 
träger AB  und  der  Ausleger  B(l)  voll  zu  belasten  sind,  und  daß 
endlich  die  schwersten  Lasten  bei  dem  links  vom  Schnitte  tt  gelegenen 
Knoten  (1)  aufzustellen  sind.  Es  wurde  deshalb  der  Träger  in  die 
(in  Fig.  344  blau  eingezeichnete)  Stellung  //  gegen  den  Lastenzug  ge- 
bracht und  nach  Eintragung  der  dem  Koppelträger  entsprechenden 
Schlußlinie  5,  und    der  zum  Felde  1 — 2  gehörigen  Schlußlinie  s  die 
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Strecke  tj  bestimmt,  welche  die  Geraden  $^  und  ä  auf  der  Senkrechten 
durch  den  Drehpimkt  E  abschneiden.  Denkt  man  nämlich  die  am 
Koppelträger  AB  angi-eif enden  Lasten  auf  die  Auflager  Ä  und  B  ver- 
teilt, desgleichen  die  im  Felde  1 — 2  ruhende  Last  auf  die  Knoten  1 
und  2,  so  sind  s^  und  «  als  die  äußersten  Seüpolygonseiten  für  die 
auf  das  Trägerstück  Bl  wirkenden  äußeren  Kräfte  zu  betradhten, 
und    es    folgt    dann    nach    dem    auf   Seite    18    bewiesenen    Gesetze: 

TT 

Mg=  -\-  H%  woraus  sich  schließlich  ( — F,)^  =  -    -    ergibt      Dieser 

Wert  ist  in  der  Figur  348,  in  welcher  jE'(l)  =  r  und  ER  =  Eist 
dargestellt  worden.  Nach  Bestimmung  von  .^  T^,  ergab  sich  (in  Fig.  348) 
-«Ai  <l^irch  Zerlegung  von  F,j  nach  den  Bdchtimgen  von  ZJund  i),.*) 
Die  von  der  ständigen  Belastung  herrührenden  Spannkräfte  F^^  und  !>,, 
können  mm  mit  Hilfe  eines  Cremonaschen  Planes  oder  nach  dem 
Zim7)iermannschen  Verfahren  (mittels  der  bereits  bekannten  "Werte 
J/,1 :  X  und  Jf^ :  X)  bestimmt  werden.  Auf  Tafel  5  wurde  dieser  Weg 
nicht  weiter  verfolgt;  dafür  ist  in  der  Fig.  345  die  (nach  der  Ansicht 
des  Verfassers  zweckmäßigere**)  Ermittelung  von  ««^Z>2  ^^^  •»<» '^i  ^^ 
den  Werten  M^:\  und  M^:\  dargestellt  worden,  wobei  die  von  der 
beweglichen  Belastung  abhängigen  Teile  dieser  Werte  mit  Hilfe  des 
Seilpolygons   in  Fig.  344    bestimmt  wurden.     Die  Ergebnisse  lauten 

A  =  j^£i_^Ai  =  _30,4_^  =  _30,4-    78,7  =  - 109,1'; 

A  A         '  A  X 

^*  =  —  66,1  —  ^^    =  —  66,1  —  184,3  =  —  250.4'; 

A  A 

_/),  =  + 118';    ^F,  =  - 104,8'. 

Bislang  wurde  die  gesamte  ständige  Belastung  g  an  der  oberen  Gurtung 
angreifend  gedacht.  Zerlegt  man  ^f  in  ^f.  =  0,45'  und  g^  =  1,74  —  0,45, 
so  kommt  auf  den  unteren  Knoten  (1)  die  Last  ^f.X  =  0,45  •  3,0  =  1,35', 
und  es  ergibt  sich   V^  =  —  104,8  +  ^f.X  =  —  103'. 

Die  Spannkraft  Vc  in  der  Vertikale  über  dem  zweiten  MiUel- 
Pfeiler  Q  Fig.  343  und  341,  folgt  aus  der  Gleichgewichtsbedingung  für 
den  Knotenpunkt  C.    Es  muß  sein  (vergl.  Fig.  349): 


*)  Eb  ist  diese  bequeme  Bestimmung  von  maxVpt  hier  möglich,  weil  Ux 
und  U%  dieselbe  Bichtung  haben;  im  Qegenfalie  müßte  Dp^  aas  der  für  den 
Schnittpunlit  von  0|  und  U^  aufgestellten  jRt^t^rschen  Momentengleichung  ennittelt 
werden. 

"**)  Kleine  Fehler  bei  Festlegung  der  vorhin  benutzten  Schlußlinie  8  können 
zu  erheblichen  Ungenauigkeiten  Veranlassung  geben.  i 
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Vc-h  L\  sin  Y  +  C—  Ö.  =  0,  also   Fc  =  —  C—  L\  sin  y  +  Q^, 
wobei    ff.  =  0,45  (3,0  +  3,6)  ^  =  1,5'    die    ständige    Belastung    des 

M 

Knotens  C  bedeutet    Wegen  U^  cos  y  =  -r^  (A  =  Höhe  der  fraglichen 

Vertikale)  ergibt  sieh 

(4)     F,=  -6'--|£-tgY+ö.. 

Hiemach  erhält  man  die  Einflußlinie  füi-  F^, 
indem    man    zu    den    Ordinaten    der    (7- Linie 

(d.  L  die  Einflußlinie  für   (7)  die  mit  -r-  tg  y 

multiplizierten  Ordinaten  der  ^f^- Linie  addiert. 
Der  feste  Wert  O^  wird  zunächst  =  0  gesetzt. 
Kg.  350  zeigt  die  aus  den  Geraden  7,  //,  /// 
bestehende  C-Linie  und  die  aus  den  Geraden  7F, 
V  bestehende  3/^- Linie;    erstere  besitzt  bei  C  die  Ordinate  1,  letztere 

e 


H 


J/:Tr^ 


'^C- 


Fig.  349. 


bei  B  die  Ordinate  e,     Macht  man  also  e  = 


so  stellt  die  in 


der  Figur  350  schraffierte  Fläche  die  Einflußfläche  für  die  Spannkraft 
Vc  dar.*)  Aus  dem  Verlaufe  der  Einflußlinie  folgt  nun,  daß  die  frag- 
üche  Vertikale  den  größten  Dnick  (^n^c)  erleidet,  sobald  der  Träger 
nur  zwischen  A  und  D  belastet  wird  imd  die  schwersten  Lasten  in 


Fig.  350. 

der  Nähe  von  C  liegen,  während  der  kleinste  Druck,  bezw.  der  größte 
Zug  {„uu>y^c)   bei   ausschließlicher   Belastung   des    über   die  Stütze  D 


*)  Ist  aach  das  rechts  an  C  grenzende  Gurtstück 
geneigt  (und  zwar  unter  y')  so  muß  s  =  (tg  y  +  tg  y') 
gemacht  weiden;   Fig.  851. 


Fig.  351. 
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ragenden  Trägerstückes  DA'  und  des  hieran  grenzenden  Koppeltragers 
A' B'  entsteht,  wobei  dann  die  schwersten  Lasten  in  der  Nähe  von  ^1' 
liegen  müssen.  Um  zunächst  .^F^  zu  bestimmen,  wurde  der  Träger 
in  die  Stellung  III  (Fig.  344)  gebracht,  hierauf  die  dem  schwebenden 
Teile  AB  entsprechende  Schlußlinie  s,  eingezeichnet  und  die  Gerade 
s\  gezogen,  welche  die  beiden  Punkte  verbindet,  in  denen  die 
Auflagersenkrechten  Z>  und  C  vom  Seilpolygon  und  der  Linie  Sj 
geschnitten  werden.  Zwei  durch  den  Pol  zu  s^  und  s\  gelegte 
Parallelen  schneiden  auf  dem  Eräftezuge  den  dem  angenommenen 
Belastungsfalle  III  entsprechenden  Widerstand  Q  ab,  und  durch  die 

unter  C  gemessene  Ordinate  y  ist  der  Wert  -~^  = ^  bestimmt. 

Man  findet  O,  =  191,0*  und  Mc,  =  —  157,6  •  X. 

Die  ständige  Belastung  erzeugt 

(6)     C,  =  i(/r  +  (/.  +  i(7/=  1,74  [i 32  +  6  +  ^36]  =  69,6' 
und,  nach  Gleich.  (1):    Mc,  =  —  66,1  X. 

Durch  den  Wert  ^  =  —  ^^^^^  —  ^^'l  =  —  223,7'  ist  die 
Spannkraft  Z7,  bestimmt;  sie  wurde  in  Pig.  345  dargestellt,  in  welcher 
nach  Auftragen  von  a2  =  223,7*  erhalten  wurde:  Druck  Z7,  =  Strecke  ac. 
Nun  konnte  nach  Berechnung  von  C —  Ö«  ^^  191,0  -|-  69>6  —  ^^^ 
=  259*  das  Kräftepolygon  für  den  Knoten  C  (Kg.  347)  gezeichnet 
werden.    Dasselbe  liefert :  ^  F^  =  —  203 '.  *) 

Um  ,^Fc  zu  finden,  setze  man  diejenige  Laststellung  voraus,  welche 
das  größte  Moment  M^  über  der  Stütze  D  hervorruft  und  vernach- 
lässige die  etwa  links  von  der  Stütze  D  wirkenden  Lasten.**)  Die 
Vörkehrslast  erzeugt  nach  Gleich.  (3):  Mj,  =  —  258,1  X  =  —  258,1  •  3.0 

=  —  774,3*-  und  infolgedessen:  ^^C,  =  -^-  =  —  -^^^  =  —  21,5*. 

Nun  ist  die  vorhin  beschriebene  Ermittelung  von  Vc  durchzufühi-en 
mit  Einführung  der  Werte 

w.r=  ^^C,  +  C,  =  -  21,5  +  69,6  =  48,r 

und  -^  =  -^^-^  =  -66,1'. 

Die  beti-effende  Figur  wurde  auf  Tafel  5  fortgelassen;  sie  ergab 
-.«Fe  =  -30'. 


*)  Die  Rechnung  führt  im  vorliegenden  Falle  ebenso  schnell  zum  Ziele.    Man 
findet  (wegen  X  =  8,0-;  tgY  =  4^  ^^  Ä  =  3,6-)   den  Wert   rc  =  — C+^- 

4     X  ' 
♦♦)  Wir  erinnern  an  die  Auseinandersetzungen  in  No.  99,  Seite  168. 
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Um  die  Spannkraft  in  der  Vertikale  über  dem  ersten  Mittelpfeüer  (D') 
zu.  erhalten  (vergL  Kg.  341),  brancht  die  soeben  gezeigte  Berechnung 
von  Vc  nur  unter  der  Voraussetzung  wiederholt  zu  werden,  daß  in  der 
Fig.  350  (Seite  346)  das  Trägerstück  DB'  fehlt.  Der  durch  die  ständige 
Last  erzeugte  Stützenwiderstand  C  folgt  dann  aus  der  Gleichung 


(6)      C,l  =  g^tt±'-+g^il  +  e). 


Man  findet 


=  1,74  -^ftA  [36  +  6  +  32]  =  75,1. 
Bei  derjenigen  Stellung,  welche  ,^F  hervorbringt,  ergeben  sich 
wieder  die  vorhin  erhaltenen  Werte:   C,  =  191,0'  und  -~  =  —  223,7', 

imd  es  ändert  sich  deshalb  (weü  früher  C^  =  69,6'  betrug)  der  größte 
Druck  V  um  76,1  —  69,6  =  5,5'  (rund);  er  beträgt  also  203  +  5^ 
=  208,5*.  Die  fragliche  Vertikale  wird  nur  gedrückt  Ihre  kleinste  Inan- 
spruchnahme ergibt  sich,  wenn  nur  die  ständige  Belastung  vorhanden 
ist;  um  diese  zu  bestinmien,  werden  die  vorhin  beschriebenen  Konstruk- 
tionen mit  den  Werten  C=C;  =  75,1'  und  Jifc  =  ifc^  =  —  66,1  X 
durchgeführt    Man  findet  rund   F=  —  60*. 

Eine  übersichtliche  Zusammenstellang  der  auf  ganze  Tonnen  abgerondeten 
Spannkräfte  des  Auslegers  BC  zeigt  die  Figur  359.  Für  jede  der  Kräfte  D„  Fi, 
Ai  ö„  Z7i,  üf  ist  nur  der  größte  Zahlenwert  angegeben;  die  entsprechenden  Stäbe 
werden  entweder  nur  gedrückt  oder  nur  gezogen.  Will  man  die  zulässige  Inan- 
spruchnahme eines  Stabes  von  dem  Verhältnis  der  kleinsten  zur  größten  Spann- 
kraft abhängig  machen,  so  kann  man  die  kleinsten  Spannkräfte,  welche  entstehen, 
sobald  nur  die  ständige  Belastung  auf  das  Trägerstück  BC  wirkt,  leicht  gesondert 
bestimmen,  beispielsweise  mit  Hilfe  eines  Oemonoschen  Planes.  Es  empfiehlt  sich 
dann  aber,  in  den  obigen  Entwicklungen  ^  =  0  anzunehmen,  also  den  Einfluß  der 
veränderlichen  Belastung  für  sich  allein  zu  ermitteln. 

m.  Grenzwerte  des  Stützenwiderstandes  C  Der  Stützendmck  C 
nimmt  den  größten  Wert  an,  sobald  der  Träger  gegen  den  Lastenzug 
in  die  Stellung  IV  (Fig.  344)  gebracht  wird.  Die  Lasten  links  von  D 
sind  beseitigt  zu  denken.  Es  werden  die  Geraden  s^  und  s\  ein- 
getragen und  zu  ihnen  durch  den  Pol  die  gleichbezeichneten  Parallelen 
gelegt,  welche  letztere  auf  dem  Kräftezuge  den  Widerstand  «„C^  =  193,7* 
abschneiden.  Die  gefährlichste  Laststellung  ist  durch  Probieren  gefunden 
worden.  Wegen  C,  =  69,6  folgt  schUeßUch  ^C=  193,7  +  69,6  =  263*. 

Für  den  kleinsten  Stützenwiderstand  wurde  bereits  vorhin  der 
Wert  ^^C=  48'  angegeben.  Wäre  «,«C  negativ,  so  müßte  das  Auf- 
lager an  dem  Pfeiler  verankert  werden. 
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Der  Druck  auf  den  ersten  Mittelpfeiler  ist  stets  positiv.  Sein 
größter  Wert  ist  193,7  +  80,0  =  373,7  (s.  Gleich.  6). 

IV.  Spannkräfte  In  den  &nrtnngen  der  Par&llelträger.  a.  Träger- 
teil  mit  zwei  Auslegern  (dritte  Öffnung).  Um  für  irgend  einen  Be- 
lastungszustand das  Moment  M^  für  den  Knotenpunkt  m  zu  bestimmen, 
denke  man  zunächst  die  Ausleger  beseitigt,  betrachte  also  das  Träger- 
stück CD  als  einfachen  Balken.  Von  dem  unter  dieser  Yoraus- 
setzung  für  m  erhaltenen  Momente  Mq^  bringe  man  nun  die  dem 
Punkte  m  entsprechende  Ordinate  einer  Geraden  CD'  in  Abzug 
(Rg.  150,  Seite  162),  welche  durch  die  negativen  Stützenmomente: 
CC  =  Mc  und  DD'  =  M^  bestimmt  ist,  und  die  wir  in  der  Folge 
als  Schlußlinie  s  bezeichnen  wollen.  Aus  dem  Momente  M^  findet 
man   für   die  Größe   der  Spannkraft   des  dem  Knoten  m  gegenüber- 

M 
liegenden  Gurtstabes   den  Wert:   -—-     Sind  die  Momente  mit  Hilfe 

eines  Seilpolygons  bestinmit  worden,  welchem  die  Polweite  H=th 
entspricht,    wo    e    eine    beliebige    Zahl    bedeutet,    so    ergibt    sich 

h  h         ^'^ 

Die  größten  und  kleinsten  Werte  y^  sind  nun  für  den  vorliegen- 
den Träger  in  der  Kg.  352  dargestellt  worden.  Die  rechte  Hälfte 
enthält  die  Werte  „««y«,  die  linke  Hälfte  die  «My«.  Erstere  entstehen, 
wenn  das  Trägerstück  CD  gänzlich  belastet  wird,  während  die  Aus- 
leger und  die  angrenzenden  Koppelträger  unbelastet  bleiben.  Die 
Stützenmomente  Mc  und  Mjy  nehmen  dann,  nach  der  letzten  der 
Gleichungen  (1),  die  Werte  an 

3/c,=  34,  =  -66,1.3,0; 

denselben  entspricht,  da  die  Polweite  =  4A==  4 -3,6*  ist, 

66,1-3,0  ,^ß, 

yc,  =  yDg  =  — 4  .:36"  =  ~~  -^^'^ 

und  hierdurch  ist  die  (wagerechte)  Schlußlinie  s,  in  Rg.  352  bestimmt 
Die  Ordinaten  des  Jf^ -Polygons  stimmen  mit  denen  des  in  der  Kg.  130 
auf  Tafel  1  dargestellten  Polygons  der  größten  Momente  eines  einfachen 
Balkens  überein;  die  Ermittelung  derselben  ist  in  No.  82  beschrieben 
worden.*)    Es  ergibt  sich  (wegen  6  =  4): 


*)  Es  ist  also  beispielsweise  die  Ordinate  22'  in  Fig.  852  gleich  der  Or* 
dinate  y,  in  Fig.  180.  Man  achte  auf  die  Verschiedenheit  der  Eräftemafist&be  der 
Tafeln  1  und  5. 
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m«ryO  =  — 13,8' 

««y,  =  +  34,9' 
•.«r//,  =  +  49,9' 
«-xy4  =  +  58,4' 
-«xy5  =  4-61.9' 


minO,  =  —  4  . 

^«0«  =  —  4  • 
wO,  =  —  4  • 
»..-04  =  — 4- 
•.^•Oft  =  —  4  ■ 


^C^,  =  — 413,8: 

««17,  =  +140' 
.«a*C74  =  4-200' 

««rt75  =  +  234'. 


55' 


14,4  =-58'*) 
.  34,9  =  —  140' 

49,9=  — 200' 
.  58,4  =  —  284' 
.  61,9  =  —  248' 

Wird  der  Träger  links  von  C  und  rechts  von  7>  so  belastet,  daß 

die  größten  Momente  Mc  und  Mj,  entstehen,  während  auf  den  Teil 

CD  nur  die  ständige  Belastung  wirkt,  so  ergeben  sich  die  in  der  linken 

Hälfte  der  Fig.  352  dargestellten  größten  negativen  Werte  y.    An  die 

Stelle  des  itf^- Polygon  tritt  das  Jf^^-Polygon,  dessen  Eckpunkte  auf 

gl^        1,74. 36^        ,^^,,. 

•^      —    '  =  19,6*  hegen,  und 


einer  Parabel  mit  dem  Pfeile    ;,  ^^  = 


SH 


Mc. 


8  . 4 . 3,6 


die  Schlußlinie  s^  ist  durch  die  um  -^^  =  —  Vc  höher  liegende  s^ 

zu  ersetzen,  wobei  yc  mit  dem  in  Figur  344  der  Trägerstellung  I  ent- 
sprechenden 1/,  übereinstimmt 

Man  findet 
-.*-yo  =  — 53,8' 

«*-yi  =  -46,7' 

-.'-y2  =  — 41,3' 

«/wy,  =  — 37,3' 
«.'-y4  =  — 84,9' 
«.■h^6  =  — 34,2' 

b. 
wieder 


,„,0,  =  +  4 . 

«,«.0,  =  +  4  . 

m«xO,  =  -f4- 
max04=+4- 

•.«05  =  +  4- 


46,7  =  + 187» 
41,3  =  + 165' 
37,3  =  +  149' 
34,9  =  +  140' 
34,2  =  +  137' 

Trägerteil  mit  einem  Aiusleger  (erste  Öffnung) .   Wir  bezeichnen 
die  linke  Stütze  mit   C,  die  rechte  mit  D  und  nehmen  den 


minUi  =  —  4  .  53,8  =  —  215' 
^„^,=  -187' 
^.,ü;  =  — 165' 

^<„i75  =  — 140* 


Träger  zwischen  C  und  D  gänzlich  belastet,  rechts  von  D  unbelastet 
an.  Die  SchlnBlinie  s^  geht  durch  den  linken  Stützpunkt  (Fig.  353  a 
auf  Tafel  5)  imd  besitzt  bei  D  die  Ordinate  —  13,8*.  Das  Jf^ -Polygon 
ist  dasselbe  wie  in  der  Fig.  352. 

Da  der  größte  Wert  y  dem  Knoten  5  entspricht,  so  sind  bei  der 
Berechnung  der  Spannkröte  in  den  Gurtungen  links  und  rechts  von  5 
beziehimgsweise  links-  und  rechtssteigende  Diagonalen  vorauszusetzen. 
Man  findet 

„,,0j  =  — 4.26,8  =  — 107' 

•.<»0,  =  -4.45,9  =  — 184' 

^.„0,  =  -  4  •  59,6  =  -  238' 

^,.04  =  — 4.  66,7  =  -267' 

fninO^=  —  4 .  68,8  =—  275 


«oxyi  =  +  26,8' 
^y,  =  +  45,9' 
-«y8  =  +  59,6' 
-.«y4  =  +  66,7' 
maa>y,== +  68,8' 
-.«ye=  +  68,9' 
««yT==  +  54,l' 
-.y8  =  +  87,7' 
m«y9  =  +  15,8' 
•«yio=-  13,8' 


I      minOt=muOB  =  —  27b' 

-.<*0,  =  — 4.63,9  =  — 256' 
,    ^,„08  =  — 4.54,1  =  — 216' 

^^Og  =  —  4  .  37,7  =  —  151  • 
j    ^<^0,o=— 415,8  =  — 63' 


C/',  =  0 

^arU^  =  +  107* 

«„,t/\==  +  238' 

m««  1/5= +  267' 

•,ax6'6  =  +  256' 

^f7^  =  +  216' 

^^^  =  +  151' 

-..xl^9==  +  63* 

-«  Tio  =— 4  .  13,8  =  —  55'. 


*)  Die  Multiplikationen  mit  4  kann  man  umgehen,  indem  man  in  der  Fig.  352 
den  Kräftemaßstab  1«»  =  30'  ändert  in  1«»  =  4 .80  =  120'.  Dann  stellen  die 
Ordinaten  y  die  Kräfte  0  und  ü  dar. 
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Um  nun  die  Werte  ,^y  zu  erhalten,  ist  der  Träger  rechts  von  D 
so  zu  belaßten,  daß  das  größte  Stützenmoment  ifj>  entsteht,  während 
zwischen  C  und  D  nur  ständige  Belastung  anzunehmen  ist 

Man  gelangt  dann  zu  der  Figur  353b  und  findet,  da  der  größte 
(positive)  Wert  y  dem  Knoten  2  entspricht,  daß  bei  der  Berechnung 


Fig.  354. 

der  Gurtkräfte  der  in  der  Figur  354  angegebene  Spannungszustand 
der  Diagonalen  vorauszusetzen  ist    Es  ergibt  sich: 


«.-y4  =  — 2,7* 

««-^6  =  — 7,8* 
«*.y6  =  — 18i5* 
«*.y7  =  -21,2« 
-.*.y8  =  — B0,5* 
^y,  =  -41,4* 
•Äiyio^  — 53,8« 


•0,=  — 4.1,7  =  — 7* 
»0,  =  —  4.1,8  =  -7' 

i.«Os  =  -.«rO,  =  -7* 

«0x04  =  — 4.0,8  =  — 1* 
i-«Ob  =  +  4.2,7  =  +11* 
«-xO.  =  +  4-7,8  =  +  29* 
•«0,  =  +  4.18,5  =  +54* 
i.«r08  =  +  4.21,2  =  +  85* 
-.«rOg  =  +  4.80,5  =  +  122' 
•«rO,o==+4. 41,4  =  +  166* 


C/,=0 

,r7.=+7* 
i  */-cr,=  +  i* 

j     ^inU^  =  —  lV 

^taC7,  =  — 54* 

^i.t7,  =  — 85' 

^.[78  = —  122* 

^«üi==  — 166* 

-AtC^io  =  —  4 .  58,8  =  —215* 


Eine  Zusammenstellung  der  Spannkräfte  0  und  U  findet  sich  in 
der  Fig.  369. 

V.    Spannkräfte    in    den    FfillimgBst&ben    der    Panlleltriger. 

a.  Trägerteil  mit  xwei  Auslegern  (dritte  Öffnung).  Die  Spannkräfte 
in  den  Füllungsstäben  eines  Parallelträgers  lassen  sich  (nach  §  36) 
schnell  ermitteln,  sobald  die  Querkräfte  Q  bekannt  sind.  Um  .^ö« 
für  das  m^  Balkenfeld  zu  erhalten,  belasten  wir  den  Träger  links  von 
C  so,  daß  das  größte  Moment  Mc  entsteht,  und  nehmen  außerdem 


-f TT 


H 1- 


i;X^;X'»X'»X'irX''X'r 


Fig.  855. 

einen  von  i>  bis  m  reichenden  Lastenzug  an.    Den  Einfluß  des  letzteren 
bestimmen  wir  in  bekannter  Weise  mit  Hilfe  des  in  No.  81  eingeführten 


Digitized  by 


Google 


Gerberscher  Fachwerkbalken.     Zahlenbeispiel.  351 

Seilpolygons,  welches  wir  jetzt  das  C-Polygon  nennen  wollen;  es  ist 
in  der  Rg.  126  auf  Tafel  1  für  einen  36"*  langen  Balken  gezeichnet 
worden.*)  Die  negativen  Beitragsstrecken  wurden  aus  den  in  No.  151 
angeführten  Gründen  frei  von  jeder  Verkehrslast  gedacht;  hingegen 
wurde,  um  nicht  allzu  ungünstig  zu  rechnen,  davon  abgesehen,  den 
Lastenzug  über  m  hinaus  in  das  fragliche  Feld  vorzuschieben.  Der 
Einfluß  der  auf  der  Strecke  Dm  liegenden  Verkehrslast  auf  die  Quer- 
kraft Q  ist  dann  gleich  der  dem  Punkte  m  entsprechenden  Ordinate  C^ 
des  G-Polygons.  Die  Wirkung  der  übrigen  Belastung  wird  wie  folgt 
bestimmt  Man  betrachtet  CD  zunächst  als  einfachen  Balken  und  be- 
stimmt die  von  der  ständigen  Belastung  abhängigen  Querkräfte  auf 
die  in  No.  72  beschriebene  Weise  mit  Hilfe  einer  Geraden,  welche  auf 
der  linken  und  rechten  Auflagersenkrechten  beziehungsweise  die  Ordi- 
naten:  +  ^ gl=  \ .  1,74 .  36  =  +  31,32*  und  —  31,32'  abschneidet.  Zu 
jedem  der  so  gewonnenen  Werte  Q  addiert  man  nun  (nach  Gleichung  2 

auf  Seite  162)    den  Betrag:  -j-  (Mj, —  Mc).    Hierbei  ist  zu  setzen 

Mj,  =  Mj^  =  —  66,1 . 3,0  und  Mc=  —  258,15  •  3,0,**) 
so  daß  sich  ergibt 

1  (34  -Mc)  =  ^  (258,15  -  66,1)  =  +  16,0'. 

Die  vorstehenden  Erörterungen  führen  zu  der  in  der  Hg.  356 
gegebenen  Darstellung  der  Querkräfte  „^Q.  Es  wurde  nach  Auf- 
zeichnung des  G-Polygons  die  Gerade  CD'  mittels  der  Strecken  C(f 
=  -I-  31,32  + 16,00  =  +  47,3*  und  DD'  =  —31,32  + 16,00  =  — 15,3* 
bestimmt  Durch  die  den  Feldmitten  entsprechenden  Punkte  der 
Linie  CD'  wurden  wagerechte  Gerade  gezogen  und  deren  Ordi- 
naten  mit  Berücksichtigung  der  Vorzeichen  zu  den  den  Knoten  1^ 
2,  3,  ...  .  entsprechenden  Ordinaten  der  C-Linie  addiert  Aus  den 
Querkräften  Q  ergeben  sich  schließlich  auf  die  im  §  36  erläuterte 
Weise  und  mit  Bezugnahme  auf  Hg.  355  die  folgenden  Spannkräfte  D 
und   F***); 


*)  In  die  Figuren  356—858  wurden  nur  die  den  Knotenpunkten  entsprechenden 
Ordinaten  dieser  (früher  als  ^-Polygon  bezeichneten)  Linie  übertragen  und  zwar  im 
Maßstabe  1«'  =  25«. 

**)  Siehe  die  Gleichungen  (1)  und  (8)  auf  Seite  840  und  841,  in  welche  X  =  8,0"* 
einzusetzen  ist.  , 

*♦♦)  Bei  Berechnung  der  V  ist  das  Glied  ^«X  =  0,45  •  3,6  =  1,6*  berücksichtigt 
worden.    Wir  eiinnem  noch  daran,  daß  die  Fahrbahn  oben  liegt. 
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-i»r,  =  —  e,  +  1,6  =  —  124' 

»„Z),=+m' 

—K,  =  +  <)„  + 1,6 

-<,F,  =  — g,  +  i,6  =  -i02«   ; 

«1,2),  =  +  146' 

=  - 12,2+ 1,6  =  -11' 

„tor,  =  -e,  +  l,6  =  — 82'      1 

^D,  =  +  118< 

-^  =  +  5« 

mt.Vt  =  -Qt+iS  =  —  6i'        ' 

— D4  =  +  91' 

-<.J)i.=+17'. 

-*.K.  =  -e,+  l,6  =  -46'      1 

^I>,  =  +  67' 

»<.r,=  -^,+  l,6  =  -30' 

^,D,  =  +  46' 

„„K,  =  -ft  +  l,6  =  -17' 

^D,  =  +  26' 
-„D,  =  +10' 

Um  die  Querkräfte  ,^Q  zu  erhalten,  genügt  es,  der  im  vor- 
liegenden Falle  bestehenden  Symmetrie  wegen,  das  Spiegelbild  der 
Fig.  356  zu  betrachten  und  die  Vorzeichen  der  Kräfte  Q  umzukehren. 
Man  findet  dann,  daß  in  den  sechs  Mittelfeldern  Gegendiagonaleu 
nötig  werden.  Eine  Zusammenstellung  der  Grenzwerte  der  Spann- 
kräfte D  und  V  zeigt  die  Figur  359;  für  die  Vertikalen,  an  denen 
Gegendiagonalen  angreifen,  braucht  nur  der  größte  Druck  (also  ^F) 
angegeben  zu  werden.*) 

b.  Trägerteil  mit  einem  Ausleger  (erste  Öffnung).  Um  zunächst 
die  Kräfte  ,^Q  zu  bestimmen,  wurden  in  Fig.  357  zu  den  Ordinaten 
des  C- Polygons  die  den  Feldmitten  entsprechenden  Ordinaten  einer 
Geraden  CD'  addiert,  welche,  wegen  Jf<7=0,  auf  den  Senkrechten 
durch  die  Stützpunkte  C  und  D  die  Strecken 


CC  =  ^+  ^widDD'  =  - 


gl  ■  Mo 
2  "^    l 


abschneidet.     Rechts  von  D  ist  nur  ständige  Belastung  anzunehmen, 
weshalb:  M^  =  M^,  =  —  66,1  •  3,0  zu  setzen  ist  Hiemach  ergibt  sich 

66,1  •  3,0 


er  =  31,32 


und  DD' 


31,32  — 


36 

66,1-3,0^ 
"  "36 


+  25,8' 


=  —  36,8' 


und  nach  Aufzeichnung  des  Kräfteplanes  in  Fig.  357 
-*.n  =  -  «.  +  1,6  =  - 103«    I  _D,  =  —  0,  sec  9  =  + 151'**) 
-*.F,  =  -(?, +  1,6  =  —   80'    L„Z),  =  +  115' 
.^8=-<?,+l,6  =  -   60'     _!),  =  +   87' 


.y^  =  —Q,+lß  =  —   41' 
.T^B  =  — öj  +  l,6  =  —   25' 


,D^  =  +   61' 
„D,^+   37'; 


'^1  =  4-  <?8  +  1,6  =  —  14,7  +  1,6  =  —  13' 
r  ^8  =  +^»  +  1,6  =  -23' 
r^.  =  +  <?,o  +  l-6  =  -32' 


.A  =+4' 


^Z),  =  +  21' 
^D,  =  +  35' 
^D,o  =  +  48'. 

*)  Macht  man  die  zulässige  Inanspruchnahme  einer  solchen  Vertikale  abhangig 
vom  Verhältnis  der  Grenzwerte  der  Spannkräfte,  so  setze  man  p,«,K=  —  g^l. 

*♦)  Der  größte  Zug  Dj  entsteht  gleichzeitig  mit  dem  größten  Drucke  Oi  und 
wurde  in  Fig.  357  fortgelassen. 
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Damit  im  m*^  Felde  die  Querkraft  ,^Q^  entsteht,  muß  ein  Eisen- 
bahnzug  von  C  aus  bis  w  —  1  vorgeschoben  werden.  Außerdem  ist 
der  Balken  recbjs  von  D  so  zu  belasten,  daß  das  Stützenmoment  Mj, 
seinen  größten  negativen  Wert:  Mj,  =  —  258,15-3,0  annimmt  Der 
Einfluß  des  von  C  bis  m  —  1  reichenden  Lastenzuges  auf  Q^  ist 
gleich  der  dem  Knoten  m  —  1  entsprechenden  Ordinate  des  D-Poly- 
gons (Spiegelbild  des  C-Polygons);  der  Einfluß  der  übrigen  Belastung 
ist  dargestellt  durch  die  zur  Feldmitte  gehörige  Ordinate  einer  Ge- 
raden C"2>'  (Fig.  358),  welche  auf  den  Auflagersenkrechten  die 
Strecken 


21,51 


er -^2+^^-31,32 

.''%l''^'-Sl,S2      2 

—  4-98*  und  DD'—       ^    -1-                    ^i  ^^       ^i  ^i 

abschneidet    Man  findet 

.uJ)^=-\-     9' 

-^=0, +1,6  =  -   11' 

_D,  =+     3'*) 

-*.F,=  Ö4+1,6  =  -   23« 

-«2),=+   17' 

^F,=  Q,  +  1,6  =  -   36' 

.^,=+   34« 

-,.F,=  06+1,6  =  -  61' 

««D5=+   53' 

-^6=07  +1,6  =  -  68' 

-«Z>e=+   75' 

-*.F,=  Ö8+1,6  =  —  87' 

^Dj  =  +   99' 

-.^.=  <2. +1,6  =  — 107« 

_Z),  =  +  126' 

-*.»'9  =  öio+l,6  =  — 130' 

.^,=  +  154« 

_Z)io=  +  186'. 

—  52,8' 


*af     -SS 


Kg.  359. 


*)  Dieser  Wert  D,  entspricht  selhstverständlich  der  rechtssteigenden  Diagonale 
des  zweiten  Feldes  und  der  vorhin  angegebene  Wert  D,  der  linkssteigenden. 
£b  erschien  uns  überflüssig,  für  die  beiden  Diagonalen  eines  Feldes  verschiedene 
Bezeichnungen  einzuführen,  weil  ein  Blick  auf  die  Figuren  357  und  858  jeden 
Zweifel  beseitigt. 

Mülle r-Breslaa,  GraphiBche  Statik.    I.  23 
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Für  die  End vertikale  ergeben  sich,  da  der  größte  Stützen- 
widerstand  C^  =  (VC^  (in  Mg.  357)  =  125,3'  und  der  kleinste 
C^^  =  CC  (in  Kg.  358)  =  9,8*  ist,  die  Spannkräfte 

^  V,  =  -  (7_  +  \gu\  =  -  125,3  +  0,8  =  -  125', 


.r 


—  ^:.-+ii/.^  =  — '    9,8  +  0,8  = 


9'. 


§  42. 
Qerberscher  Fachwerkbalken  mit  Oelenkvierecken. 

177.  Einleitung.  Wir  gehen  jetzt  zur  UnterBuchnng  eines  Gerberschen 
Balkens  über,  bei  welchem  an  Stelle  eines  jeden  der  bislang  vorausgesetzten 
wirklichen  Mittelgelenke  zwei  Stäbe  treten,  deren  Schnittpunkt  (nach  der  in 
No.  141  gegebenen  Erklärung)  die  Rolle  des  Gelenkes  spielt  In  der  Yig.  360 
ist  ein  Stück  eines  solchen  Balkens  dargestellt  worden.  Der  KoppeltrSger  II 
ist  mit  den  angrenzenden  gestutzten  Teilen  I  und  III  durch  je  zwei  Stabe 
verbunden.     Die   Achsen  der  Stäbe   J»  und   Au  schneiden   sich  im   Punkte  Aj 


Fig.  860. 

diejenigen  der  Stäbe  Bc  und  Bu  im  Punkte  B;  dann  sind  A  und  B  die  MiUel- 
gelenke  der  Öffnung  D'C. 

Im  folgenden  soll  nur  die  Wirkung  senkrechter  Lasten  irnter  der  Voraus- 
setzung wagerechter  Bahnen  der  beweglichen  Auflager  untersucht  werden,  und 
zwar  mit  Hilfe  der  EinfluBlinien ,  welche  hier  am  übersichtlichsten  zum  Ziele 
führen. 

Zunächst  bestimmen  wir  die  am  Koppelträger  II  in  Fig.  360  angreifenden 
Xräfte.  Gegeben  sind  die  auf  II  wirkenden  Lasten,  gesucht  die  Spannkräfte 
Ao^  Ami  '^•>  Bu  der  gleichbezeichneten  Stäbe.  Die  Mittelkraft  A  aus  Ap  und  Am 
geht  durch  das  Gelenk  A,  die  Mittelkraft  B  aus  B«  und  B«  durch  das  Gelenk  B. 
Beide  Mittelkräfte  müssen  senkrecht  gerichtet  sein,  da  sämtliche  auf  den  hier 
betrachteten  Gerberschen  Balken  (der  nur  ein  festes  Lager  besitzt)  wirkenden 
äußeren  Kräfte  senkrecht  sind  und  mithin  den  äußeren  Kräften  links  vom  Schnitte  tt 
(Fig.  360),  sowie  den  äußeren  Kräften  rechts  von  t't'  nur  durch  senkrechte 
Kräfte  u4,  beziehungsweise  B  das  Gleichgewicht  gehalten  werden  kann.  Wir 
nehmen  A  und  B  positiv  an,  wenn  sie  auf  den  Koppelträger  nach  oben,  also  auf 
die  Ausleger  nach  unten  wirken;  beide  Kräfte  sind  nur  von  den  auf  den  Koppel- 
träger wirkenden  Lasten  P  abhängig.  Man  findet,  mit  den  aus  der  £1g.  861 
ersichtlichen  Bezeichnungen,  den  Einfluß  einer  Last  P  =  l  mittels  der  auf  die 
Punkte  B  und  A  bezogenen  Momentengleichungen: 
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A  =  p\  =  l\  undB  =  p|  =  l| 
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^::> 


Fig.  861. 


Liegt  P  rechts  von  B^  so  wird  b  negativ,  befindet  es  sich  links  von  A^  so  ändert 
a  das  Vorzeichen.  Die  EinfloBlinien  für  A  und  B  sind  in  den  Figuren  368  n.  864 
für  zwei  verschiedene  gegenseitige  Lagen  der  Gelenke  A  und  B  dargestellt  worden. 
Die  ^-Linie  besteht  zwischen  22^  und  Ti  aus  einer  Geraden,  welche  auf  der  Senk- 
rechten durch  A  und  B  beziehungsweise  die  Ordindten  1  und  0  abschneidet,  und 
an  welche  sich  links  und  rechts  die  den  Feldern  B1B2  ^^^  ^i^s  entsprechenden 
Geraden  schließen.  Lasten,  welche  durch  /?,  und  T,  gehen,  entspricht  -4  =  0. 
Ebenso  wird  die  B-Iinie  bestimmt.  In  den  Figuren  868  und  864  wurde  die  ^-Fläche 
durch  Schraffierung  hervorgehoben.  Aus  den  Grenzwerten  der  Kräfte  A  und  B 
lassen  sich  die  größten  und  kleinsten  Spannkräfte  in  den  Stäben  Ao^  ^,  B^y  Bu 
durch  einfache  Zerlegung  von  A  und  B  ermitteln. 

In  den  folgenden  Untersuchungen,  die  sich  auf  das  einfache  Di-eiecknetz  be- 
schränken, bezeichnen  wir  die  Spannkräfte  ganz  allgemein  mit  S  und  deuten  damit  an, 
daß  alle  zur  Bestimmung  der  Einflußlinien  für  diese  Kräfte  gegebenen  Kegeln  sowohl 
für  die  Gurtstäbe  als  auch  für  die  Füllungsstäbe  gelten. 

178.  um  die  EinflnSlinien  für  die  Spannkräfte  in  den  St&ben  eines 
Koppeltrftgen  (bei  dessen  Betrachtung  wir  A  und  B  zu  den  äußeren  Kräften 
rechnen)  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  diesen  Trägerteil  am  rechten  Ende  fest- 
gehalten und  ermittein  diejenigen  Spannkräfte  S\  welche  in  den  Stäben  entstehen, 
sobald  nur  zwei  Kräfte  Ac  und  Ju  angreifen,  deren  Mittelkraft  A  =  \  ist.  In 
gleicher  Weise  bestimmen  wir  die  Spannkräfte  S"  für  den  am  linken  Ende  fest- 
gehaltenen und  mit  B  =  l  be- 
lasteten schwebenden  Teil. 

liegt  nun  die  über  den 
Träger  wandernde  Last  P=  1 
rechts  von  dem  Schnitte  tu 
welcher  den  Stab,  für  dessen 
Spannkraft  S  die  Einflußlinie 
gesucht  wird,  und  höchstens 
noch  zwei  andere  Stäbe  trifft, 

so  greift  links  von  tt  nur  die  äußere  Kraft  A  an,  und  es  entsteht  daher  8i=AS\ 
während  eine  links  von  tt  sich  befindende  Last  1   für  sich  allein  die  Spannkraft 

23* 


Fig.  862. 
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8  =  BS"  hervorruft.     Sind   Fi   und   F^    die   Querträger   links  und   rechts  vom 
Schnitte  tt  (Fig.  368),  so  folgt: 


Fig.  363. 


Die  Ordinaten  des  -rr-, ^    gelegenen    Teiles    der    Einflui- 

links  von  Fi 

tnit  S' 
linie  für  S  (kurz:  S'IAnie)   sind  gleich  den  —t^-^t,  multiplimerten 


mit  S 


entsprechenden   Ordinaten   der     ^  ,  .  .  -■ 

B'Lmte 


Durch  diesen  Satz  und  durch  die  Werte  S'  und  S"  ist  die  5- linie  eines 
jeden  Stabes  vollständig  bestimmt;  sie  wurde  in  den  Figuren  863  und  864  für 
eine  linkssteigende  Diagonale  unter  Voraussetzung  verschiedener  gegenseitiger 
Lagen    der   Gelenke  A  und  B  und  des  Schnittpunktes  E  der  von  tt  getroffenen 


Fig.  364. 

Ourtstäbe  dargestellt.  Die  Belastung  ist  an  der  oberen  Gurtung  angreifend 
gedacht  Mit  Hilfe  der  Werte  5^'  und  S'\  deren  erster  im  vorliegenden  Falle 
positiv  ist,  während  S"  einen  Druck  bedeutet,  wurden  die  Geraden  /  and  II 
festgelegt;  erstere  gilt  zwischen  Fi  und  Äi,  letztere  zwischen  F,  und  Tv  Den 
Feldern  JK,Ä„  FiF^  Tj  T^   entsprechen  beziehungsweise  die  Geraden  IV,  III-,  ^• 
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Wir  weisen  noch  besonders  auf  die  ähnlichen  Untersuchungen  in  No.  148  und  175 
hin,  deren  Ergebnisse  auch  im  vorliegenden  Falle  zur  Bestimmung  der  Geraden  I 
und  II  verwendet  werden  können.  Beispielsweise  müssen  sich  I  und  II  in  einem 
Punkte  der  Senkrechten  durch  E  treffen. 

179.  EmfluAlinie  fOr  die  Spannkraft  8  in  einem  Stabe  eines  Aus- 
legera.  Wir  betrachten  das  über  die  Stütze  C  ragende  Stück  des  Träger- 
teiles CD  (Fig.  360),  denken  die  Stäbe  B^  und  Bu  durch  zwei  bis  zum  Ge- 
lenke B  reichende  Stäbe  ersetzt  (Fig.  365)  und  bestimmen  hierauf  diejenigen 
Spannkräfte  8%  welche  eine 
in  B  angreifende,  abwärts  ge- 
richtete Last  1  in  den  Stäben 
des  zu  untersuchenden  Träger- 
stückes hervorbringt.  Nun  ge- 
langen wir  zur  Emflußlinie  für 
die  Spannkraft  S  in  iigend 
einem  Stabe  durch  die  folgende 
einfache  Überlegung: 

Der  Einfluß  einer  Einzel- 
last P=  1,  welche  auf  den  in 
der  Fig.  865  daigestellten  Träger  wirkt  und  links  von  dem  Felde  i^iF,,  durch 
das  der  Schnitt  tt  geht,  angreift,  ist  durch  die  Ordinate  einer  Geraden  (I) 
gegeben,  welche  bei  B  die  Ordinate  S'  besitzt  und  deren  Nullpunkt  N  senk- 
recht unter  dem  Schnittpunkte  E  der  beiden  Stäbe  liegt,  die  außer  dem  frag- 
lichen Stabe   noch  vom   Schnitte   tt  getroffen   werden.      Diese   Gerade  darf  für 


Fig.  365. 


Fig.  366. 


den    Träger    in    Fig.  366    natürlich    nur  zwischen .  T,   und   f\    benutzt  werden. 
Ruht  die  über   den  Träger  waudemde  Lasteinheit  auf  dem  anliegenden  Eoppel- 
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träger,  so  übt  sie  auf  den  Ausleger  einen  ita  Punkte  B  angreifenden  Drack  B 
aus  und  erzeugt  die  Spannkraft  S=  B'8\  Die  Ordinaten  der  links  von  Ti  ge- 
legenen Teile  II  und  III  der  gesuchten  5- Linie  sind  also  gleich  den  mit  5' 
multiplizierten  Ordinaten  der  B-Linie,  während  sich  die  den  Feldern  TiT^  und  JP^F, 
entsprechenden  Teile  der  jS- Linie  mit  Hilfe  des  Satzes  ergeben,  daß  jede  Einfluß^ 
linie  zwischen  zwei  benachbarten  Querträgem  eine  Gerade  ist  Der  Nullpuidrt  Ton  // 
entspricht  dem  Gelenke  A. 

In  der  Figur  866  ist  die  Einflußlinie  für  die  Spannkraft  in  einer  links- 
steigenden Diagonale  dargestellt  worden.  Die  Spannkraft  S*  ist  im  vorliegenden 
Falle  positiv. 

Es  möge  noch  an  die  in  No.  174  durchgeführten  Untensuchongen  erinnert 
werden.  Danach  kann  die  Einflußlinie  in  Fig.  866  auch  durch  die  den  Punkten 
Fl  und  Ff  entsprechenden  Ordinaten  S"  und  S'"  der  Geraden  I  festgelegt 
werden.  Um  S"  und  S"'  zu  erhalten,  zerlegt  man  eine  in  Fi  angreifend  ge- 
dachte Last  P=l  nach  den  Richtungen  von  5  und  5»,  sodann  eine  in  Ft  an- 
greifende Last  P=l  nach  den  Richtungen  von  S  tmd  Su.  Auf  welche  Weise  der 
Sinn  von  S"  und  8'"  bestimmt  wird,  ist  durch  die  neben  die  Eräftedreiecke 
(deren  Umfahrungssinn  ein  stetiger  sein  muß)  gesetzten  Figuren  angedeutet 
worden. 

180.  Die  Einflofilinie  fOr  die  Spannkraft  in  irgend  einem  Stabe  des 
swiflchen  den  Stutzen  C  nnd  Z>  gelegenen  Trftgerteiles  (Fig.  867)  ist  nach 
Ermittelung  der  Spannkräfte  S'  und  S'%  welche  beziehungsweise  mit  den  in 
No.  143  eingeführten  Spannkräften  0\  ü\  D'  und  0",  U'\  D"  übereinstimmen, 
durch  den  Satz  gegeben: 

Die    Ordinaten    des    —  t ^   gelegenen    Teiles    der    Einfluß' 

Itnks  von  Fi 

mit  S' 
linie  für  8  sind  gleich  den  ,,  multiplizierten   entsprechenden    Or- 

mit  o 

C 'Linie 
dinaten   der 


D 'Linie 


Dabei  bedeuten,  wie  früher,  Fi  und  F^  die  links  und  rechts  von  dem 
Schnitte  tt  gelegenen  Queiträger.  Die  Einflußlinie  für  den  Stützenwiderstand  C 
(d.  i.  die  C-Ianie)  ist  zwischen  den  Querträgern  T,  und  T*,  eine  Gerade  (/). 
welche  durch  die  Bedingungen  bestinmit  ist,  daß  einer  senkrecht  über  C  liegen- 
den Last  P=l  der  Wert  C=l  entspricht  und  einer  senkrecht  über  D  an- 
greifenden der  Wert  C  =  0.  Es  gibt  aber  diese  Gerade  auch  den  Einfluß 
einer  auf  dem  linksseitigen  KoppeltrSger  ruhenden,  durch  das  Gelenk  B  gehenden 
Last  Eins  an,  weil  diese  Last  auf  den  Ausleger  T^C  (welchen  man  sich  in 
der  durch  die  Figur  365  veranschaulichten  Weise  bis  B  verlängert  denken 
kann)  einen  Druck  ^  =  1  ausübt.  Da  nun  eine  durch  A  gehende  Last  den 
Wert  B  =  0  erzeugt,  so  ist  sie  auch  ohne  Einfluß  auf  C,  und  hieraus  und 
aus  einer  ähnlichen,  den  Einfluß  von  Lasten  rechts  von  T"^  betreffenden 
Überlegung  ergibt  sich  die  in  der  Fig.  867  a  dargestellte  C- Linie.  Sie  be- 
steht aus  der  Geraden  /,  den  beiden  Geraden  //  und  277,  welche  beziehungs- 
weise durch  die  Schnittpunkte  der  I  mit  den  Senkrechten  durch  die  Gelenke  B 
und  B'  gehen,  und  deren  Nullpunkte  den  Gelenken  A  und  A'  entsprechen, 
schließlich  aus  den  Geraden  JF,  F,  VI,  VII,  gehörig  zu  den  Feldern  Ä^ 
r,r,,  r',!r'i,  R\R\.  in  Fig.  867  wurden  zu  beiden  Seiten  der  Öffiiung  CD  ver- 
schieidene  gegenseitige  Lagen  der  Mittelgelenke  A  und  J?,  A'  imd  B'  vorausgesetzt 
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Ganz  ebenso  wird  die  (in  der  Fig.  367  a  strichpunktierte)  Einflußlinie  für  den 
Stätzenwiderstand  D  bestimmt,  und  nun  unteriiegt  es  keinerlei  Schwierigkeit  mehr, 


Fig.  867. 


die  Einflußlinie  für  die  Spannkraft  8  in  irgend  einem  Füllungsstabe  mit  Hilfe  von 
S'  mid  8"  aufzutragen.  Fig.  867  b  enthält  die  Anwendung  unseres  Verfahrens  auf 
die  Ermittelung  der  Einflußlinie  für  die  Spannkraft  8  in  einer  linkssteigenden  Dia- 
gonale. 

181.  Es  soll  noch  der  in  Fig.  868  dargestellte  Fachwerkbalken  untersucht 
werden,  dessen  gestützter  Teil  AGx  drei  Auflager  ^,  B,  C  besitzt.  Zwischen  B 
und  C  liegt  ein  von  senkrechten  FüUungsstäben  begrenztes  Feld  ohne  Diagonale. 

Um  die  Einflußlinie  für  den  Stützenwiderstand  C  zu  bestimmen,  wird  die 
über  den  Träger  wandernde  Last  Eins  zuerst  irgendwo  zwischen  C  und  Gi  ange- 
nommen und  die  Summe  der  auf  das  Trägerstück  COi  wirkenden  senkrechten  Kräfte 
gleich  Null  gesetzt.  Da  die  Spannkraft  So  im  Stabe  So  wagerecht  ist,  so  ergibt  sich 
(7=1,  und  hierdurch  ist  die  in  der  Fig.  368a  dargestellte  C-Lioie  bestimmt.  Lasten 
finks  von  B  sind  ohne  Einfluß  auf  den  Widerstand  C. 

Die  Einflußlinien  für  die  Stützenwiderstände  A  und  B  sind  in  den  Figuren 
368b  und  c  angegeben;  die  Gerade  I  der  ersteren  besitzt  bei  A  die  Ordinate  1,  die- 
jenige der  letzteren  bei  B  die  Ordinate  1;  in  beiden  Figuren  sind  die  Geraden  I 
nnd  II  einander  parallel;  denn  so  lange  der  Trägerteil  AB  nur  zwischen  A  und  B 
belastet  ist,  verhält  er  sich  wie  ein  einfacher  Balken;  greift  die  Last  Eins  in  O^ 
an,  80  erzeugt  sie: 

Ä  =  +  l{-  und  A=:-So-^=-ij. 
femer  B  =  —  A  =  -\-  1  -    • 

Um  die  Einflußlinie  für  die  Spannkraft  in  irgend  einem  Stabe  des  Träger^ 
Stückes  AB  ZM  finden,  betrachte  man  AB  zuerst  als  einfachen  Balken  und  verfahre 
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nach  No.  148  Seite  269.    Sodann  beachte  man,  daß  der  Einflafi  von  Lasten^  welche 
auf  den  Trägerteil  rechts  vom  Schnitte  tt  wirken,  ganz  allgemein  ^AS*  ist,  wo^' 


_£L5. 


fi        Mff^ 


i^J\Ni/l/U^ 


"H»^ 


Fig.  868. 

die  Spannkraft  für  den  in  No.  148  erklärten  Zustand  ^  =  1  ist.  In  den  Figuren 
868  d  und  e  sind  die  Einflußlinien  für  eine  Spannkraft  ü  und  eine  Spannkraft  D 
dargestellt  worden.  Die  links  von  B  gelegenen  Teile  dieser  Linien  sind  durch  die  Werte 
IT,  D%  D"  bestimmt,  und  die  Teile  rechts  von  B  durch  die  Bedingung,  daß  in 
beiden  Figuren  die  Gerade  II  der  Geraden  /  parallel  sein  muß. 

Die  Spannkräfte  in  den  wagerechten  Gurtstäben  des  Feldes  BC  sind  für 
jeden  Belastungszustand  entgegengesetzt  gleich  (Su  =  —  S^\   die  EinfluBlinie  für  S. 

(Fig.   868  f)   ist  durch   die    dem   Mittelgelenke   Gi    entsprechende   Ordinate  1 -r- 

bestimmt. 

Fig.  368  gibt  im  wesentlichen  die  Anordnung  der  Hauptträger  der  neuen 
Eisenbahnbrücke  an,  welche  den  Niagara  in  kurzer  Entfernung  unterhalb  der 
berühmten  Fälle  überspannt  imd  im  Dezember  1888  dem  Verkehr  übeigeben 
wurde.*)  Eigentümlich  ist  bei  dieser  Brücke  auch  die  Anordnung  der  Füllungs- 
stäbe. Fig.  869  zeigt  den  überragenden  und  den  angrenzenden  schwebenden 
Teil.  Die  Diagonalen  8,  4,  5,  6,  7  gehen  durch  je  zwei  Felder,  die  erste  der- 
selben vereinigt  sich  jedoch  mit  der  einfeldrigen  Diagonale  2  in  der  Nähe  des 
unteren  Knotens   F   zu   einem  Stabe   1,  und  infolgedessen   ist  der  Träger  auch 


♦)  Eine  ausführliche  Beschreibung  dieser  vom  Ober-Ingenieur  C  C  Schneider 
in  Newyork  entworfenen  Brücke  findet  sich  in  der  Zeitschrift  des  Vereins 
detOscher  Ingenieure,  1881,  S.  385. 
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ioneriich  statisch  bestimmt.     Um  beispielsweise  die  Spazmkräfte  Di^  D^,  .  .  .  D^ 
im  Stabe  1  und  in  den  Diagonalen  2,  8,  ....  8  zu  finden,   führe  man  zuerst 


Fig.  369. 

den  Schnitt  ^,  bestimme  Dt  nach  dem  i^tt^^rsohen  Verfahren,  hierauf  D,  und  D,^ 
welche  mit  D^  im  Gleichgewichte  sein  müssen,  und  führe  nun  die  Schnitte  <,, 
<g,  .  .  .,  nm  der  Reihe  nach  mittels  Ritterscher  Momentengleichongen  die  Spann- 
kräfte D4,  D(,  .  .  .  .  zu  erhalten.  Wir  werden  uns  im  letzten  Abschnitte  dieses 
Bandes  noch  eingehender  mit  derardgen  Fachwerken  beschäftigen. 

Hinzuzufügen  ist,  daß  bei  der  Niagarabrücke  die  Knoten  E  und  I>,  des- 
gleichen O  und  F  durch  Stabe  miteinander  verbunden  wurden,  deren  Befestigungs- 
bolzen jedoch  bei  E  und  O  durch  längUch  geformte  Löcher  greifen.  Es  ist  des- 
halb an  diesen  Stellen  eine  Verschiebung  der  Stabenden  möglich,  und  der  Koppel- 
tiilger  verhält  sich  wie  ein  einfacher  Balken. 


§  43. 
Gerberscher  Balken  mit  Hängegurtung. 

182.  Fig.  370  stellt  einen  in  neuerer  Zeit  öfter  ausgeführten 
Gerberschen  Balken  mit  Hängegurtung  dar.  Die  gestrichelten  Gurt- 
stäbe sind  an  dem  einen  Ende  durch  Bolzen,  welche  durch  längliche 
Löcher  gesteckt  sind,  befestigt;  sie  sind  wirkungslos  und  werden  nur 
mit  Eücksicht  auf  das  bessere  Aussehen  des  Trägers  angeordnet  Führt 
man  durch  das  erste  Feld  rechts  von  der  Mittelstütze  einen  Schnitt^ 
so  kann  man  die  Spannkraft  S\  in  dem  obersten  Kettengliede  aus 
der  Momentengleichung  für  den  Stützpunkt  B  bestimmen.  Zerlegt  man 
S\  nach  wagerechter  und  senkrechter  Eichtung  (Fig.  371),  so  findet 
man  für  den  Einfluß  einer  am  Ausleger  BO^  angreifenden  Last  P 
auf  die  wagerechte  Seitenkraft  H  den  Wert 


H=P 


f 


Die  Einflußfläche  für  jff  ist  demnach  ein  Dreieck  (Fig.  370  a)  von  der 

Höhe  l—TT*    Sind  Ausleger  und  Koppelträger  unbelastet,  so  ist  H=0. 

Lasten,   welche    auf   das  Trägerstück  AB  wirken,  üben  also  keinen 
Einfluß  auf  H  aus.   Nach  Ermittelung  von  H^,  findet  man  die  Spann- 
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kräfte   S  und  S'  in  der  Hängegurtimg  nach  Kg.  370  b  aus  der  Be- 
dingung,   daß   die    wagerechten   Projektionen    dieser  Kräfte    sämtlich 


-<^ 


Fig.  370. 

gleich  H  sind.  Die  Strecken,  welche  die  S'  und  S  auf  der  Vertikalen 
F'F  abschneiden,  stellen  die  Spannkräfte  Z  in  den  Hängestangen  dar 
und  die  Strecke  F'F  den  Druck  in  der  Vertikalen   V^. 

Die  Einflußlinien  für  die  Spannkräfte  0,  ?7,  D  und  V  der  ge- 
gliederten Scheibe  AB  verlaufen  zwischen  A  und  B  genau  wie  beini 
einfachen  Balken;  zwischen  B  und  O^  aber  ist  jede  Einflußfläche  ein 
Dreieck,  dessen  Spitze  in  der  Senkrechten  durch  Öj  liegt  und  das 
durch  den  Einfluß  einer  in  Öj  angreifenden  Last  1  bestimmt  ist  Zu 
den  in  No.  143  benutzten  Kräfteplänen  für  die  Zustände  A=l  und 
-B=l  tritt  noch  ein  dritter  über  den  Träger-Teil  ABO^  auszu- 
dehnender Kräfteplan,  für  dessen  Herstellung  die  folgende  kurze  An- 
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Weisung  genügt    Die  in  G^  angreifende  Last  1  erzeugt  am  Auflager 

r 

A  den  Widerstand  Ä  =  —  1  —  und  in  der  Hängegurtung  den  Hori- 

i 

aontalzug  iT=  1  — ,  ein  Wert,  der  auch  durch  Zerlegung  der  Last  1 


■'^'^t 


^ t 


Fig.  871. 


nach  den  Kichtungen  der  in  Kg.  371  vom  Schnitte  t  getroffenen  drei 
Stäbe  zeichnerisch  dargestellt  werden  kann.  Nun  lassen  sich  nach 
Big.  370b  die  Spannkräfte  in  den  Kettenstäben  und  den  Hängestäben 
ermitteln,  und  damit  sind  alle  an  den  Dreiecknetzen  AB  und  BO^ 
angreifenden  Kräfte  bestimmt  Für  die  Dreiecknetze  werden  Cremonasche 
Kräftepläne  gezeichnet. 

Sehr  schnell  führt  auch  das  folgende  reclmerische  Verfahren,  das 
durch  ein  Zahlenbeispiel  erläutert  werden  möge,  zum  Ziele.  Es  sei 
J==24-,  r  =  12-,  r  =  24-,  X  (Feldweite)  =  3-.  Die  Höhen  der 
Dreiecknetze  seien  in  den  Punkten 

0123456789    10    11    12 

Ä  =  2,0  2,1  2,4  2,9  3,6  2,9  2,4  2,1  2,0  2,1  2,4  2,9  3,6- 
und  die  von  der  Geraden  ABO^  aus  gemessenen  Ordinaten  der  Hänge- 
gurtung in  den  Punkten 

5     6     7     8     9     10    11 
y  =  4,5  5,6  6,9  8,4  6,9  5,6  4,5-. 
Gesucht  sei  zunächst  die  Einflußlinie  für  O^cosß^,  wo  ß^  den  Nei- 
gungswinkel von  Oy  gegen  die  Wagerechte  bedeutet     Da 

0/cosß,  =-^ 
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ist,  so  erzeugt  B  =  1  die  Spannkraft 

0,cosß,  =  —  1  ^2^5  =  _  250* 

und  durch  diesen  Wert  ist  die  strichpunktierte  Einflußlinie  (Rg.  370c) 

für  0,  cos  ß,  im  Gebiete  AB  bestimmt    Die  ausgezogene  Linie  gehört 

3  •  3  0 
zu  Ojcos  ß^;  sie  ist  festgelegt  durch  —  1     '  ^    =  —  3,10.     Nun  er- 

zeugt  eine  iu  O^  angreifende  Last  1: 

OR     J7        1    ^2  10 

^  =  -0,5,  J=lg-j^  =  -^ 


42 


O,cosß.  =  -f^=-^3±_^^e_0.5>18- 

Q>ooBß>  =  -^  =  --^"-  +  ^^-=g^'^-^'^-^  =  +  0,37 

und  durch  diese  beiden,  an  der  Stelle  O^  aufzutragenden  Werte  sind 
die  Einflußlinien  für  das  Gebiet  BO^  bestimmt. 

Führt  man  nun  einen  Schnitt  durch  die  Stäbe  S,,  0^,  V^  und  U^. 
und  setzt  man  die  Summe  der  am  abgeschnittenen  Eachwerksteile  an- 
greifenden wagerechten  Kräfte  gleich  Null,  so  erhält  man 

C7e+07cosß^  +  fl'=0 
und  hieraus  folgt 

—  J7e  =  Oy  cos  ß,  +  H. 

Die  Einflußlinie  für  ( —  U^)  stimmt  also  zwischen  A  und  B  mit  der 
Einflußlinie  für  0^  cos  ß^  überein,  weil  Lasten,  die  am  Trägerstück  AB 
angreifen,  iu  den  Kettenstäben  keine  Beanspruchxmgen  erzeugen.    Liegt 

die  Last  1  in  Öj,  so  erzeugt  sie  5'=  -=-  =  1,43  und  —  [7^  =  +  0,42 

+  1,43  =  1,86  und  durch  diesen  Wert  ist  der  zur  Trägerstrecke  B  Ö, 
gehörige,  in  Mg.  370c  gestrichelte  Teil  der  ( —  Di)-Linie  bestimmt 

Bedeutet  9,  den  Neigungswinkel  der  Diagonale  D^,  so  muß  sein 
-De  c^s  9j  =  Oy  cos  ß^  —  Oj  cos  ßj. 
Der  Unterschied  der  für  0^  cos  ß^  und  0^  cos  ß^  gezeichneten  Einfluß- 
flächen ist  also  gleich  der  Einflußfläche  für  Z>^cos90.  Diese  Fläche 
wurde  in  Rg.  370  d  —  im  doppelten  Maßstabe  —  auf  eine  wagerechte 
NulUinie  zurückgeführt 

Jetzt  läßt  sich  auch  sofort  die  Einflußfläche  für  den  Wert 
( —  V^cotgff^)  angeben.  Solange  nämlich  der  Knotenpunkt  unbelastet 
ist,  muß 

^0  =  — ^6sm9«, 
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also 

—  Fg  cotg  9e  =  -De  cos  9^ 
sein;  und  da  femer  die  F^-Linie  von  Stütze  B  bis  Knotenpunkt  5 
geradlinig  verlaufen  muß,  und  im  Felde  4 — 5  ihren  Nullpunkt  besitzt, 
so  braucht  man,  um  aus  der  D^  cos  9^ -Linie  die  ( — F5Coig9j) -Linie 
zu  erhalten,  nur  die  Gerade  L^L^  durch  die  Gerade  L\L\  zu 
ersetzen. 

In  derselben  Weise  wird  bei  der  Untersuchung  des  Auslegers 
verfahren;  es  genügt  auch  hier  die  Berechnung  der  0  cos  ß-Linien. 
Eine  zwischen  O^  und  Knoten  10  liegende  Last  P=l  (Fig.  371) 
erzeugt 

und  aus  dieser  Gleichung  folgt,  daß  die  in  Fig.  371  schraffierte  Fläche 
den  zum  Gebiete  BO^  gehörenden  Teil  der  Emflußfläche  für  O^q  cos  ßj^ 
darstellt;  sie  ist  bestimmt  durch  die  Strecken 

l^|io_   und    1-fl^  für  r  =  Xio. 

In,  Fig.  370 e  sind  die  Einflußlinien  für  OjoCOS  ß^^  und  0^^  cos  ß^ 

2 

in  -^  des  der  Fig.  370  c  zu  Grunde  gelegten  Maßstabes  angetragen 

worden;  sie  sind  bestimmt  durch  die  Strecken 

R^r  =  1^  =  2,50,  WT  =  l'l  =  1,03. 

Der  Unterschied  beider  Flächen  ist  Einflußfläche  für  D^  cos  911, 
aus  welcher  sich  die  F^ -Fläche  mittels  Ziehen  einer  Geraden  ab- 
leiten läßt 

Hinsichtlich  der  aus  der  Form  der  Einflußlinien  für  die  kürzeste 
Berechnung  der  größten  und  kleinsten  Spannkräfte  zu  ziehenden 
Schlüsse  verweisen  wir  auf  die  früheren  Untersuchungen.  TergL 
namentlich  §  19,  Seite  157. 
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XI.  Abschnitt. 

Der  Fachwerkbogen  mit  drei  Gelenken. 

§  44. 

Anwendung  der  Verfahren  von  Culmann  und  Ritter. 

Wir  setzen  voraus,  daß  die  beiden  gegliederten  Scheiben,  aus 
denen  der  Fachwerkbogen  mit  drei  Gelenken  besteht,  einfache  Drei- 
ecknetze sind  und  erläutern  zunächst  die 

183.  Anwendung  der  Rittersohen  Homentenglelohungen.   Auf  den 

Bogen    mögen    beliebig   gerichtete  Lasten    wirken.      Die  von   ihnen 


Rg.  372. 

hervorgerufenen    Stützen  widerstände    seien    bekannt;    auch    sei   ein 
durch  die  drei  Gelenke  J.,  Ö,  B  gehendes  Seilpolygon  I II III .  .  . 
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der   äußeren   Kräfte  gegeben*).     Gesucht  sei  die  Spannkraft   U^  in 
Hg.  372. 

Durch  die  Stäbe  ü^,  D^,  O5  wird  ein  Schnitt  tt  geführt;  er 
trifft  die  Seüpolygonseite  IV^  welche  die  Lage  der  Mittelkraft  R  der 
links  von  tt  wirkenden  äußeren  Kräfte  bestimmt,  während  der  ent- 
sprechende Seilstrahl  IV  =  R  die  Größe  und  den  Sinn  dieser  Kraft  an- 
gibt Bezeichnen  tj  und  r  die  auf  den  Knotenpunkt  4  als  Drehpunkt 
bezogenen  Hebelarme  von  R  und  ET^,  so  lautet  die  Momentengleichung 
ÄY]  —  U^r  =  {i^   und    es   folgt  der  leicht   durch   Zeichnung  zu  be- 

stimmende  Ausdruck   U.  =  — —  • 
*         r 

Ein  anderer  Weg  ist  der  folgende:  Isti]<;r,  so  beschreibe  man 
um  den  Drehpunkt  4  mit  r  einen  Kreisbogen,  bestimme  dessen  Schnitt- 
punkt 4'  mit  der  Seüpolygonseite  IV  und  zerlege  R  in  zwei  im 
Punkte  4'  angreifende  Seitenkräfte  R'  und  R'\  deren  erste  senkrecht 
auf  der  Geraden  4 '4  steht,  während  R"  mit  dieser  Geraden  zusammen- 
ßült  Die  Momentengleichung  geht  dann  über  in  R'r  —  TJ^r^^d  und 
liefert  ü^  =  R\  Ist  y]  >  r,  so 
zerlege  man  R  in  einem  be- 
liebigen Punkte  seiner  Kich- 
tung  in  eine  durch  4  gehende 
Seitenkraft  üf"  und  eine 
z^veite,  welche  den  um  4 
mit  r  beschriebenen  Kreis- 
bogen berührt  Fig.  373. 
Man  findet  dann  wieder 
U^=R'. 

In  gleicher  Weise  werden 
die  Kräfte  0  gefunden.  Zur 
Ermittelung  der  Spannkräfte 
IJ  in  den  FiiUungsstäben  ist  indes  das  vorstehend  beschriebene  Ver- 
fahren, wegen  der  in  der  Eegel  unbequem  gelegenen  Drehpunkte,  selten 
geeignet,  und  es  empfiehlt  sich  deshalb,  die  D  den  Kräftepolygonen 
zu  entnehmen,  welche  sich  für  die  Knoten  der  unteren  oder  oberen 
Gurtung  übersichtlich  aufzeichnen  lassen,  sobald  die  Spannkräfte  U 
oder  0  gegeben  sind.  Das  Verfahren  ist  in  den  Figuren  372  c  und  d 
dargestellt  worden;  die  dort  von  Parallelen  zu  den  Gurtstäben  0  und 
U  gebildeten  Strahlenbüschel  S^  und  Äg  lassen  sich  für  alle  zu  unter- 
suchenden Belastungsfälle  verwenden.  Es  genügt  natürlich,  die  eine 
der  beiden  Figuren  zu  zeichnen;  entwirft  man  aber  beide,  so  erhält 


Fig.  873. 


*)  Vergl.  No.  116,  117,  158. 
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man   jede    Kraft   D   zweimal   und   ist   dann  im  stände,  durch  Ver 
gleichung  der  Ergebnisse,  die  Güte  der  Zeichnung  zu  prüfen*). 

Das  beschriebene  Verfahren  kann  a.  a.  zur  Ermittelung  der  in  einem  Dach- 
binder durch  den  "Winddruck  und  die  ständige  Belastung  hervorgerufenen  Spann- 
kräfte empfohlen  werden  und  ist  dann  häufig  der  Anwendung  eines  Cr^numascheD 
Eräfteplanes  (§  27)  vorzuziehen;  denn  bei  Fachwerken  mit  größerer  Stabzahl 
pflanzen  sich  bei  der  letzteren  Bestimmuugsweise  die  Zeichenfehler  zuweilen  in 
recht  unliebsamer  "Weise  fort,  und  es  ist  zum  mindesten  empfehlenswert,  von  Zeit 
zu  Zeit  eine  Spannkraft  durch  unmittelbare  Bestimmung  derselben  zu  prüfen,  ßei 
Bogenträgern  ist  aber  im  allgemeinen  die  Eeldweite  geringer  und  mithin  die  Stab- 
zahl größer  als  bei  Balkenträgem  von  gleicher  Stützweite. 

Auch  das  folgende,  dem  Cremonaschen  ähnliche  Verfahren  ver- 
dient hier  angefühi-t  zu  werden.  Man  zeichnet  der  Reihe  nach  die 
Kräftepolygone  für  die  Knoten  J[,  0,  1,  2  .  .  .  .  und  bestimmt  nach- 
einander: Dq  und  C7J,,  Z>i  und  Oj,  2>,  und  ZJ,,  wobei  man  aber,  an- 
statt die  Kräftepolygone  auf  die  im  §  27  beschriebene  Weise  zu  einer, 
jede  Spannkraft  nur  einmal  enthaltenden  Eigur  zu  vereinigen,  ab- 
wechselnd die  Strahlenbüschel  S^  und  S,  benutzt**).  Zuweilen  wird 
einer  der  "Werte  U  und  0  in  der  oben  gezeigten  Art  mittels  einer 
-Bi^ferschen  Momentengleichung  geprüft. 

Wird  der  Bogen  nur  durch  senkrechte  Lasten  beansprucht,  so 
können  die  größten  positiven  und  negativen  Momente  M^  für  die 
Knotenpunkte  m  auch  auf  die  im  §  24  angegebene  Weise  in  der  Form 
M^  =  Hri^  dargestellt  und  hierauf  die  Grenzwerte  der  Spannkräfte  0 
und  U  nach  §  31  bestimmt  werden. 

184.  Soll  das  Golmamisolie  Verfahren  zur  Ermittelung  der  in 
Rg.  372  vom  Schnitte  tt  getroffenen  Gurtstäbe  benutzt  werden,  so  ist 
nur  die  in  No.  12  behandelte  Aufgabe  zu  lösen:  Drei  Kräfte  0,  tTund  d 
zu  finden,  welche  der  gegebenen  Biaft  R  das  Gleichgewicht  halten, 

Die  früher  gegebene  Lösung  der  Aufgabe  stößt  bei  ihrer  Anwen- 
dung auf  Bogenträger  zuweilen  auf  Schwierigkeiten.  So  ist  es  zum 
Beispiel  in  der  Kg.  372  zwar  möglich,  den  Schnittpunkt  {RD)  von  R 
und  D  scharf  zu  bestimmen;  die  Schnittpunkte  {R0\  {R  U)  und  {OTT) 
hingegen  fallen  häufig  außerhalb  des  Zeichenblattes.  Man  ersetze  dann 
R  in  irgend  einem  Punkte  seiner  Richtung  durch  zwei  Seitenkräfte  B' 
und  R'\  welche  durch  die  Schnittpunkte  {OD)  und  UD)  gehen,  und 


*)  Um  genaue  "Werte  zu  erhalten,  scheue  man  ja  die  kleine  Mühe  nicht,  die 
Strahlenbüschel  Si  und  S^  in  Fig.  872  in  der  auf  Seite  308  angegebenen  "Weise 
durch  Rechnung  festzulegen.  Parallelen  zu  den  kurzen  Gurtstäben  zu  ziehen,  ist 
nach  den  Erfahrungen  des  Verfassers  unbedingt  zu  verwerfen. 

**)  Es  stimmt  dieses  Verfahren  im  wesentlichen  mit  demjenigen  überein. 
welches  zuerst  von  Lang  im  Civilingenieur  1882  auf  Tafel  XIV  zur  Untersuchung 
eines  sichelförmigen  Balkens  (Dachbinder)  angewendet  worden  ist. 
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zertege  E'  nach  den  Sichtungen  von  0  und  D,  femer  R"  nach  den 
Richtungen  von  U  und  2>.  Mau  gelangt  dann  zu  dein  in  der  Rg.  374 
dargestellten  Kräftepolygone. 


Fig.  874. 


Es  soll  noch  eine  oft  benutzte  Anwendung  des  OulmannscheBL 
Verfahrens  zur  Ermittelung  der  durch  eine  gleichförmige  bewegliche 
Belastung  hervorgerufenen  Grenzwerte  der  Spannkräfte  an  einem  Bei- 
spiele erläutert  werden.  Die  Feldweiten  seien  gleich  groß  vorausge- 
setzt, ,'und  die  Belastung  eines  Feldes  werde  mit  p\  =  P  bezeichnet 
Die  Zeiger  1,  2,  3,  ....  in  der  Figur  375  deuten  also  nur  an,  daß 
die  gleich  großen  Lasten  Pj,  P,,  P,  .  .  .  .  in  den  Knoten  1,  2,  3  ...  . 
angreifen. 

Zuerst  werden  die  von  jeder  einzelnen  Last  herrührenden,  in  A 
und  B  angreifenden  Stützenwiderstände  Zj,  Äj,  Z^,  .  .  .  .  und  K\^ 
iT,,  Z'j,  .  .  .  .  gesondert  bestimmt  Um  z.  B.  K^  und  Z',  zu  er- 
halten, wird  P|  mit  der  Kämpferdrucklinie  in  2  zum  Schnitte  gebracht 
und  hierauf  die  von  Ä  aus  auf  einer  Senkrechten  aufgetragene  Last  P 
nach  den  Richtungen  Ä2  und  P2  zerlegt  Es  liegen  dann  die  End- 
punkte von  K^j  K^^  ^3,  ^4,  K^  auf  einer  Geraden,  desgL  die  End- 
punkte von  K\^  K\^  Ä^7,  Z'g,  ST^.  Nach  Bestiunmung  sämtlicher  JT 
und  K'  werden  die  in  Ä  angreifenden  Stützenwiderstände  in  der  Reihen- 
folge ^1,  ^2  ....  zu  einem  Polygone  LN  zusammengesetzt,  die  in  J9 
angreifenden  in  der  Reihenfolge  K'^^  K'^  ....  zu  einem  Polygone  L'N*). 

Jetzt  kann  zur  Ermittelung  der  Spannkräfte  geschritten  werden. 
Gesucht  sei  z.  B.  die  Spannkraft  O3,  welche  dem  Momente  M^  für  den 
gegenüberliegenden  Knoten  3  proportional  ist  und  den  größten  posi- 
tiven oder  den  größten  negativen  Wert  annimmt,  je  nachdem  der 
Träger  so  belastet  wird,  daß  ^t^M^  oder  ««ilf,  entsteht  Legt  man 
nun  durch  Ä  und  den  Knoten  3  eine  Gerade,  welche  die  Kämpfer- 


♦)  Für  Fig.  375  b  wurde  ein  kleinerer  Ki&ftemaßstab  gewählt  wie  für  Fig.  375  a. 
Haller-BreiiUa,  anphische  SUUk.    I.  24 


Digitized  by 


Google 


370 


Elfter  Abschnitt  —  §  44. 


drucklinie  in  E  schneidet,  so  ist  die  Senkrechte  durch  E  nach  §  24 
eine  Belastungsscheide;  jede  Last  rechts  von  E  erzeugt  ein  negatires 


Fig.  875, 

M^^  jede  Last  links  ein  positives.  Um  also  den  größten  Zug  O,  zu 
erhalten,  werden  alle  Lasten  links  von  E  beseitigt  Es  greift  dann 
am  Trägerteile  links  vom  Schnitte  tt  nur  eine  äußere  Kraft  an,  näm- 
lich die  durch  Ä  gehende  Mittelkraft  R^-^  der  Widerstände  K^, 
A'e,  .  •  .  .  bis  JT^,  und  mit  dieser  müssen  die  ebenfalls  am  linken 
Trägerteile  angreifenden  Spannkräfte  0,  Z7,  2>  im  Gleichgewichte  sein. 
Die  Ermittelung  der  letzteren  Kräfte  erfolgt  nun  nach  Fig.  374. 

Um  ^^Oj  zu  erhalten,  ist  der  Träger  rechts  von  E  zu  entlasten; 
die  verbleibenden  Lasten  werden  in  die  durch  den  Schnitt  tt  ge- 
schiedenen Gruppen  P^,  P,  und  P,,  P^  getrennt,  deren  Einflüsse  ge- 
sondert bestimmt  und  schließlich  addiert  werden.  Wirken  nur  Pj  und  P,, 
so  zeichnet  man  das  Kräftepolygon  für  die  rechts  vom  Schnitte  tt 
wirksamen  Biäfte  0,  Z7,  Z>,  -B'i.s,  wobei  R\.i  die  in  B  angreifende 
Mittelkraft  aus  K\  und  K\  ist,  und  um  den  Einfluß  von  P,  und  P^ . 
zu  erhalten,  wird  der  linke  Trägerteil  betrachtet,  an  welchem  nur  die 
äußere  Kraft  -B3.4,  d.  i.  die  Mittelkraft  aus  K^  und  K^  angreift 

Auf  dem  beschriebenen  Wege  können  auch  die  größten  Spann- 
kräfte in  den  Füllungsstäben  (für  welche  die  ungünstigste  Belastung 
im  folgenden  §  mit  Hilfe  der  Einflußlinien  ermittelt  werden  soll)  be- 
stimmt werden;  doch  halten  wir  das  ganze  Verfahren  für  wenig  zweck- 
mäßig, weü  es  zu  sehr  unübersichtlichen  und  deshalb  schwierig  zu 
prüfenden  Kräfteplänen  führt 
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§  46. 
Belastung  durch  senkrecht  gerichtete  Kräfte. 

185.  ElDflafillnien.  Wir  setzen  den  Träger  zunächst  nur  links 
vom  Scheitelgelenke  O  belastet  voraus,  denken  den  Stützenwiderstand 
K'  in  der  Kichtung  BO  von  B  bis  nach  0  verschoben  und  zerlegen 
K  und  K'  in  die  senkrechten  Seitenkräfte  Ä  und  B'  und  in  die  ent- 
gegengesetzt  gleichen,   in  die   Gerade  AO  fallenden  Seitenkräfte   Q^ 


^'"^'" 


m 


11 


^|pp=T^ 


iliiJlliiilililiüil.rTnnrrm 


tr' 


Fig.  876. 


Pig.  376.  Wäre  ö  =  0,  so  würde  sich  der  Trägerteü  AO  wie  ein 
einfacher  Balken  verhalten,  und  man  könnte  dann  die  Einflußlinie  für 
irgend  eine  Spannkraft  S  {gleichgültig,  ob  diejenige  eines  Füllungs-  oder 
Qurtstabes)  auf  die  im  §  30  beschriebene  Weise  mit  Hilfe  der  den 
Belastungszuständen   Ä=l   imd   B'=l   (Rg.  377    und    378)    ent- 

24* 
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sprechenden  Spannkräfte  S'  und  S"  zeichnen;*)  sie  ist  in  der 
Kgur  376  a  für  einen  linkssteigenden  Füliungsstab  unter  der  Vor- 
aussetzung eines  positiven  S'  und  eines  negativen  S"  dargestellt 
worden. 

Um  nun  den  Einfluß  der  beiden  Kräfte  Q  zu  bestimmen,  beachte 
man,  daß,  wegen  ^  =  jETsec  a  (wo  a  =  Neigungswinkel  der  Geraden  A  0% 
der  von  Q  herrührende  und  dieser  Kraft  proportionale  Teil  der  Spann- 
kraft S  auch  proportional  H  sein  muß,  daß  also  der  noch  fehlende, 
die  Wirkung  der  Kräfte  Q  darstellende  Teil  der  Einflußfläche  ein 
Dreieck  {Ä'O'B"  in  Mg.  376b)  ist,  dessen  Spitze  dem  Gelenke  0 
entspricht**)  Dieses  Dreieck,  welches  mit  Berücksichtigung  des  Vor- 
zeichens zu  der  Einflußfläche  in  Fig.  376  a  zu  addieren  ist,  läßt 
sich    mit    Hilfe    derjenigen    Spannkraft    So   bestimmen,    welche    von 


Ä'^f 


Fig.  877. 


Fig.  878. 


Fig.  879. 


einer  in  O  angreifenden  Last  1  im 
fraglichen  Stabe  hervorgerufen  wird 
(Belastungsfall  in  Fig.  379).  In 
Fig.  376  ist  Sa  negativ;  so  daß  die 
in  der  Figur  376  c  dargestellte  Ein- 
flußfläche für  S  entsteht  Man  kann 
auch  die  in  der  Figur  376  d  an- 
gegebene Anordnung  wäUen,  bei  welcher  die  Einflußlinie  ÄLJa^O'ß 
auf  eine  gerade  Achse  AB'  bezogen  ist;  hier  sollen  positive  Werte 
S\  Sq^  S"  nach  unten  hin  aufgetragen  werden,  negative  Werte  nach 
oben,  die  beiden  ersten  von  der  Geraden  A'B\  der  letzte  Wert  vom 
Punkte  ff'  aus.  Sind  also  beispielsweise  S'  und  *Sc  positiv,  und  S" 
negativ,  so  ergibt  sich  die  in  der  Fig.  380  dargestellte  Fläche. 

Bei  bequemer  Lage  des  Schnittpunktes  C  der  beiden  Stäbe,  welche 
der  Schnitt  tt  außer  S  noch  trifft,  kann  die  Ermittelung  eines  der 
beiden  Werte  S\  S"  gespart  und  z.  B.  die  Gerade  A'L^  mit  Hilfe  der 

♦)  In  den  Figuren  877  und  878  denke  man  sich  den  Träger  rechts  oder  links 
von  der  anschrafiierten  Geraden  festgehalten. 

♦*)  VergL   No.    118.      Dort    ist   gezeigt,    daß    die    Einflußfläohe    für    H  ein 
Dreieck  ist. 
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Bedingung  festgelegt  werden,  daß  *ch  die  Geraden  ÄL^  und  J'Z/,  auf 
der  Senkrechten  durch  C  schneiden  müssen.  Aber  auch  die  übrigen 
im  §  30  nachgewiesenen  Eigenschaften  der  Einflußlinien  für  die  Spann- 
kräfte einfacher  Balken  lassen  sich  zur  Bestimmung  oder  Prüfung  der 
Einflußfläche  in  Fig.  376  a  sowie  des  Liniengebildes  in  Kg.  376  d  be- 
nutzen. So  ist  beispielsweise  für  den  in  Kg.  376  behandelten  Fall 
eines  linkssteigenden  Füllungsstabes  und  einer  an  der  oberen  Gurtung 
angreifenden  Belastung  die  Länge  der  Strecke  L^Rx  gleich  der  Größe 
einer  Spannkraft  S"\  die  sich  durch  Zerlegung  der  LastP=l  nach 
den  Richtungen  der  Stäbe  F^F^  und  S  ergibt. 

Ein  weiteres  wichtiges  Gesetz  folgt  aus  der  Bedingung,  daß  eine 
in  der  Kg.  376  durch  den  Schnittpunkt  E  der  Geraden  AC  und  BO 
gehende  Last  die  Spannkraft  5=0  erzeugt,  weil  sie  am  linken  Auf- 
lager einen  durch  den  Punkt  C  gehenden  Stützenwiderstand  hervorruft 
Hieraus  folgt  aber,  daß  sich  die  Geraden  «TZ,  und  ÄO'  in  Kg.  376  c 
und  ebenso   die  Geraden  J'L^  und  AB'  in  der  Kg.  376d  auf  der 


Fig.  880. 

Senkrechten  durch  E  schneiden  müssen.  Dies  ist  auch  dann  der  Fall, 
wenn  E  unter  G  liegt,  wie  in  Kg.  380;  denn  es  geben  hier  die  Unter- 
schiede der  Ordinaten  der  über  die  Scheitelsenkrechte  verlängerten 
Geraden  J'L^D  und  ÄO'  den  Einfluß  S  derjenigen  beiden,  links  von 
tt  wirksamen  Kräfte  Ä  und  Q  an,  welche  durch  eine,  rechts  von  O 
gelegene,  jedoch  auf  den  Trägerteil  AO  wirkende  Last  Eins  hervor- 
gerufen werden,  und  dieser  Einfluß  ist  =  0,  sobald  jene  Last  durch 
E  geht     Hinsichüich  der  Spannkräfte  in  den  Gurtungen,  welche  den 
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Momenten  für  die  gegenüberliegenden  Knotenpunkte  proportional  sind, 
kann  auf  dieses  Gesetz  auch  auf  Orund  der  im  §  24  gewonnenen 
Ergebnisse  geschlossen  werden. 

Die  vorstehenden  Untersuchungen  lehren,  daß  bei  bequem  gelegenem 
Schnittpunkte  C  (also  beispielsweise  immer  dann,  wenn  es  sich  um 
die  Spannkraft  in  einem  Gurtstabe  handelt  —  Fig.  381  — )  der  eine 
der  Werte  S\  S'\  S"'\  Sq  zur  vollständigen  Bestimmung  der  Einfluß- 
linie ausreicht  In  der  Regel 
ist  es  dann  am  zweck- 
mäßigsten, die  Spannkräfte 
S'  zu  ermitteln;  vergL  das 
im  §  46  durchgeführte  Zah- 
lenbeispieL*) 

In  allen  hier  vorge- 
führten Figuren  wurde  vor- 
ausgesetzt, daß  die  Belastung 
oben  angreift  Wirkt  sie  an 
den  Knoten  der  xmteren  Gur- 
tung, so  ist  nur  die  Gerade 
L^L^  zu  verlegen;  sie  würde  dann  in  Fig.  376  dem  Felde  T^T^  zu 
entsprechen  haben.  In  der  Regel  liegt  aber  der  erstere  Fidl  vor, 
und  es  darf  dann  auch  meistens  die  gesamte  ständige  Belastung  auf 
die  oberen  Knoten  verteilt  werden,  ohne  daß  nennenswerte  Fehler 
zu  gewärtigen  sind. 

Schließlich  sei  noch  hervorgehoben,  daß  das  hier  entwickelte  Verfahren  zur 
Ermittelung  der  Einfloßlinien  auch  brauchbar  ist,  wenn  an  Stelle  der  Oelenke  A,  B 

und  G  Gelenkvierecke  treten. 
Wir  überlassen  es  dem  Leser 
(im  Anschluß  an  die  Unter- 
suchungen im  §  42),  die  Zeich- 
nungen für  diesen  Fall  selbst 
zu  entwerfen. 

Auch  empfehlen  wir  dem 
Leser,    den  in  der  Fig.  882 
daiigestellten       Träger      mit 
schräger    Auflagerung    und 
den   in    der  Fig.  883   abge- 
bildeten Dachbinder  (der  bei 
A  ein  festes  Auflagei^elenk  besitzt  und  bei  B  durch  eine  um  C  drehbare  Stange 
gestützt  wird)  mit  Hilfe  der  für  den  Bogen  mit  drei  Oelenken  entwickelten  OeBetze 
zu  untersuchen. 

Die  Theorie  der  Einflußlinien  ist  auch  dann  wichtig,  wenn  die  Er- 
mittelung der  Spannkräfte  nach  einem  der  im  vorigen  Paragraph  beschrie- 
benen Verfahren,  beispielsweise  dem  zuletzt  angegebenen,  erfolgen  soll; 


Fig.  382. 


Fig.  883. 


*)  Wir  verweisen  auch  auf  Fig.  226  und  erinnern  daran,  daß  5'=  1  —  ist. 
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sie  gestatten  eine  sehr  übersichtliche  Feststellung  der  ungünstigsten 
Belastungsweise.  Es  genügt  nämlich,  das  Torzeichen  der  Spannkraft  S 
anzugeben  (am  besten  durch  Anwendung  des  Ritterschen  Verfahrens 
auf  den  Zustand  uä'  =  l),  um  sofort  mittels  Ziehen  von  wenigen  Ge- 
raden zum  Ziele  zu  gelangen.  Liegt  z.  B.  der  in  Fig.  376  dargestellte 
Fall  eines  linkssteigenden  Füllungsstabes  S  vor,  so  leuchtet  sofort  ein, 
daß  der  rechts  um  C  drehenden  äußeren  Kraft  -4'=  1  nur  durch  eine 
am  linken  Trägerabschnitte  angreifende,  links  drehende  Spannkraft  S' 
das  Gleichgewicht  gehalten  werden  kann;  es  muß  also  8  von  J\  nach 
jP,  gerichtet,  d.  h.  positiv  sein,  und  hierdurch  sind  die  Vorzeichen  der 
einzelnen  Teile  der  Einflußfläche  bestimmt  Man  findet,  daß  im  vor- 
liegenden Falle  «^iS,  entsteht,  sobald  nur  die  Knotenpunkte  zwischen  tt 
und  der  Senkrechten  durch  E  belastet  werden,  während  ,^8,  durch 
ausschließliche  Belastung  der  übrigen  Biioten  hervorgerufen  wird. 
Selbstverständlich  genügt  es,  um  dieses  Ergebnis' zu  finden,  die  Einfluß- 
linie aus  freier  Hand  zu  skizzieren.*) 

Dem  Leser  wird  empfohlen,   als  Beispiel   einen  linkssteigenden  Füllangsstab 
unter  folgenden  Voraussetzungen  zu  untersuchen: 

1.  Punkt  C  liegt  rechts  vom  Schnitte  tt^  aber  unterhalb  der  Geraden  BG. 
(Hie  Lasten  links  von  E  erzeugen  Zugspannungen,  alle  Lasten  rechts 
von  E  Druckspannungen.) 

2.  C  liegt  links  von  Ä  und  oberhalb  der  Geraden  GÄ.  (Lasten  links 
von  tt  erzeugen  Druck,  rechts  von  tt  Zug.) 


186.  Verelnfaohimgen  fär  einen  besonders  wlohtigen  Fall  pa- 
rabelfSrmlger  Bogenträger.  Sind  die  Füllungsstäbe  abwechselnd  senk- 
recht und  geneigt  angeordnet 


(Fig.  384),  und  liegen  die 
Knotenpunkte  der  unteren 
Gurtung  —  welche  das  Schei- 
telgelenk  enthalten  möge  — 
auf  einer  Parabel  mit  senk- 
rechter Achse,  so  fällt  bei 
gänzlicher  gleichförmiger  Be- 
lastung das  durch  die  drei 
Gelenke  Ä^  O^  B  geführte 
Seilpolygon  vollständig  mit  der 
unteren  Gurtung  zusammen. 
Denn   die  Eckpunkte   dieses 


.A^a-.^.iw^ 


Fig.  884. 


*)  Wir  setzen  hierbei  voraus,  daß  im  Falle  gleichförmiger  Belastung  nach 
Seite  118  (Fig.  109)  mit  festen  Werten  der  Knotenlasten  gerechnet  wird.  Es  ist 
dann  die  Aufeuchung  der  genauen  Lage  einer  etwa  im  Felde  Fi  Ff  vorhandenen 
Belastungsscheide  nicht  nötig. 
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Seilpolygons  gehören  einer  Parabel  an,  deren  Achse  senkrecht  ist  und 
welche  durch  drei  Punkte  A^  O^  B  eindeutig  bestimmt  ist 

Hieraus  folgt,  daß  die  Momente  M^  für  sämtliche  Knotenpunkte 
der  unteren  Ourtung  und  infolgedessen  auch  sämtliche  Spannkräfte  O 
gleich  Null  sind,  imd  da  nun  für  jeden  oberen  Knotenpunkt  die 
Gleichgewichtsbedingung  D^  cos  9«  =  0«_i  cos  ß«_,  —  0„  cos  ß^  be- 
steht, so  müssen  auch  alle  Spannkräfte  D  =  0  sein.  Es  werden  also^ 
infolge  einer  gänzlichen,  gleichförmigen  Belastung  nur  die  Vertikalen 
und  die  üntergurtstäbe  beansprucht,  und  zwar  die  ersteren  durch 
Drücke,  welche  gleich  den  entsprechenden  Knotenlasten  sind,  während 
sich  für  einen  unter  y«  gegen  die  Wagerechte  geneigten  Stab  der  unteren 
Qurtung  der  Wert  ^7^  =  —  Hsecy«  ergibt,  wo  -ff  =  Horizontalschub. 
Ist  also  die  ständige  Belastung  (5^  =  5^.  +  i7„)  eine  gleichförmige,  so 
erzeugt  sie  die  Spannkräfte 

(1)  ^-.F  =  — yi^.C^+Wi)   ^^  C^'«F  =  — ^^secY.,*) 

während  einer  gänzlichen,  gleichförmigen  beweglichen  Belastung  p  die 
Werte  entsprechen 

(2)  K.|,  =  — -2-;>(\.4-\-+i)    und    ?7^,  =  —  ^^^  sec  T.. 

Da  nun  für  jede  Spannkraft  S  eines  beliebigen  Trägers  die  Glei- 
chung besteht 

(3)        S,  =  ««S>  +  ,^iSp, 

wo  S,  =  Spannkraft  infolge  gänzlicher  Belastung  mit  p,  während  „^, 
und  ^^S,  die  Einflüsse  der  auf  den  positiven,  beziehungsweise  nega- 
tiven Beitragstrecken  liegenden  Last  p  bedeuten,  so  ergeben  sich  für 
den  Parabelbogen  in  Fig.  384  die  wichtigen  Beziehungen 

m^y,m  +  minV,^  =  —  ^  P  0<m  +  X-.+  l) 

jj        .  TT      TT      PWW' 

deren  beide  letzte  die  Zeiger  p  nicht  enthalten,  weil  die  Spannkritfte  O 
und  D  infolge  der  ständigen  Belastung  =  0.  sind.  Es  braucht  jetzt 
nur  noch  der  eine  der  beiden,  von  der  Belastung  p  abhängigen  Grenz- 
werte F,  U,  0,  D  angegeben  zu  werden;  der  andere  ist  dann  sofort 
durch  die  Gleich.  (4)  bestimmt.  Werden  die  Einflußlinien  benutzt,  so 
genügt  es  zuweilen,  Teile  derselben  aufzuzeichnen.  So  wird  man  sich 
beispielsweise,  um  die  Spannkraft  in  einem  Stabe  der  oberen  Gurtung 

♦)  Vergl.  die  auf  S.  188  gezeigte  Berechnung  von  H. 
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zu  bestimmen  (Kg.  381),  darauf  beschränken,  die  Geraden  J' O'  und 
O'B'  mit  Hilfe  von  S'  und  N  festzulegen,  da  durch  diese  Geraden  der 
positive  Teil  NO'B'  der  Einflnßfläche  und  Tnitbin  auch  ^.Sbestinmit 
ist,  worauf  dann  ^^5  =  —  ,^8  gefunden  wird. 

An  Stelle  der  Einflußlinien  kann  man  auch  das  folgende  über- 
sichtliche und  schnell  zum  Ziele  führende  Verfahren  benutzen,  das  hier 
an  der  Hand  eines  Zahlenbeispiels  beschrieben  werden  soll.  Verlangt 
sei  die 

187.  Berechnung  einer  Fnfigänfcerbrfioke  mit  Parabelbögen.    Die 

3,8"'  breite  Brücke  besitzt  zwei  Hauptträger,  deren  Anordnung  in 
der  Kg.  386  angegeben  ist.     Die  obere  Gurtung  ist  wagerecht;  die 


Fig.  385. 

Knotenpunkte  der  unteren  Gurtung  liegen  auf  einer  Parabel.    Es  ist 

/  =  30-;  X  =  3-;  /'=4,0-;  Ao=5,25-.     Das   Eigengewicht   ist   zu 

194*^  f.  d.  qm  der  ^Brückenbahn  geschätzt  worden,*)  die  ständige  Belastung 

3  8 
(Menschengedränge)  zu 350*^ f.  d. qm**)  weshalb g  =  0,194  •  -~  =  0,37'; 

♦)  Es  wird  vorausgesetzt,  daß  die  BriickeDbahn  aus  einem  einfachen  Bohlen- 
belage auf  eisernen  Querträgern  besteht.  Dann  darf  man  nach  Heinzerling  die 
ständige  Belastung  für  das  qm  der  Brückenbahn  =  1,86/"'+ 158 *y  annehmen; 
dies  gibt  1,36  •  80  +  153  =  194*^,  Veigl.  Heinzerling^  die  Brücken  der  Gegenwart, 
Abteil.  I,  Heft  5,  Seite  22. 

♦♦)  Für  Brücken  mit  geringerem  Verkehr,  sonst  400  bis  500*^. 
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38 
j?  =  0,350 . -^  =  0,665*  und  9  =  ^ +|>  =  1,035'.      Die    bewegliche 

Belastung  eines  Feldes  ist  j^X  =  0,665  •  3  =  2,0*.  Eine  Zerl^xing  von 
g  in  g^  und  g^  ist  überflüssig. 

Wir  beginnen  mit  der  Bestimmung  der  Stützenwiderstände  A  und  7/, 
welche  eine  der  Reihe  nach  in  den  Knotenpunkten  1,  2,  3  ....  an- 
greifende Last  J7X  hervorruft  Liegt  die  Last  bei  9,  so  möge  A=^A'  und 
H^^IT  sein.  Die  den  übrigen  Knoten  entsprechenden  Werte  A  und  H 
sind  durch  die  in  Fig.  385  a  u.  b  dargestellten  Einfiußlinien  bestimmt   Im 

vorliegenden  Falle  ist  A'  =  -:r^p\  =  Q^2*  xmd  (da  eine  im  Scheitel 
angreifende  Last  P=zp\  den  Schub  H=^  -j-^  =  ^^  hervorbringt) 

Jetzt  zeichnen  wir  zwei  Oremanasche  Kräftepläne  (Fig.  386  u.  387 
auf  Tafel  6),  welche  die  durch  die  äußeren  Kräfte  A^  und  H'  hervor- 
gerufenen Spannkräfte  enthalten,  und  ermitteln  zu  gleicher  Zeit  die  Ein- 
flüsse der  ständigen  Belastung  und  der  über  den  ganzen  Träger  ver- 
teilt gedachten  beweglichen  Last  p.  In  Fig.  386  wurde  die  Wage- 
rechte  BCq  gleich  dem  von  der  ständigen  Belastung  erzeugten  Hori- 

aP      037-30* 
zontalschub:  H,  =  ~=  -^q—i, —  =  10,4*  gemacht  (und  zwar  in  dem 
0/  o  •  4 

mit  II  bezeichneten  Kräftemaßstabe);  auf  der  Senkrechten  durch  C^ 
wurden  die  Lasten  |  g\  g\  g\  .  .  .  aufgetragen  und  die  Teilpunkte 
C4,  Q  .  .  .  mit  B  verbunden.  Dann  ist,  da  die  untere  Gurtung  als 
das  Seilpolygon  der  gänzlichen  Belastung  betrachtet  werden  darf: 

Strecke  ^=  C7i,  =  — 11,5';  B^=  CT,,  =  —  11,1'; 
BC,=  U,,  =  —  10,8';  BC^=  U^,  =  -  10,5'; 
5C,=  C7,,  =  -10,4*. 

In   gleicher    Weise    wurden   aus  BE^^  =  E^t=z  ^—  =  — ^-tt^ 

=  ^^'1^^^'^^^  =  18,75'  (Kräftemaßstab  10- =  20*)  die  Werte  ab- 
geleitet 

ü,,  =  -20,8';  C;,,  =  -20,0';  Ü3,  =  -19,4*;  D,,  =  _18,9'; 
ü,,  =  -18,8-) 

*)  Man  erhält  bei  diesem  Verfahren  gleichzeitig  die  Oröße  der  Spann- 
kräfte U  nnd  die  Richtungen  dieser  Kräfte.  Parallelen  zu  den  kurzen  Linien 
des  Trfigemetzes  zu  ziehen,  ist  nicht  ratsam.  Damit  infolge  der  Abnin- 
dnngen  von  g\   und  H^  keine   Zeichenfehler  entstehen,   beachte  man,   daß  sich 


Digitized  by 


Google 


Fachwerkbogen  mit  drei  Oelenl^en. 


379 


Der  Kräfteplan  für  ^'  =  0,2*  (Maßstab  /)  bedarf  keiner  Er- 
läuterung; zu  beachten  ist,  daß  nach  No.  151  die  Verlängerungen 
der  Spannkräfte  D  auf  der  Senkrechten  durch  B  die  Strecken  A 
abschneiden  müssen. 

Der  in  Fig.  387  für  den  Zustand  IT =0,76*  gezeichnete  Plan  (Maß- 
stab I)  läßt  sich  in  ähnlicher  Weise  prüfen.  Bei  gleichen  Feldweiten 
müssen  sich  nämlich  (wie  zuerst  Mohr  gezeigt  hat)  die  Verlängerungen 
sämtlicher  D  in  einem  Punkte  T  der  durch  R  bestimmten  Senk- 
rechten treffen.    Es  folgt  dies  aus  der  nachstehenden  Untersuchung. 

Fügt  man  im  Knotenpunkte  1  der  Fig.  388  a  zwei  sich  aufhebende 
Kräfte  fi'   hinzu,    so    wirkt   links   vom   Schnitte    tt   ein  Kräftepaar, 
dessen  Moment  =  jETA^  ist 
und  eine  in  1  angreifende 
Kraft  H\   Das  Kräftepaar 
läßt   sich    ersetzen   durch 
zwei  in  1  und  2  wirksame, 
entgegengesetzt  gleiche, 
senkrechte  Kräfte  Q,  deren 
Moment  Q\  dem  Momente- 
H'Hq  entgegengesetzt  gleich 
ist      Zeichnet    man    nun 
die    Kräftepolygone     der 

Knoten  1  und  2,  so  gelangt  man  zu  der  Fig.  388  b,  welche  einen 
TeU  der  Fig.  387  ausmacht,  und  aus  welcher  hervorgeht,  daß  die 
Verlängerung   von  D   auf   der   Senkrechten   durch  iZ   die   im   vor- 

\ 
=  1,3125*  abschneidet 


va-t 


Fig.  888. 


liegenden  Falle  für  alle  Diagonalen  gleich  große  Strecke  Q  = 
0,75. 5,25 


Für  die  durch  Ä'  und  IT  erzeugten  Spannkräfte   ergeben   sich 
die  folgenden  Werte:*) 


Im 


(mit   l  =  nX)  verhalten   muß   (\Co:CoB=  ^  ^  ^  9^'-^Jr=~^     /^^^ 

9  •  4  »4 

vorliegenden   Falle   ergibt  sich:    C^  Co :  C© 5  =  ^r^r^-r- =  0,48.    Es  wurde   in  der 

Fig.  886  die  wagerechte  Strecke  ^^=12,5**"  gemacht,  die  senkrechte  Strecke 
jYi  =  0,48 -12,5  =  6,0 •",  hierauf  NL  m  9  gleiche  Teile  geteilt  und  mit  Hilfe  der 
Teil  punkte  der  Strahlen  büschel  der  Spannkräfte  ü  festgelegt  Natürlich  wird  man 
BN  und  NL  nicht  zu  klein  wählen. 

*)  Es  lassen  sich  diese  Werte  auch  schnell  berechnen.  Man  findet  z.  B. 
für  den  ersten  Fall  (Einfluß  von  J')  mit  den  aus  der  Fig.  885  ersichtlichen 
Bezeichnungen  mit  Hilfe  Büterscher  Momentengleichungen  die  Spannkräfte  in  der 
oberen  Ourtung 


Oi: 


0,  =  - 


U.  8.  W. 
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Stab 

Spannkraft 

infolge 

Stab 

Spannkraft  infolge 

^'  =  0,2      1 

Ä'=0,75 

^'  =  0,2 

H'  =  0,75 

'0, 

— 1,702 

+  2,043 

u. 

+ 1,705 

—  2,797 

o> 

—  0,952 

+ 1,333 

u. 

+  0,965 

—  2,110 

0, 

—  0,446 

+  0,714 

u> 

+  0,462 

—  1,515 

ö. 

-0,157     , 

+  0,283 

u. 

+  0,168 

-1,103 

A 

+  0,255     : 

—  0,458 

Vo 

—  0,200 

+  0,360 

D, 

+  0,388     1 

—  0,578 

Vi 

—  0,259 

+  0,386 

D, 

+  0,598     1 

—  0,732 

V, 

—  0,319 

+  0,390 

A 

+  0,828 

—  0,784 

n 

—  0,352 

+  0,333 

A 

+  0,756    , 

—  0,387 

^4 

—  0,291 

+  0,149 

Mit  Hilfe  dieser  Werte  lassen  sich  die  von  der  Yerkehrslast  her- 
rührenden Grenzwerte  der  Spannkräfte  S  schnell  berechnen. 

Handelt  es  sich  z.  B.  um  O,,  so  wird  von  Ä  durch  den  gegen- 
überliegenden Knotenpunkt  eine. Gerade  gelegt  und  deren  Schnitt- 
punkt E  mit  der  Geraden  BG  bestimmt,  Fig.  385.  Die  Senkrechte 
durch  E  ist  Belastungsscheide;  alle  Lasten  rechts  von  E  erzeugen  ein 
positives,  alle  Lasten  links  von  E  ein  negatives  0,  Werden  also  nur 
die  Knoten  5,  6,  7,  8,  9  belastet  angenommen  und  zwar  jeder  mit  p\*], 
so  entsteht  ««Oj.  Links  von  E  greifen  nur  die  äußeren  Kräfte  .4 
und  H  an;  erstere  ist  Ä  =  Ä' +2Ä' +  3Ä' +  iA' +  bÄ'=^lbA\ 
letztere:  H=lbH'.  Da  nun  Ä  die  Spannkraft  0,  =  — 0,952  er- 
zeugt und  H'  die  Spannkraft  0,  =  — 1,333,  so  entsteht 
^0,  =  —  0,952  .  15  +  1,333  •  15  =  -f  5,7'. 
Die  ständige  Belastung  ist  ohne  Einfluß  auf  0. 

Um  den  einen  Grenzwert  von  U^^  zu  ermitteln,  wird  der  Schnitt- 
punkt E'  (Kg.  385)  der  von  A  durch  den  oberen  Knoten  2  gelegten 
Geraden  BO  bestimmt  Ausschließliche  Belastung  rechts  von  JST  er- 
zeugt  ^^U^,,      Es    entsteht:    ^  =  ^'(l  +  2-f3-f4  +  5  +  6  +  7) 


hierauf  üj  =  0;  U^  =  —  0^  sec  y» ;  ^7,  =  —  0,  seo  y,;  .  .  .  . 

sodann  D^  =  (Oj  —  0,)  sec  (pi ;  D,  =  (0,  —  Oj)  sec  9, ; .  .  .  . 

schließlich  Fq  =  —  A  sin  9^ ;  Fi  =  —  D,  sin  qp, ;  .  .  .  . 

In  gleich  einfacher  Weise   lassen  sich  die  durch  H'  erzeugten  Spannkräfte 
berechnen.    Hier  ergibt  sich 

H  hf\  __  H  An 

^-socY,;  Ü8= -JE-seo-j;.... 

Oi  =  +  ^V^-lf';  0,  =  +  4!^-Jf';.... 


üx  =  — ^'secYi;  ü^  =  — 
EX 


worauf  die  Werte  D  und  V  wie  vorhin  bestimmt  werden. 

Bei  ungleichen  Feidweiten  sind  an  Stelle  der  Belastungszustände  Ä:=A'  uud 
H=^H'  die  Zustände  ^  =  1  und  ^=1  zu  untersuchen. 

*)  Wir  rechnen,  nach  Seite  118,  mit  festen  Werten  der  Enotenlasteo. 
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=  28^' und  fl^=fl^'(l  +  2  +  3  +  4  +  5  +  4  +  3)  =  22Ä',  weshalb 
«M?78,  =  +  0,462  .  28  —  1,515  •  22  =  —  20,4**) 

Befindet  sich  der  dem  Stabe  U  gegenüberliegende  Knotenpunkt 
oberhalb  der  Geraden  jBff,  so  wird  (wie  aus  der  Gestalt  der  Einfluß- 
linie hervorgeht)  U  bei  gänzlicher  Belastung  des  Trägers  am  größten  **) 
Dies  ist  der  Fall  hinsichtlich  Z/^,  und  man  erhält  deshalb  (nach  Hinzu- 
rechnung des  Einflusses  der  ständigen  Last)  ^,,  U^  =  U^,  +  Ü^,  =  — 18,8 
—  10,4  =  —  29,2*.  Ebenso  nimmt,  da  für  jeden  Belastungszustand 
tTj  =  —  fl'sec  Yi  ist,  die  Spannkraft  U^  bei  gänzlicher  Belastung  ihren 
größten  negativen  Wert  an.  Man  findet  „.^U^  =  —  20,8  — 11,5 
=  —  32,3*. 

Wird  ein  Grenzwert  der  (von  g  unabhängigen)  Spannkraft  2>, 
gesucht,  so  wird  der  Schnittpunkt  C  von  O,  und  U^  mit  Ä  durch  eine 
Gerade  verbxmden,  welche  die  B  ö  in  E"  schneiden  möge.  Liegt,  wie 
in  Fig.  385,  der  Punkt  E"  oberhalb  G,  so  ist  die  Senkrechte  durch  E'' 
Belastungsscheide;  liegt  E"  auch  links  von  C,  so  ist  auch  ein  durch 
das  Feld  23  geführter  Schnitt  eine  Belastungsscheide.  ^«,D  entsteht 
dann  infolge  ausschließlicher  Belastung  der  Knoten  zwischen  tt  und  E'\ 
im  vorliegenden  Falle  also,  sobald  nur  die  Knoten  3  und  4  belastet 
werden.  Man  findet  Ä  =  {1 +  6)  A' =  13Ä'',  H=  (3  +  i)H'  =  l  H' 
und 

^a.D^  =  +  0,598 .  13  —  0,732  •  7  =  +  2,7*. 

Die  den  Stäben  D^  und  2>g  entsprechenden  Pimkte  E  liegen  eben- 
falls oberhalb  O  und  links  von  den  zugehörigen  Punkten  C.  Dagegen 
entsprechen  den  Stäben  D^  und  Dg  Punkte  JF,  die  unterhalb  O  liegen. 
Dann  sind  zur  Erzielung  von  ,^D  alle  Knoten  rechts  vom  fraglichen 
Felde  zu  belasten.  Würde  E  oberhalb  ö,  aber  rechts  von  C  liegen, 
welcher  Fall  eintritt,  sobald  sich  C  unterhalb  der  Geraden  BO  befindet, 
so  würde  nur  die  Senki-echte  durch  E  (nicht  aber  der  Schnitt  tt)  eine 
Belastungsscheide  sein.  Man  wüi-de  dann  alle  Knoten  rechts  von  E 
belasten  und  „,^Z>  bestimmen.***) 

Um  einen  Grenzwert  von  F^  zu  erhalten,  wird  der  Schnitt  t't' 
geführt,  und  der  Schnittpunkt  von  0,  xmd  U^  mit  A  verbunden.  Be- 
züglich der  gegenseitigen  Lage  der  Punkte  E^  C,  O  sind  dieselben  Fälle 
zu  unterscheiden   wie   bei  der  Berechnung  der  Z>.     Im  vorliegenden 

*)  Es  empfiehlt  sich,  die  Belastimgsscheiden  in  einer  (in  nicht  zu  kleinem 
Haßstabe  gezeichneten)  besonderen  Figur  zusammenzustellen  und  an  dieselben 
—  in  Klammem  —  die  entsprechenden  Spannkräfte  zu  schreiben,  wie  dies  z.  B. 
in  Fig.  385  hinsichtlich  ü^  geschehen  ist. 

♦♦)  Wir  verweisen  auf  Tafel  6  u.  7,  auf  denen  die  Einflußlinien  für  sämtliche 
Spannkräfte  des  vorliegenden  Trägers  abgebildet  sind. 

***)  Der  Leser  skizziere  für  diesen  im  vorliegenden  Beispiele  nicht  enthaltenen 
Fall  die  Einflußlinie. 
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Falle  entsteht  in  V^  der  größte  Druck,  sobald  nur  die  Knoten  2,  3,  4 
(zwischen  tt  und  E")  belastet  werden.  Man  erhält  A  =  {8  -{-  7  -\-  6)  A' 
=  21^';  n=  (2  +  3  +  4)  JT  =  9H\  also 

^F„  =  —  0,319  .  21  +  0,390  •  9  =  —  3,2'. 
Auf  die  beschriebene  Weise  ist  für  jede  Spannkraft  der  eine  der 
beiden  von  der  beweglichen  Belastung  abhängigen  Qrenzwerte  bestimmt 
und  in  die  folgende  Tabelle  eingetragen  worden. 


Gesacht: 

Zu  belasten  sind  die 
Knoten 

Ä 

H 

Spannkrifte  in  Tonnen 

-2* 

^0, 

5,  6,  7,  8,  9 
5,  6,  7,  8,  9 
4,  5,  6,  7,  8,  9 
4,  5,  6,  7,  8,  9 

15 
15 
21 
21 

15 
15 
19 
19 

_0,=  +  5,l 
_0,=  +  5,7 
_0,=  +  4,2 
_0i=  +  2,l 

4,  5,  6,  7,  8,  9 
3,  4,  5,  6,  7,  8,  9 
2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9 

21 

28 
36 

19 
22 
24 

-'.i^M=  — 19.8 
»uü^  =  -20,4 
^Ort  =  -20,4 

1,2,3 
2,3,4 
3,4 

4,  5,  6,  7,  8,  9 

5,  6,  7,  8,  9 

24 
21 
13 
21 
15 

6 
9 
7 

19 
15 

-«I>,=  +  3,4 
.^,=  +  2,9 
..J?,=  +  2,7 
.«Z)4=  +  2,5 
-«I>5=  +  5,5 

mim  ^0 

m4m  '^2 
mim  '^^ 

0,  1,  2,  3*) 

1,  2,  3,  4 
2,3,4 

3,  4,  5,  6,  7,  8,  9 

4,  5,  6,  7,  8,  9 

29 
30 
21 
28 
21 

6 
10 

9 
22 
19 

-*.F^  =  -3,6 
-^«  =  -3,9 
«,F^=-3,2 

^r^  =  -2,5 

^F^  =  -3,3 

Nun  ergibt  sich,  nach  den  Gleichungen  (4)  für  sämtliche  0  und  D 

^t^0  =  —  „^0  und  «,,Z>  =  —  mmJ)', 
ferner  ^„  U^^  =  —  «<.  U,^  +  U,^  also :' 

_  [/^  =  +  20,4  —  20,0  =  +  0,4' 

^•.  f^p3  =  +  20,4  -  19,4  =  +  1,0' 

««  C/p4  =  +  19,8  — 18,9  =  +  0,9' 
und  ^v,^  =  —  ^V,^—p\^  d.  i. 

-.^1.1= +  3,9 -2,0  =  +  1,9'   i   _r^=  + 2,5  —  2,0  = +  0,5' 
^^^1=  + 3,2 -2,0  =  +  1,2*   1   ^,r^=  +  3,3-2,0  =  +  l,3'. 
Für    die   End vertikale    ist    \p\    statt    p\    zu    setzen,    weshalb 
-«  ^^  =  +  3,6  — 1,0  =  +  2,6'. 

Addiert  man  zu  den  Grenzwerten  von  U,  und   V^  noch  die  von 

*)   Zu   beachten   ist,   daß   der   Knoten  0   nnr  die  Last  \p\  trägt,   weshalb 
^  =  (V  +  9  +  8  +  7)  ^'  =  29-4'. 
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der  ständigen  Belastung  herrührenden  Spannkräfte  U^  und  F^,  so  erhält 
man  (wegen  ^X  ==  1,1')  schließlich 

^,  ü,  =  —  20,4  — 11,1  =  —  31,5* 
^u  Ü3  =  —  20,4  — 10,8  =  —  31,2' 
^uU^  =  -  19,8  - 10,5  =  -  30,3' 


,  L^  =  +  0,4  —  11,1  =  —  10,7' 
,C/3  =  + 1,0 -10,8  =  -9,8' 
,C/^  =  +  0,9  —  10,5  =  —  9,6' 


..,F,=  — 3,6  — il,l  =  -4,2' 
^,,Fi  =  — 3,9  — l,l  =  -5,0' 
•.,F,  =  -3,2-l,l  =  -4,3' 
_,F3=-2,5-l,l  =  -3,6' 
...F,  =  - 3,3 -1,1  =-4,4' 


_Fo=  +  2,6-i.l,l  =  +  2,l' 
'_F,  =  +  l,9-l,l  =  +  0,8' 
'  .a,F,  =  +  1,2  —  1,1  =■  0  gesetzt 
.«.^3  =  + 0,5 -1,1  =  -0,6' 
I  ^«x^4  =  +  1,3  —  1,1  =  0  gesetzt 
Jede  der  im  Scheitel  angeordneten  beiden  Vertikalen  hat  den  Druck 
^9X  =  1,6'  auszuhalten.    Eine  übersichtliche  Zusammenstellung  sämt- 
licher Spannkräfte  findet  sich  in  der  folgenden  Figur. 


±s,r         ts,7        14.»         ±2.r  0 


Fig.  889.     N 


§  46. 

Zahlenbeispiel.    Eiaflufitinien  für  einen  Bosenträger  von 
30"  Stützweite. 

Es  sollen  die  Einflußlinien  für  den  in  der  Mg.  385  abgebildeten 
Bogenträger  dargestellt  und  zur  Bestimmung  der  Spannkräfte  infolge 
verschiedenartiger  Belastungsfälle  benutzt  werden.*) 

Wir  wählen  ein  Verfahren,  das  auch  dann  schnell  zum  Ziele  führte 
wenn  die  in  Fig.  376  mit  C  bezeichneten  Schnittpunkte  der  Gurtstäbe  O 
und  ü  ungünstig  liegen.  Zunächst  sind  die  Spannkräfte  8'  und  8q  zu 
bestimmen.  Die  ersteren,  dem  Zustande  A'-=l  entsprechend,  können  dem 
auf  Tafel  6,  Fig.  386,  gezeichneten  Kräfteplane  entnommen  werden.  Wird 
dort  ^'  =  1  vorausgesetzt,  so  gilt  der  Kräftemaßstab  //.  Die  Ergeh 
nisse  enthält  die  nachfolgende  Tabelle.  Um  die  Spannkräfte  8a  infolge 
einer  im  Scheitel  angreifenden  Last  1  zu   bestinmien,    zerlege    man 

*)  Wir  empfehleD  dem  Leser,  dieses  Beispiel  auch  mit  Hilfe  der  im  §  1& 
entwickelten  Verfahren  durchzuarbeiten  und  sämtliche  Spannkräfte  mit  Hilfe  eines 

einzigen  Seilpolygons  zu  ermitteln;  sie  lassen  sich  alle  auf  die  Form  --  •  Hy  bringen. 

Vergl.  die  Figuren  145,  146  u.  147. 
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den  Kämpferdruck  in  ^'  =  -^    und  Ä'  =  1      .  =  1  •  -r—r  =  1-.875 

und  bestimme  die  Einflüsse  von  Ä'  und  H'  geti-ennt    Den  von  ST  her- 
rührenden Teil  von  Sa  liefert  der  Kräfteplan  in  Rg.  387  (Maßstab  ///); 

wird  dieser  Teil  mit  S^  bezeichnet,  so  folgt  i%  =       S' -^  Sa-   Man 

findet 


Stab     j       S' 

Sir 

Sa 

Stab 

S' 

Li- 

& 

0. 
0. 

—  0,787  1+0,709]+ 0,315 

—  2,230  + 1,784 1+  0,669 

CT, 

+  0,840 
+  2,308 
+  4,822 

2,758 ;     2,338 
-3,787!— 2,633 

o> 

-4,762 
—  8,511 

+  3,333 

+  0,952  ii     U^ 

5,275 

2,864 

0, 

+  5,106  +0,851 

u. 

+  8,523 

—  6,991 

—  2,730 

+ 1,273 

-1,145 

—  0,509 

1      V, 

—  1,000 

+  0,900 

+  0,400 

+  1,938—1,445 

—  0,476 

—  0,335 
+  0,112 

V. 

— 1,294 

+  0,965 
+  0,976 

+  0,318 

A 

+  2,992  —1,831 

V, 

—  1,595 

+  0,179 

A 

+  4,142       1,959 

—  1,762 

+  0,833 

—  0,048 

A 

+  3,780 

0.968 

+  0,922 

—  1,454 

+  0,372 

—  0,355 

Die  ElnfioAlinien  f&r  die  Spannkräfte  O^,  0„  Os,  O4  sind  in 
der  Kg.  390  (Tafel  6)  dargestellt  worden.  Um  beispielsweise  die  Linie 
für  Og  zu  erhalten,  wurden  (im  Maßstabe  3,0  =  5'")  die  Strecken 
aufgetragen  Ä^^  =  S'  =  —  2,230  und  GG"  =Sa  =  +  0,669,*)  und 
hierauf  die  Geraden  /,  II,  III  gezogen.  Will  man  die  Ermittelang 
von  Sa  sparen,  so  lege  man  nach  Bestimmung  des  Punktes  e^,  die 
Gerade  I  mit  Hilfe  des  senkrecht  unter  E^  gelegenen  Nullpunktes  \ 
fest.  E^  ist  der  Schnittpunkt  einer  durch  Ä  und  den  unteren  Knoten  2 
gelegten  Geraden  mit  der  Geraden  BO.  Ist  weder  Sa  noch  S'  ge- 
geben, so  bestinmie  man  die  Strecke  RT=  0,'",  welche  die  Geraden 
/  und  ///  auf  der  Senkrechten  durch  den  Knoten  1  abschneiden,  in- 
dem man  die  Last  1  nach  den  Richtungen  von  O^  und  D^  zerlegt, 
Fig.  390  f.  Nun  gebe  man  der  Geraden  /  eine  beliebige  Lage  (Hg.  390 e), 
trage  RT=  0^"  auf,  ziehe  III  und,  nach  Ermittelung  des  NuUpunkteji 
iVg.  die  Geraden  A^B^  und  II. 

Das  zuletzt  beschriebene  Verfahren  führt  am  schnellsten  zum  Ziele,  erfordert 
aber  ein  sehr  genaues  Zeichnen,  nämlich  scharfe  Bestimmung  des  Punktes  H.  Im 
allgemeinen  liefert  die  Benutzung  der  Werte  S*  und  8q  die  zuverlässigsten  Zeich- 
nungen, deren  Güte  man  leicht  prüfen  kann,  indem  man  nachträglich  die  Punkte  K 
mit  Hilfe  der  Punkte  E  und  die  Strecken  itf=^  0'"  durch  Zerlegung  einer  Last  1 
bestimmt. 


•)  Es  genügen  bereits  zwei  Dezimalstellen, 
wuiden  vom  Verfasser  gerechnet. 


Die  oben  angegebeneu  Zahlenwerte 
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Die  EinfluBlinien  für  ü,,  IZ».  17^,  Mg,*)  zeigt  Fig.  391.  Bei 
gegebenen  Werten  S'  und  So  wird  z.  B.  die  Gerade  /  der  f/, -Linie 
niit  Hilfe  derOrdinaten^3J8=^S'=  +  2,308  und  6^0' =  Äö  =  — 2,633 
bestinmii  An  Stelle  |von  So  kann  man  auch  den  Nullpunkt  iVg  be- 
nutzen. Schließlich  laßt  sich  auch  die  Strecke  RT=  U^"  auf  der 
Senkrechten  durch  den  Knoten  3  dui'ch  Zerlegung  der  Last  1  nach 
den  Richtungen  von  Dg  und  C/j  ermitteln,  Fig.  391  e,  worauf  die  Be- 
stimmimg der  C/g -Linie  mit  Hilfe  von  TJ^"  und  Punkt  iV",  erfolgen  kann. 

Die  dem  Stabe  U^  entsprechenden  Punkte  E^  und  JVß  befinden 
sich  links  von  dem  oberhalb  der  Kämpferdrucklinie  gelegenen  Knoten  4 
der  oberen  Gurtung.  Infolgedessen  sind  sämtliche  Ordinaten  der  ZJg- 
Linie  negativ. 

Die  EinflnBllnlen  fBr  die  Spannkräfte  1>  und  F  in  den  Ffillnngs- 
Stäben  sind  auf  Tafel  7  zusammengestellt  worden.  Wir  beschreiben 
die  Erzeugung  der  jDj-Linie  Fig.  392  c.  Es  wird  I^  ;=  5'  =  +  2,992 
und  00' =  So^=  —  0,335  aufgetragen  und  die  Gerade/  gezogen; 
sie  schneidet  die  Senkrechte  durch  den  Schnit^unkt  Q  von  O^ 
und  C/g  im  Punkte  C^\  und  durch  diesen  Punkt  ist  die  Gerade  II 
bestimmt**)  Nun  zieht  man  III  und  IV.  Man  kann  auch  I  mit 
HUfe  der  Punkte  Jj  und  N^  festlegen;  N^  Hegt  senkrecht  unter  dem 
Schnittpunkte  E^  der  Geraden  BG  xmd  AC^,  Außerdem  läßt  sich 
die  Strecke  ^T=D^'"  leicht  angeben,  welche  die  Geraden  I  und  II 
auf  der  Senkrechten  durch  den  Knoten  2  abschneiden.  Man  hat  nur 
nötig,  die  Last  1  nach  den  Richtungen  D^  imd  0,  zu  zerlegen,  Fig.  392  f. 

Am  schnellsten  gelangt  man  wieder  zum  Ziele,  wenn  man  die 
Einflußlinie  mit  Hilfe  der  Strecke  D"'  und  mittels  der  Punkte  E  und  C 
bestimmt  Man  zieht  dann  die  Gerade  /  beliebig,  setzt  die  Strecke 
IiT=  D'"  ab,  zieht  IIL  bestimmt  auf  I  die  Punkte  C  und  N,  legt 
durch  (7  und  T  die  Gerade  //  und  durch  A  und  N  die  Gerade  AB, 
Schließlich  zieht  man  IV.  Es  setzt  dieses  Yerfahren  allerdings  eine 
bequeme  Lage  der  Punkte  E  und  C  voraus,  welcher  Bedingung  im 
vorliegenden  Falle  hinsichtlich  sämtlicher  Füllungsstäbe  genügt  wird. 

Man  vergleiche  übrigens  die  Anmerkung  am  Schluß  der  Beschreibung  der 
O-Linien.***) 

'")  Vi  idt  für  jeden  Belastongszustand  (wenn  nur  senkrechte  Lasten  wirken) 
=  —  ^  sec  Yi,  hiernach  ergeben  sich  die  Grenzwerte  von  üx  atis  denen  von  H,  Die 
Einflußiinie  für  H  ist  in  No.  118  behandelt  worden.  Hervorzuheben  ist,  daß  die 
Orenzwerte  von  H  zur  Berechnung  der  "Widerlager  gegeben  sein  müssen. 

*♦)  Die  Punkte  C  werden  zweckmäßig  durch  Rechnung  bestimmt.     Die  Ent- 
iemung  des  Punktes  C^  von  der  Vertikalen  2  ist  z.  B. 

Ä,— Ä,  —'*'"    2,69-1,89         *^'  ^ 
♦♦♦)  Nj^  in  Fig.  892  a  hat  dieselbe  Lage  wie  in  j^jin  Fig.  890  a. 
Müller-BreiUii,  GrftphiMhe  Stetik.    I.  '  25 
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Um  die  Einflußlinie  für  T,  (Kg.  393c)  zu  bestimmen,  kaiiu  man 
die  Lage  der  Geraden  /mit  Hilfe  der  Werte  finden  A^  J^  =  S'=  —  1,595 
und  GlP  =  Sa=  +  0,179  oder  mittels  S'  und  des  Nullpunktes  K, 
welcher  im  vorliegenden  Falle  mit  dem  Nullpunkte  N^  in  Kg.  392  e 
übereinstimmt,  weü  sich  O,  und  U^  in  demselben  Punkte  Q  schneiden 
wie  Oj  und  U^,  Nun  wird  die  Senkrechte  durch  Q  im  Punkte  C/ 
mit  I  zum  Schnitte  gebracht,  die  Gerade  II  gezogen  und  hierauf  /// 
und  IV,  Auch  die  von  /  und  //  auf  der  Senkrechten  durch  den 
Knoten  2  abgeschnittene  Strecke  RT=  V^"  läßt  sich  schnell  durch 
Zerlegung  der  Last  1  nach  den  Richtungen  von  0,  und  F,  ermitteln. 
Man  findet  F,'"  =  1. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  die  Benutzung  der  dargestellten  Ein- 
flußlinien an  einigen  Beispielen  zu  erläutern,  und  behandeln  zunächst  den 

Einfluß  einer  gleicMBrmigen  Belaatung.  Gesucht  seien  die  Grenz- 
werte für  die  Spannkraft  TJ^  unter  der  Voraussetzung,  daß  g  =  0,37  \ 
p  ==  0,665*  also  q  =  g-^p  =  1,035*  ist 

Bedeutet  F  den  Inhalt  des  negativen  Teiles  der  Einflußflache 
imd  F  den  Inhalt  des  positiven  Teiles,  so  ergibt  sich  nach  Seite  117 
(Gleich.  5  u.  6) 


.U,=qF-gF=qa[  -^  -  l~ 


n.uU^=^gF—qF=qa  ^ 

+  -  \<1 

wo  a  die  Länge  einer  beliebigen  Strecke  bedeutet     Verwandelt  man 

nun  die  Flächen  F  und  F  in  Dreiecke,  deren  Grundlinien  =  a  sind, 

+ 
und  bezeichnet  die  Höhen  dieser  Dreiecke  mit  hn  und  Aj,  so  erhält  man 

(1)        ...Cr.  =  f  (ä.-|a.);  .,.Cr,  =  ^(|A^4 

Die  Länge  a  wähle  man  so,  daß  ^  qa  durch  eine  bequeme  Zahl 
ausgedrückt  wird.*)  Wird  im  vorliegenden  Falle  a  =  19,324'*  gewählt, 
so  ergibt  sich  ^qa=  10,000*.  Man  findet  durch  Zeichnung:  hu=  0,12; 
Aj  =  3,14,  also 


*)  Maßgebend  für  die  Länge  von  a  ist  natürlich  auch  die  Bedingung,  dafi  sich 
bei  der  Flächenverwandlung  nicht  schleifende  Schnitte  ergeben  dürfen.  Zuweilen 
ist   es  zweckmäßig,   eine   sehr  Meine  Fläche   in   ein  Dreieck   mit  der  Grundlinie 

—  a  zu  verwandeln  und  dann   die  Höhe  dieses  Dreiecks  durch  n  zu  dividieren, 
n 

wobei  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist. 
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.„  ü,  =  10(0,12  -  ^^IJ^  •  3,14)  =  - 10'  (abgerundet) ; 

^,U,  =  10(^^0,12-3,14)=  -  31'.') 

In  Fig.  391  b  wurden  nui-  die  Hilfslinien  zur  Ermittelung  von  Aj 
eingetragen.  Es  ist  B^K=a^  femer  Ö'äS  wagerecht  und  JV3  ff  ||  jK'S, 
schließlich  B^H=hj. 

Will  man  die  Multiplikation  mit  ^qa  sparen,  so  ersetze  man 
bei  Aufzeichnung  der  Einflußlinien  die  über  den  Träger  wandernde 
Last  1  durch  eine  Last  ^qa.  Dann  erhält  man  für  irgend  eine  Spann- 
kraft S  die  Grenzwerte:  ^„S  =  hji — —hj  und  „uS  =  —  hu  —  hj. 

Ein  anderes,  schon  auf  Seite  118  für  den  Fall  gleich  weiter  Felder 
besprochenes  Verfahren  soll  an  der  Bestimmung  der  Grenzwerte  von 
Fj  erläutert  werden.  Um  ^„V^  zu  erhalten,  wird  jeder  Knoten  einer 
positiven  Beitragstrecke  mit  5'X  =  1,035  «3,0  =  3,11*  belastet,  jeder 
Knoten  einer  negativen  Beitragstrecke  mit  g\  =  0,37  •  3,0  =  1,11. 
Die  Summe  der  den  ersten  Knoten  entsprechenden  Ordinaten  ist  in 

Kg.  393c:  2,  =  tj^  +  ij^  +  tj^ -f-  '"'It  +  '"is  +  ''']9  =  Ö?^^  und  die  Summe 
der  Ordinaten  unter  den  übrigen  Knoten:  Sj  =  irig  =  7)3  =  tj^  =  1,59, 
weshalb  (nach  Gleich.  7,  Seite  118) 

_  V,  =  3,11 . 0,59  -  1,11 . 1,59  =  +  0,r 
und  nach  Vertauschung  der  Lasten  q\  und  g\ 

^^  F,  =  1,11 . 0,59  —  3,11 . 1,59  =  -  4,3'.**) 
Besteht  die  bewegliche  Belastung  aus  den  Raddrücken  von  Fahr- 
zeugen, während  die  ständige  Belastung  eine  gleichförmige  ist,  so  kann 
der  Einfluß  der  letzteren  auf  die  eben  beschriebene  Weise  in  der  Form: 
^ga{hn — hj)  oder  5rX(Sj — 2^)  dargestellt  werden.  Die  Verwand- 
lungsgrundlinie a  wähle  man  dann  so,  daß  ein  bequemer  Multiplikator 
^ga  entsteht***) 

Einfluß  der  ans  Einzelkräften  bestehenden  Verkehrslast  einer 
Eisenbahnbrncke.  Es  sollen  Fahrzeuge  mit  den  in  Fig.  111  (Seite  121) 
angegebenen  EÄdständen  und  Achsenbelastungen  vorausgesetzt  werden. 
Wegen  der  Kürze  der  Brücke  kommen  nur  Lokomotiven  und  Tender 
in  Betracht    Die  Brücke  sei  eingleisig  und  besitze  zwei  Hauptträger. 


♦)  Vergl.  das  Zahlenbeispiel  in  No.  187. 

*♦)  Für  den  vorliegenden  Parabelbogen  muß  sich  bei  gänzlicher  Belastung  mit 
p  ergeben:  Vp  =  —  p\,  In  der  Tat  ist  auch  Vp=p\[^^  —  ^i]  =  — P^-  I^iö 
Spannkräfte  0  und  D  werden  infolge  gänzlicher  Belastung  =  0,  und  es  muß  also 
beispielsweise  in  Fig.  892c  sein  t,i  +  t),  +  tjg  +  Te  +  ^Q?  +  Tf'.s  +9  =  ^  +  ^4- 

*♦♦)  Oft  empfiehlt  sich  ein  Cromo  nascher  Plan.    Beim  Parabelbogen  benutze 
man  die  Gleichungen  (1)  auf  Seite  376. 

25* 
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Es  ist  dann  mit  den  Raddrücken  L  =  ^  13*  (Lokomotive)  und  T=^9* 
(Tender)  zu  rechnen. 

Gesucht  seien  die  Grenzwerte  von  ?7^,  Kg.  391c  auf  Tafel  6. 
Um  «<„  U^  zu  erhalten,  wird  ein  Zug  auf  die  negative  Beitragstrecke  ge- 
stellt, so  daß  die  schwersten  Lasten  in  der  Nahe  von  O  und  eine  schwere 
Last  bei  O  selbst  liegt  Hierauf  wird  der  Wert  ^,,  U,^^  =  iSiji  =  jP2Tf)r 
berechnet  Die  gefährlichste  Stellung  des  Lastenzuges  findet  man  am 
schnellsten  durch  Probieren.  Ist  die  Einflußlinie  für  eine  Sti-ecke  eine 
Gerade,  so  dürfen  beliebige  innerhalb  dieser  Strecke  liegende  Lasten 
zu  einer  Mittelkraft  vereinigt  werden.  Bei  der  in  der  Kgur  angegebenen 
Laststellung,  welche  sich  als  die  gefährlichste  erwies,  ist  die  (mit  dem 
Zirkel  zu  bestimmende)  Summe  der  den  fünf  Lasten  L  entsprechenden 
Ordinaten  =  8,33.  Dem  mittelsten  Rade  des  Tenders,  welcher  ein  Ge- 
wicht von  27*  besitzt,  entspricht  ■»)  =  1,55.     Mithin  ergibt  sich 

^--  f^i  =  —  i  [13  •  8,33  +  27  . 1,55]  =  —  75,1'. 
In  gleicher  Weise  findet  man,  daß  die  Belastung  der  positiven  Bei- 
tragstrecke erzeugt 

^U^  =  +  i  39  . 0,18  +  i  9-0,07  =  +  3,8'. 

Es  sollen  noch  die  Grenzwerte  von  Z),  bestimmt  werden.  Die 
positive  Beitragstrecke  ist  hier  so  kurz,  daß  bei  Aufstellung  einer 
Lokomotive  nebst  Tender  der  größere  Teil  des  letzteren  jenseits  der 
Belastungsscheide  N^  liegt  Der  in  Fig.  392  b  abgebildeten  ungünstigsten 
Zugstellung  entspricht 

^^B  =  4  13  •  2,22  —  i  .  27  . 0,14  =  +  14,43  —  1,89  =  +  12,5'. 

Läßt  man  den  Tender  fort,  so  erhält  man  den  Wert  „„D^  =  14,4'. 
Trotzdem  diese  Beanspruchung,  des  höchst  unwahrscheinlichen  Be- 
lastungszustandes wegen,  etwm  zu  ungünstig  gerechnet  ist,  dürfte  es 
sich  empfehlen,  der  fraglichen  Diagonale  einen  entsprechend  großen  Quer- 
schnitt zu  geben.  Jedenfalls  ist  der  erstgerechnete  Wert  ,^D^  =  12^' 
als  zu  klein  anzusehen,  sobald  nicht  die  Untersuchxmg  der  Wirkung 
kürzerer,  wenn  auch  leichterer  Fahrzeuge  das  Gegenteil  bewiesen  hat 
Besonders  aber  wäre  noch  der  Einfluß  einer  sogenannten  Tender- 
Lokomotive  schwerster  Art  zu  bestimmen.*) 

Die  negative  Beitragstrecke  der  Z>, -Linie  besteht  aus  zwei  Teilen. 
Schließt  man  die  Belastung  der  eingleisigen  Brücke  durch  zwei  ge- 
trennte Züge  als  unwahrscheinlich  aus,  so  erhält  man  für  den  in  der 
Fig.  893  b  von  B  aus  vorgeschobenen  Lastenzug 

^.D,  =  —  i  (39 . 0,43  +  27  •  0,21  +  13  •  0,04)  =  —  11,5'. 


♦)  17ergl.  No.  99,  Seite  168. 
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Xn.  Abschnitt. 

Statisch  bestimmte  Hängebrücken  and  Gelenkbögen, 
versteift  durch  Balken. 


§  47. 

fläagebrfickeii,  deren  Hauptträger  aus  einfachen  Dreiecknetzen 

bestehen. 

a.  Untersuchung  des  in  Fig.  394  dargestellten  Hängewerks. 

188.  Der  vorliegende  Träger  besteht  aus  vier  gegliederten  Scheiben 
/,  //,  ///,  /F,  deren  jede  auf  zwei  wagerechten  Gleitlagern  ruht,  und 
welche  durch  die  Stäbe  B^Q  CÄ^  BD^  DA^  miteinander  verbunden 
sind.  Die  Stützpunkte  C  und  D  werden  ebenfalls  auf  wagerechten 
Geraden  geführt.  In  -4^  und  B^  greifen  die  Rückhaltketten  an.  Die 
Spannkräfte  in  den  Kettengliedern  A^L  und  ^gJV sollen  zu  den  Stützen- 


Fig.  894. 

widerständen  gerechnet  werden.  Jede  der  beiden  Scheiben  /  und  IV 
ist  dann  durch  drei  Widerstände  gestützt,  deren  Richtungen  sich  nicht 
in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden,  so  daß  alle  auf  /  und  IV 
wirkenden  Kräfte  in  eindeutiger  Weise  auf  die  Widerlager  übertragen 
werden.  Die  Scheiben  II  und  III  bilden  einen  Dreigelenkbogen,  dessen 
Kämpferwiderstände  sich  aus  den  iu  JE  imd  F  angreifenden  lotrechten 
Anflagerkräften  und  den  Spannkräften  der  Stäbe  CA  und  BD  zu- 
sammensetzen. Die  Spannkräfte  der  Stäbe  CA  und  BD  aber  sind  im 
Gleichgewicht  mit  den  in  C  xmd  D  angreifenden  lotrechten  Wider- 
ständen der  Mittelpfeiler  und  den  Spannkräften  der  Stäbe  B^  Cund  A^D, 
Ergeben  sich  an  den  Gleitlagern  negative  Auflagerdrücke,  so  muß 
für  eine  Yerankerung  dieser  Lager  gesorgt  werden. 
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189.  üntersnoliiiiig  der  MittelSiEaimg.  Wir  ziehen  hier  nur 
die  Wirkung  senkrechter,  abwärts  gerichteter  Lasten  in  Betracht  und 
verfolgen  zunächst  den  Einfluß  einer  über  der  Mittelöffnung  ruhenden 
Einzellast  P.  Dabei  setzen  wir  den  allgemeineren  Fall  ungleich  hoch 
liegender  Aufhängepunkte  Ä  und  B  voraus.  Fig.  395.  Die  Spann- 
kräfte Sg  und  S^*)  der  in  Ä  und  B  angreifenden  Stäbe  zerlegen  wir 
in  die  senkrechten  Seitenkräfte  -4,  und  B^  und  in  die  beiden  mit  der 
Schlußlinie  AB  zusammenfallenden,  entgegengesetzt  gleichen  Seiten- 
kräfte IT.     Hierauf  denken  wir  uns  die  Angriffspunkte  der  an  den 


Fig.  395. 


Auflagern  der  Scheiben  II  und  III  wirksamen  senkrechten  Widerstände 
X  ^Jid  B^  nach  Ä  und  B  verlegt,  und  vereinigen  A^  und  -4,  zu 
Ä  =  Ä^'^A^^  desgL  5.  und  B^  zu  B  =  B^  +  B^,  Es  verhält  sich 
jetzt  der  Trägerteil  AOB  wie  ein  Bogen  mit  drei  Gelenken,  auf 
welchen  die  Ergebnisse  der  im  §  24  und  im  Abschnitte  XI  durchge- 
führten Untersuchungen  angewendet  werden  können.  Zu  diesem  Zwecke 
verwandele  man  das  Hängewerk  durch  Umkehrung  in  einen  Bogen- 
träger,  berechne  die  Spannkräfte  auf  die  früher  angegebene  Weise 
und  ändere  schließlich  sämtliche  Vorzeichen.    Nur  bei  der  Berechnung 


*)  "Wir  bezeichnen  die  Spannkräfte  in  den  Stäben  LAi,  B^C,  CA,  BD^  der 
Reihe  nach  mit  Sai  Sbi  8^  St. 
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der  Spannkraft  V^  in  einer  Endvertdkalen  ist  die  Verlegung  von  A^  un- 
aolässig.  Man  bestimme  S^  mit  Hilfe  der  Bedingung,  daß  die  wage- 
rechte Projektion  dieser  Kraft  =  fl^  sein  muß,  zeichne  hierauf  das 
Kräftepolygon  für  den  Knoten  A  und  entnehme  diesem  V^.  Fällt  S^ 
mit  Oj  zusammen,  wie  bei  dem  in.  der  Fig.  396  abgebildeten  Träger, 
€0  ergibt  sich  Vq  =  0.  Die  EndverHkale  darf  dann  v^eggelassen 
tüerden,  *) 

Ist  die  Mittelöffnung  imbelastet,  so  verschwinden  innerhalb  der- 
selben sämtliche  Spannkräfte.  Lasten,  welche  auf  die  Scheiben  /und  IV 
(Fig.  394)  wirken,  sind  ohne  Einfluß  auf  die  Inanspruchnahme  des 
Trägerteiles  ÄOB;  sie  erzeugen  auch  in  den  Stäben  CÄ^  BD,  B^C^ 
X>^2,  LA^,  B^N  keine  Spannungen,  und  es  verhalten  sich  dann  die 
Scheiben  7  und  IV  wie  einfache  Balken. 

ZahlenbeUpieh  Fig.  396  stellt  die  Hälfte  des  einen  Haupt- 
trägers einer  Fußgängerbrücke  dar,  welche  die  in  dem  Zahlenbeispiele  in 
No.  187  angenommenen  Belastungen  g  =  0,37',  p  =  0,665*,  q  =  1,035* 
f.  d.  Meter  erfährt  Die  Mittelöffnung  hat  dieselben  Abmessungen  wie 
der  früher  behandelte  Bogenträger  (Fig.  385).  Es  entstehen  dann  im 
Trägerteile  dieser  öffnxmg  Spannkräfte,  welche  sich  von  den  in  der 
Fig.  389  zusanunengestellten  nur  durch  die  Vorzeichen  unterscheiden, 
mit  Ausnahme  von  F^,  welches  hier  =0  wiri 

Um  noch  die  Grenzwerte  des  Stützenwiderstandes  A^  (Fig.  395) 
zu  bestimmen,  suchen  wir  zunächst  die  Einflußlinie  für  A^,  Es  ist 
A^  =  A  —  A^,  wobei  A  den  Auflagerdruck  eines  einfachen  Balkens  AB 
bedeutet,  während  A^  —  ebenso  wie  die  Spannkraft  S^  —  proportional 
dem  Horizontalschube  H  ist  Die  Einflußlinie  für  A^  besteht  (wie  die 
if-Linie)  aus  zwei  Geraden  A'O"  und  0"B\  deren  Schnittpunkt  G"* 
dem  Scheitelgelenk  entspricht,  und  es  ist  deshalb  die  schrafflerte  Fläche 
in  der  Fig.  395  (in  welcher  die  Gerade  B'A"  die  Einflußlinie  für  A 
bedeutet)  die  gesuchte  Einflußfläche  für  X.;  sie  ist  bestinunt,  sobald 
die  Lage  des  Nullpimktes  j^  gegeben  ist  Um  N  zu  finden,  unter- 
suchen wir  den  Einfluß  einer  links  von  O  angreifenden  Last  P,  welche 
die  Gerade  BO  (Fig.  395)  in  F  schneidet,  zerlegen  P  in  Ä,  ||  Pö  und 


♦)  Soll  sich  der  Tragerteil  AOB  vollständig  wie  ein  umgekehrter  Fachwerk- 
bogen  verhalten,  so  müssen  die  in  Fig.  394  angeordneten  Auflager  der  Scheiben  II 
und  III  fortbleiben,  und  die  Mittellinien  der  End vertikalen  von  //  und  I  müssen 
in  die  Senkrechte  durch  C  fallen;  es  können  diese  S^be  in  einem  entsprechenden 
Hohlräume  des  Pfeilers  untergebracht  werden.  C  wird  wie  vorhin  auf  einer  Wage- 
rechten geführt.  Diese  Anordnung  ist  jedoch  nicht  zu  empfehlen.  Verfasser  hält 
es  für  das  beste,  die  Endvertikale  fortzulassen  und  das  Gelenk  G  in  die  untere 
Gurtnng  zu  legen. 
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in  iT,  II  äF  und  ziehen  hierauf  im  Kräfteplane  den  Sti-ahl  s  ||  AB: 
er  zerlegt  P  in  Ä  und  B.  Wird  noch  der  Strahl  OB  \\  S^  gezogen, 
so  gibt  die  Strecke  OB  die  Größe   der  Spannkraft  5^  an,    und  der 


.JW*...*^. )o 4£ 3f 

■o 


-Äf«- 


Fig.  896. 


Punkt  B  zerlegt  Ä  in  A^  und  A^,  Fällt  die  Gerade  AF  mit  der 
Kichtung  von  5.  zusammen,  geht  also  P  durch  den  Schnittpunkt  E 
von  S,  und  BO^  so  ergibt  sich  .1.  =  0,  und  hieraus  folgt,  daß  der 
Nullpunkt  N  auf  der  Senkrechten  durch  E  liegt. 

Im  vorliegenden  Beispiele  liegt  E  im  vierten  Felde.  Die  Ermitte- 
lung von  ,„„-1.  und  „„^„  geschieht  hier,  mit  Beachtung  der  für  den 
Parabelbogen  nachgewiesenen  einfachen  Gesetze  und  mit  Bezugnahme 
auf  die  Rechnungen  in  No.  187,  wie  folgt  Belastet  man,  um  «i,J,^ 
zu  erhalten,  nur  die  Knoten  4  bis  9  und  zwar  mit  je  pX,  so  entsteht 
(nach  Seite  382) 

A  =  21  A'=  21 . 0,2  =  4,2',  //=  19  i7'=  19  •  0,75  =  14,25*. 

A    -Ä tg  Yi    ist  (wo  "jfi 


Da  mm  J,  =  £rtgYi    und  A^=  A  —  A^ 
Neigungswinkel  von  CA)^  so  folgt 

1  44 

Bei  gänzlicher  Belastung  mit  p  wird  (wegen  des  Zusiunmenfallens 
des  Seilpolygons  mit  der  oberen  (hirtung)  ^,^  =  |  j>X  =  1,0':  femer 
ist  ^arA^,  +  n^inA^p  =  A^, ,  also  ^„A^^  =  +  2,6  +  1,0  =  +  3,6'. 
Die  ständige  Belai^tung  erzeugt  A^^  =  ^  ^X  =  i  •  0,37  •  3,0  =  0,6' 
weshalb  sich  schließlicli  ergibt  „,^J„  =  —  2,6  -j-  0,6  =  —  2,0'  und 
^.J.  =  +  3,6  +  0,6  =  +  4,2'.*) 

Wegen  des  negativen  Wertes  ^„A^  muß  das  fragliche  Auflager 
verankert  werden. 


*)  E»  unterscheiden  sich  diese  Werte  von  den  ftir  die  Endvertikale  des  Bogen^ 
trägers  in  Fip.  389  gefundenen  nui*  durch  die  Vorzeichen. 
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190.  üntersncliimg  der  Seitenöfhnng.  So  lange  nur  Lasten  zwi- 
schen A^  und  B^  wirken,  verhält  sich  der  Trägerteil  A^B^  wie  ein 
einfacher  Balken;  es  gelten  die  im  §  30  abgeleiteten  Gesetze.  Wird 
also  die  Einflußlinie  für  irgend  eine  Spannkraft  S  gesucht  (Fig.  397), 
so  ermittelt  man  die  Spannkraft  S'  für  den  früher  erklärten  Zustand 
Jj  =  1  (vergl.  No.  143)  sowie  den  Schnittpunkt  E  der  beiden  anderen 
vom  Schnitte  tt  getroffenen  Stäbe  und  legt  nun  der  Reihe  nach  die 
drei  Geraden  fest,  au»  denen  die  Einflußlinie  besteht  Befindet  sich  E 
links  von  Ay^^  so  entsteht  im  m^^  Felde  eine  Belastimgsscheide.  Liegt 
K  zwischen  A^  und  J5j,  so  tragen  alle  innerhalb  A^B^  angreifenden 
Lasten  zu  der  fraglichen  Spannkraft  in  gleichem  Sinne  bei.  Wie  bei 
ungünstiger  Lage  des  Punktes  E  zu  verfahren  ist,  und  auf  welche 
Weise  die  Schärfe  der  Zeichnung  geprüft  werden  kann,  ist  früher 
auseinandergesetzt  worden.     Vergl.  Seite  336. 


Fig.  397. 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  der  Einfluß  einer  über  der  Mittelöffnung 
ruhenden  Belastung  anzugeben.  Hat  man  den  durch  diese  Belastung 
hervorgerufenen  Horizontalschub  H  bestimmt,  so  findet  man  die  Spann- 
kräfte Sj,  und  äS.  nach  Fig.  398  mittels  der  Bedingung,  daß  Gleich^ 
gewicht  nur  möglich  ist,  wenn  die  wagerechte  Projektion  jeder  dieser 
Kräfte  =  H  ist.  Indem  man  jetzt  LA^  ^^  C  als  ein  Seilpolygon  auf- 
faßt, welches  mit  der  Polweite  Hzu  den  Kräften  J^  und  B^  gezeichnet 
ist,  und  im  Kräfteplane  durch  0  zm  A^B^  eine  Parallele  {s)  zieht,  kann 
man  auf  die  in  der  Fig.  398  angegebene  Weise  die  Größe  und  den 
»Sinn  von  A^  und  B^  feststellen.  Fällt  die  Richtung  von  S.  mit  der 
Geraden  A^  B^  zusanunen,  wie  dies  in  dem  Beispiele  in  Fig.  396  au- 
fgenommen wurde,  so  ergibt  sich  A^  =  0. 
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Gesetzt  nun,  es  stelle  die  Kraft  H  in  Kg.  398  den  Horizontal- 
schub infolge  einer  im  Scheitelgelenk  O  der  Mittelöffnung  angreifenden 
Last  Einfi  vor,  und  es  entstehe  in  dem  Stabe  S,  dessen  Einflußlinie 


Fig.  898. 

gesucht  wird,  infolge  der  auf  die  Scheibe  /  wirkenden  Kräfte  5.,  iSj, 
-4i,  j&i  (welche  sämtlich  proportional  fi'sind)  eine  Spannkraft  Ä  Dann 
stellt  in  Fig.  397  das  Dreieck  A'  0"B\  dessen  Spitze  dem  Scheitel- 
gelenk O  entspricht  und  dessen  Höhe  00'  =^  S  ist,  den  rechts  von 
jBj  gelegenen  Teil  der  fraglichen  Einflußfläche  dar,  und  es  bereitet 
jetzt  keine  Schwierigkeit  mehr,  die  Grenzwerte  der  gesuchten  Spann- 
kraft zu  bestimmen.*)  Das  beschriebene  Verfahren  gilt  für  die  Gur- 
tungen und  die  Füllungsstäbe.  Die  Spannkräfte  S'  und  S  werden  am 
zweckmäßigsten  mit  Hufe  von  Oe7?^o/wföchen  Ejräfteplänen  ermittelt, 
wobei  allerdings  das  Ziehen  von  Parallelen  zu  den  kurzen  Gurtstaben 
vermieden  werden  muß.  Wir  verweisen  in  dieser  Beziehung  auf 
Seite  308  und  378. 

Zahlenbeispiel.  Bei  dem  in  der  Fig.  396  dargestellten  gleich- 
mäßig mit  ^  =  0,37'  und  |)  =  0,665'  belasteten  Fachwerke  mit  Ver- 
tikalen lassen  sich,  da  die  Knotenpunkte  der  oberen  Gurtung  jeder 
der  beiden  kongruenten  Scheiben  /  und  //  auf  Parabeln  liegen,  deren 
senkrechte  Achsen  durch  A^  beziehungsweise  O  gehen,  wesentliche  Ver- 
einfachungen erzielen,  wie  die  folgenden  Rechnungen  zeigen  werden. 

Zunächst  sollen  diejenigen  Spannkräfte  S^i  bestimmt  werden,  welche 
in  den  Stäben  der  Seitenöffnung  entstehen,  sobald  die  Mittelöffnung 


♦)  Für  den  in  der  Fig.  897  dargestellten  Fall  ergibt  sich  5'  positiv  und  S 
negativ.  Lasten,  welche  auf  Scheibe  IV  wirken  (Fig.  894)  sind  ohne  Eänfluß  auf 
die  Inanspruchnahme  der  Scheibe  I. 
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gänzlich  und  zwar  mit  p  belastet  wird.    Es  greift  dann  am  linken  Ende 
nur  eine  von  B^   nach  A^  gerichtete  'äußere  Kraft  S.  an,  Mg.  399, 


/r-  /<?  w* 


Fig.  899. 


I^-M»./* 


Fig.  400. 

deren  wagerechte  Projektion  =  H,=z  ^—  =  18,70*  ist    Der  für  diesen 

0/ 
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Zustand  in  Fig.  399  gezeichnete  Orernonaache  Plan  liefert  die  in  der 
folgenden  Tabelle  zusammengestellten  Werte  Sj,-  Dieselbe  Tabelle 
gibt  noch  die  in  der  Fig.  400  dargestellten  Spannkräfte  S^  für  den 
Fall  an,  daß  am  linken  Ende  nur  der  Stiitzenwiderstand  A\  =^p\ 
=  ^  •  2,0  =  0,4'  angreift,  welchen  eine  im  Knoten  1  wirksame  Last  p\ 
hervorbringt*) 


Stab 


0, 
0, 

A 


8m 


20,8 
23,4 
26,3 
28,6 
27,3 

+5,r 

+  4,8 
+  3,35 
Druck 
Druck 


Sa 


+  0,08 

+  0,47 
+  0,92 


Stab 


Tonnen 


Sm 


-3,2 
-6,7 

—  9,5 

—  8,5 
0 


V, 

-3,2 

V, 

—  1,8 

V, 

Zug 

V, 

Zug 

Sa 


0,04 
0,20 
0,35 


Tonnen 


Bei  gänzlicher  Belastung  von  Seiten-  und  Mittelöffnung  sind  die 
Stäbe  der  unteren  Gurtung  und  die  Diagonalen  spannungslos,  weil  das 
Mittelkraftspolygon  mit  der  oberen  Gurtung  zusammenfallt**),  während 
in  den  Stäben  der  oberen  Gurtung  Spannkräfte 

O,,  =  +  20,8';    O,,  =  +  20,0;    0„=  +  19,4;    0,,  =  +18,9; 
0,,  =  +  18,8***) 
entstehen  und  in  den  Vertikalen  die  Spannkräfte 

Die  ständige  Belastung  ruft  hervor  U^,  =  H,  sec  ß^  d.  i.  (vergi. 
die  Werte  U,  auf  Seite  378) 

*)  Pur  die  Diagonalen  brauchen  (wie  die  folgenden.  Rechnangen  läiren 
werden)  nur  die  positiven  and  für  die  Vertikalen  nur  die  negativen  Spann- 
kräfte Sm  gemessen  zu  werden.  Die  Spannkräfte  Sa  sind  nur  für  diejenigen 
Füllnngsstäbe  zu  bestimmen,  deren  zugehöriger  Punkt  E  (Fig.  397)  links  Ton 
Ai  liegt  Da  sich  nun  O,  und  27,  rechts  von  Jl,  schneiden,  desgl.  Oi  und  L',, 
80  genügt  die  Angabe  der  Sa  für  die  Füllungsstäbe  /)j,  D4,  JD^,  K4,  F,,  K,. 
Hierauf  ist  namentlich  zu  achten,  wenn  die  Sa  und  Sm  berechnet  werden  sollen. 
Hei  ungleichen  Feldweiten  ist  nicht  der  Zustand  Ai  =  A\  zu  untersuchen,  sondern 
der  Zustand  Ai  =  l. 

**)  Vergl.  Seite  375. 
.     *«*).  £3   ist    Ow#  =^  IT,  sec  ß»,    wo   ß«  b  Neigungswinkel   von   O«.     Hieniack 
sind  die  Omp  entgegengesetzt  gleich  den  auf  Seite  378  ermittelten  ümp- 
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0„  =  +  ll,5;;    0,,  =  +  ll,l';     O„  =  +  10,8';    0«,=  +  10,5'; 

O„=  +  10,4'; 

sie  ist  ohne  Einfluß  auf  die  Spannkräfte  D  und   U. 

Nach  diesen  vorbereitenden  Rechnungen  lassen  sich  die  Grenz- 
werte sämtlicher  Spannkräfte  Schnell  angeben. 

1)  Untere  Gurtung,  In  irgend  einem  Stabe  TJ  entsteht  der  größte 
Druck  oder  der  größte  Zug,  je  nachdem  nur  die  Mittelöffnung  oder 
nur  die  fragliche  Seitenöffnung  belastet  wird.  Da  ?7,  =  0  ist,  so  folgt 
^ajy=^  —  mdJJ'  Die  Spaunkräfte  ^^^i/sind  gleich  den  in  der  Tabelle 
angegebenen  (von  der  Belastung  der  Mittelöffnung  herrührenden) 
Spannkräften  S^,    Man  erhält  also 

Die  Spannkraft  JJ^  ist  =  0. 

2)  Obere  Ourtung.  Belastet  man  nur  die  Mittelöffnung  mit  p,  so 
entsteht  ««,0,  =  S^;  wird  nur  die  Seitenöffnung  mit  p  belastet,  so 
wird  «4.0,  erzeugt  Dabei  ist  ««.0,  +  ^^0,  =  0,  =  Spannkraft  infolge 
gänzlicher  Belastung  beider  Öffnungen,  woraus  minO,  =  —  '^jr+ ^j>- 
Rechnet  man  den  Einfluß  der  ständigen  Belastung  hinzu,  so  entsteht 

_0  =  S^  +  0,  und  ,,.0  =  —  .SV  +  0,  +  0,. 

Auf  diese  Weise  findet  man 

_0,  =  +  20,8  +  11,5  =  +  32,3' 
_0,  =  +  23,4  +  11,1  =  +  34,5' 
-».«8  =  +  26,3  +  10,8  =  +  37,1' 
_0^=  +  28,6  +  10,5  =  +  39,1' 
-.^Oj  =  +  27,3  +  10,4  =  +  37,7' 
^Oj  =  -  20,8  +  20,8  +  11,5  =  +  11,5' 
-,.0,  =  — 23,4  +  20,0  +  11,1=+    7,7' 
^0,  =  -  26,3  +  19,4  +  10,8  =  +    3,9« 
-*.0,  =  —  28,6  +  18,9  +  10,5  =  +   0,8' 
^0,  =  —  27,3  +  18,8  +  10,4  =  +    1,9'. 

Die  obere  Gurtung  wird  hiemach  nur  auf  Zug  beansprucht,  darf 
also  auch  aus  flachen  Stäben  bestehen. 

Für  die  ßückhaltkette  Ä^L  (Kg.  396),  deren  Neigungswinkel 
gegen  die  Wagerechte  =  a  sei,  erhält  man 

^S.  =  (H,  +  H,)  sec  a  =  (10,4  +  18,70)  1,035  =  +  30,2' 
„,,5.  =  H,  sec  a  —  10,4  •  1,035  =  +  10,8'. 
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3)  Diagonalen.  Da  der  Schnittpunkt  von  Oj  und  C/j  rechts  von 
Ä^  liegt,  desgleichen  der  Schnittpunkt  von  0,  und  ü,,  so  tragen  alle 
über  der  Seitenöffnung  befindlichen  Lasten  zu  den  Spannkräften  D^ 
und  D,  in  gleichem  Sinne  bei.  Ausschließliche  Belastung  der  Mittel- 
Öffnung  erzeugt  (da  2)^  =  0  ist)  die  Spannkräfte 

^..Di  =  Äif  =  +  5,r  und  _Z>,  =  +  4,8'. 
Ausschließliche  Belastung  der  Seitenöffnung  erzeugt  (wegen  ^^D  = 
—  maxD)  die  Spannkräfte 

«.•A  =  — 5,1'  ™d  .,,Z>,  =  — 4,8*. 
In  jeder  der  übrigen  Diagonalen  rufen  Lasten,  welche  auf  der 
Seitenöffnung  ruhen,  Zug  oder  Druck  hervor,  je  nachdem  sie  rechts  oder 
links  von  der  fraglichen  Diagonale  liegen.  Da  nun  der  Wert  Sm  für 
die  Diagonale  Dg  positiv  ist,  so  entsteht  „.«^j,  wenn  jeder  der  Knoten  2 
und  1  mit  p\  und  außerdem  die  ganze  Mittelöffnung  belastet  winL 
Die  in  2  und  1  angreifenden  Lasten  p\  erzeugen:  A\  =  A'-\-2Ä\ 
=  dÄ\  (siehe  Fig.  400)  und  D^=3S^  =  3' 0,08  =  0,24',    weshalb 

.«-D,  =  0,24  +  Sjc  =  0,24  +  3,35  =  +  3,6'  =  —  ^D^. 

In  D^  und  D^  erzeugt  die  Belastung  der  Mittelöffnung  Druci- 
spannungen.  Um  ««J)^  zu  erhalten,  belastet  man  nur  die  Knoten  1, 
2,  3  und  um  ««x^5  zu  erzeugen,  nur  die  Knoten  1,  2,  3,  4.  Im  ersten 
Falle  ergibt  sich 

^,  =  ^',(l  +  2  +  3)  =  6^'.; 
_Z)^=  6  . 0,47  =  +  2,8'  =  —  ^,,Z>^. 
Im  zweiten  Falle  findet  man 

A  =  ^'i(l  +  2  +  3  +  4)  =  10^V, 
_Z),  =  10 . 0,920  =  +  9,2'  =  -  ^D,. 

4)  Vertikalen.  In  der  Vertikale  Fj  erzeugt,  da  der  Schnittpunkt 
von  0,  und  U^  rechts  von  A^  liegt,  jede  Last  über  der  Seitenöffnung 
einen  Zug.  Es  entsteht  also  ^^^  V^^  =  Sm  infolge  ausschließlicher  und 
gänzlicher  Belastung  der  Mittelöffiiung  mit  p,  femer,  wenn  nur  die 
Seitenöffnung  mit  p  belastet  wird,  i,a«^iF  =  —  Sm'\'  ?^*)  Rechnet 
man  T^  =  5rX  =  l,ll  hinzu,  so  findet  mau 

«..-F,=  Ä'^  +  5rX  =  — 3,2  +  M  =  -2,l'; 

_r,  =  — S^  +  ^X  +  ^\  =  +  3,2  +  2,0  +  l,l  =  +  6,3'. 

In  der  Vertikale  F,  erzeugen  (da  der  Schnittpunkt  von  Oj  und  ü^ 
links  von  A^  liegt)  die  Belastungen  der  Knoten  2,  3,  4,  Zugspannungen. 

*)  £s  ist  mmxVj,  +  minVp  gleich  der  infolge  gänzlicher  Belastung  beider  Ö£F- 
nongen  entstehenden  Spannkraft  Fp. 


Digitized  by 


Google 


Hängebrücken  aus  Dreiecknetzeu.  399 

Um  ^^  Fjj,  zu  erhalten,  wird,  da  Sm  negativ  ist,  die  Mittelöffnung  mit  p 
belastet  und  außerdem  nur  der  Knoten  1  mit  p\.    Letztere  Last  ruft 
hervor :    Äi  =  A\^    also    V^^  =  S^  =  —  0,04 ,    weshalb    ^., F,,  =  S^f 
+  5^  =  —  1,8  —  0,04  =  —  1,84'.     Man  erhält  nun 
«,,F,  =  —  1,84  +  9\  =  —  1,84  +  1,11  =  —  0,7* 
_F,=  +  lfi4 +p\+g\  =  +  1,84  +  2,0  +  1,11  =  +  5,0*. 
In   den  Vertikalen   F^  und   F^   entstehen   infolge  der  Belastung 
der  Mittelöffnung  Zugspannungen.     Man  findet  ^„T^g  und  «m^j  in- 
dem man  zuerst  nur  die  Knoten  1  und  2,  hierauf  nur  die  Knoten  1^ 
2,  3  mit  je  p\  belastet    Im  ersteren  Falle  entsteht 

A,=  Ä\(1  +  2)  =  3Ä\;  ^,j;3=35,  =  -3.0,20  =  -0,60' 
^,,F3=  -  0,60 +  (7A  =  + 0,5' 
.«^3=  4-0,60+i?X +5fX=  +  3,7', 
und  im  zweiten  Falle 

A,  =  A\{l-\-2  +  d)  =  6A\;  ...F^=  65^  =  -6- 0,35  =  —  2,10' 
,i.F,  =  — 2,10  + </X  =  — 1,0' 
_F,=  + 2,10 +i>X  +  </X  =  + 5,2«. 

Die  gewonnenen  Spannkräfte  sind  in  der  Fig.  396  übersichtlich 
zusammengestellt  worden. 

Es  sind  noch  die  Grenzwerte  der  an  der  Scheibe  I  angreifenden 
Stützenwiderstände  JBj  und  Ä^  anzugeben.  Bei  gänzlicher  Belastung 
der  lö"  weiten  Seitenöffnung  mit  p  =  0,665*  und  unbelasteter  Mittel- 
öffnung ergibt  sich:  ««3i,=  i« 0,665 •  15  =  4,99*.  Ausschließliche 
und  gänzliche  Belastung  der  Mittelöffnung  mit  p  erzeugt  den 
größten  negativen  Widerstand  B^,  (d.  i.  mt»Si,)\  er  ist  durch  den 
Kräfteplan   in   Fig.  399   gegeben,   kann    aber   auch  im  vorliegenden 

Falle    mittels    der   Gleichung    «m-Bi,  +  «.«^ii»  =  "^  =  IjO*  bestimmt 

werden.  Man  findet:  ^,.5,,  =  —  4,99  +  1,0  =  —  3,99'.  Die  stän- 
dige  Belastung  ruft  hervor:  ß^,  =  l^^rX  =  |  •  1,11  =0,56*  und  es 
ergibt  sich  schließlich 

^^1  =  4,99  +  0,56  =  +  5,5';  ^,JB,  =  —  3,99  +  0,56  =  —  3,4*. 

Da  ^,„JBi  negativ  ist,  muß  die  Scheibe  I  bei  B^  an  dem  Pfeiler 
vei*ankert  werden. 

Am  Auflager  Ä^  ruft  ausschließliche  und  gänzliche  Belastung  der 
Seitenöffnung  mit  p  =  0,665'  den  Widerstand  ^,^  =  J  .  0,665  •  15 
=  4,99'  hervor,  ausschließliche  und  gänzliche  Belastung  der  Mittel- 
öffnung den  Widerstand  -4i  =  0.  Die  ständige  Belastung  ^  =  0,37* 
erzeugt  hiemach:  ^j^  =  ^•0,37  •  15  =  2,77*  und  im  ganzen  entsteht 
^j  =  4,99 +  2,77  =  +  7,8'.     Der   Widerstand   A^    ist  stets   positiv; 
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b.  Untersuchung  des  aus  Fischbauchträgern  zusammeiigesetzten 
Hängewerks  in  Fig.  401.'^) 

191.  Das  vorliegende  Hängewerk,  dessen  Auflagergelenke  A  und  B 
auf  wagerechten  Geraden  geführt  werden,  und  welches  an  den  Enden 
(bei  -4^)  in  derselben  Art  gestützt  wird,  wie  der  vorhin  untersuchte 
Träger  (Fig.  394),  kann  auch  in  derselben  Weise  wie  jener  beredinet 
werden.  Der  mittlere  Teil  ÄOB  ist  ein  umgekehrter  Bogen  mit 
drei  Gelenken,  während  sich  jede  Seitenöffnung  Ä^A  unter  dem  Ein- 
flüsse der  auf  ihr  ruhenden  Lasten  wie  ein  einfacher  Balken  verhält 


Fig.  401. 

und  infolge  Belastung  der  Mittelöffnung  noch  durch  zwei  in  -.4,  und  A 
angreifende,  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  beansprucht  wird,  weldie 
die  Richtungen  AA^  und  A^A  haben.  Es  möge  nur  noch  auf  einige 
Vereinfachungen  hingewiesen  werden,  die  wegen  der  geradlinigen  oberen 
Gurtungen  möglich  ist. 

Zerlegt  man  die  am  Trägerteile  AG  in  A  und  G  angreifenden 
Widerstände  auf  die  in  No.  185  angegebene  Art  in  die  Seitenkräfte 
A%  B'  und  Q  (Fig.  402b)  und  denkt  die  Spannkräfte  ü;  D  und  T 
mittels  iZi^^erscher  Momentengleichimgen  bestimmt,  so  sieht  man  sofort 
ein,  daß  alle  diese  Spannkräfte  unabhängig  von  Q  sind,  da  sämtUche 
Drehpunkte  in  der  Geraden  AG  liegen.  Hieraus  folgt  aber,  daß  bei 
der  Ermittelimg  der  ü^  D  und  V  das  Trägerstück  ^6^  als  einfacher 
Balken  behandelt  werden  darf, 

Ist  also  sowohl  die  ständige  als  auch  die  veränderliche  Belastung 
eine  gleichförmig  verteilte  (g  und  p),  und  liegen  die  Knotenpunkte  der 
unteren  Gurtung  auf  einer  Parabel  mit  senkrechter  Achse,  in  welchem 
Falle,  mit  den  in  der  Fig.  402  a  und  b  angegebenen  Bezeichnungen, 


♦)  In  ähnlicher  Weise  ist  die  Hängebrücke  über  den  Monongahela  bei  P/tt^ 
hurgh  (Nord -Amerika)  ausgeführt.  An  Stelle  der  seitlichen  FischbauchtrSger  sind 
(wie  in  Fig.  403)  geradlinige  Rückhaltketten  vorhanden. 
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y.  =        ^^g —  und  A.  =  — ^  -=*-|7g  — —,  femer  /'  = 

ist,  so  gelten  die  Öleichnngen 


\r> 


(1) 


.U. 


Sf 


sec^.i 


8f 


secy«**) 


(2)    ^D^  =  -P-^d^ 


wojl^  =  Länge  der  Diagonale.  In  der  Big.  402  sind  in  jedem  Felde 
zwei  sich  krenzende  schlaffe  Diagonalen  vorausgesetzt  worden.  Je 
nachdem  sich  die  veränderliche  Belastung  (jp)  von  Q  naoh  Ä  oder 
von  Ä  nach  O  über  die  Brücke  bewegt,  treten  die  linkssteigenden 
oder  die  rechtssteigenden  Diagonalen  in  Tätigkeit 

Zu  beachten  ist,  daß  bei  gleich  großen  Feldweiten  X  die  wage- 
rechten Projektionen  der  Spannkräfte  D^  und  Di  sämtlicher  links-  und 


*)  Diese  Beziehung  gilt  auch,  wenn  bei  x=^^V  keine  Vertikale  vorhanden 
ist,  in  welchem  Falle  f  die  auf  die  Gerade  AG  bezogene  senkrechte  Ordinate  der 
umschriebenen  Parabel  bedeutet    Yeigl.  auch  Fig.  268. 

mimU   __  g^ 

MüUer-BretUa,  Graphische  SUtik.    I.  26 


*)  Vergl.  §  85.    Für  die  untere  Öurtung  ist 
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vi' 
rechtssteigenden  Diagonalen  den  gleichen  Wert  ^t^/ ^   besitzen;    ver- 
gleiche Kg.  402  c. 

Um  den  in  der  m^^  Vertikale  infolge  der  von  O  nach  A  vor- 
rückenden Belastung  entstehenden  größten  Druck  ^,„F^  zu  bestimmen, 
zeichne  man  (da  «,.F^  gleichzeitig  mit  »«^ipi+i  entsteht)  ein  Krafte- 
dreieck,  dessen  Seiten  parallel  I>^+i,  0  und  F«  sind,  und  dessen 
eine  Seite  =  »«JD^+i  ist     Kg.  402  c.     Man  findet  dann  leicht 

_  _       P^' 

Der  an  der  oberen  Gurtung  angreifende  Teil  g^  der  ständigen  Be- 
lastung g  erzeugt  F^^  =  —  ifi^o  (^  +  ^-+1)?  ^^^  ös  ergibt  sich  daher 
der  (auch  für  ungleichweite  Felder  gültige)  Ausdruck 

pV  1 

(3)         min  Vm=  gl-f  k^+  I  O^  9o   (^  4"  ^-  +  l)? 

während  ,,.«,F^  =  F^^  ist  Rückt  die  bewegliche  Belastung  von  Ä 
aus  nach  G  vor,  so  werden  die  rechtssteigenden  Diagonalen  gespannt^ 
und  es  entsteht 

pV  1 

(4)     ^inVm  =  —-^y  A«-i  —  Y^o  (^  +  ^+i)- 

Von  den  beiden  Werten  (3)  und  (4)  ist  der  größere  zu  wählen. 

Für  die  Vertikalen  links  von  f  gilt  also  Gleichung  (3),  für  die  anderen 

Gleichung  (4).     Zeichnet  man  ein  Polygon,*)  dessen  Ecken  auf  einer 

pV 
Parabel  mit  dem  Pfeile  -=^   liegen    (Fig.   402  d)   und    den    Knoten- 

o 

punkten  des  Trägers  AO  entsprechen,  so  ist  die  Ordinate  Y^  dieses 

pV 
Polygons  =  -£-^,  A^,  und  es  folgt  für  eine  links  von  f  befindliche 

Vertikale  der  Ausdruck 

(5)  .,.F^  =  — F^^,— i(7oO^  +  ^"+i) 
und  für  eine  rechts  von  f  gelegene 

(6)  «,.F^  =  — r^_»  — ^(/o(X^  +  X.+  ,). 

Die  Gleichungen  (1)  bis  (6)  gelten  auch  für  die  Seitenöffnungefi,  so- 
bald r  und  /"  durch  /j  und  f^  ersetzt  werden.  Kg.  401.**) 

*)  Das  Polygon  in  Fig.  402  d  läßt  sich  als  ein  Seilpolygon  betrachten,  welches 
mit  der  Polweite  V  zu  den  Enotenlasten  eines  gleidimäßig  belasteten  Balkens 
A"D"  gezeichnet  ist. 

**)  fi  ist  die  in  senkrechter  Richtung  gemessene  Höhe  des  FischbauchtrSgeis 
bei  x  =  ili.  Ist  an  dieser  Stelle  keine  Vertikale  vorhanden,  so  ist  f^  die  a«f  ^( ^ 
bezogene  Höhe  der  umschriebenen  Parabel. 
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Wir  gehen  nun  zur  Bestimmung  der  Spannkräfte  0  für  den  Fall 
parabelförmiger  unterer  Gurtungen  über  und  betrachten  zuerst  die 
Mittelöffnung.  Der  Punkt  E^  in  welchem  eine  durch  A  und  den 
unteren  Knoten  m  gelegte  Gerade  die  Gerade  BO  trifft,  ist  Belastungs- 
scheide für  das  Moment  if«.  Die  von  B  bis  jE  reichende  bewegliche 
Belastung  erzeugt 

\^i)      ^,^m^—  2(3Z  — 2a;J 

und  (da  die  linkssteigenden  Diagonalen  gespannt  werden) 

Dieser  Ausdruck  läßt  sich  durch  Einsetzen  von 

,    _    4ra;,(r  — X,)   _    2fx^{l-2x.) 
»-—  ^'1      -       —  1%  - 

leicht  umformen  in 

(8)     _0.  =  £ji,ecs-jt^- 

und  führt  zu  der  folgenden  einfachen  Darstellung  von  ««,0^.     Man 

trägt  von  einer  Wagerechten  Ä'B'  aus,  im  Abstände  B'L  =  \l**)  von 

pl^ 

der  Senkrechten  durch  B  die  senkrechte  Strecke  LJ=  ^^  auf,  zieht 

o/ 

JR  II  AB'  \mALR\_AO  und  findet  zunächst  LR  =  -|-^ sec ß.   Be- 

stimmt  man  nun  senkrecht  unter  m  den  Punkt  C  der  Geraden  A'B' 
und  zieht  die  Gerade  CA,  so  schneidet  diese  auf  einer  durch  B'  parallel 
zu  LR  gelegten  Geraden  die  Strecke  ab 

B  F  =  LR  -.  --        — -  =  tMu^^m' 
1,5/  —  x^       -.«   - 

Wird  nur  die  positive  Beitragstrecke  AE  mit  p  belastet,  so  entsteht 
das  Moment  ^Jkf^,  welches  sich  von  dem  durch  die  Gleich.  (7)  ge- 
gebenen Momente  ,^if„  nur  durch  das  Vorzeichen  unterscheidet,  da 
gänzliche  Belastung  der  Mittelöffnung  den  Wert  JC  =  0  erzeugt  Es 
treten  jetzt  aber  die  rechtssteigenden  Diagonalen  in  Tätigkeit,  und  es 
ergibt  sich  mithin 

minO^  +  i  = T-*"  secß  =  — ,^0^. 

"Mi 


*)  Nach  Gleich.  (§)  Seite  205. 

*)  In  Fig.  402  wurde,  um  Raum  zu  sparen,  B'L  kleiner  als  ^  Z  gezeichnet. 

26* 
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in  ersten  Felde  ist  ^,.0,  =  — ««Oj,  und  ebenso  verhält  sich 
auch  das  an  O  grenzende  Feld. 

Um  die  Spannkräfte  0  für  die  Seitenöffnnng  za  finden,  beachte 
man,  daß  ausschließliche  und  gänzliche  Belastung  der  Seitenöffnnng 
in  der  oberen  Gurtung  die  größten  Drücke  erzeugt,  während  aus- 
schließliche und  gänzliche  Belastung  der  Mittelöffnung  die  stärkste 
Beanspruchung  auf  Zug  hervorbringt  Im  ersteren  Falle  entsteht  in 
jedem  Stabe  der  Gurtung  A^  A  Fig.  401 

(9)     .,.0,  =  -  ^^/-  sec  ß,  (nach  §  35) 

und  im  zweiten 

(10)    ^A  =  +  ^-secß„  (weü  fi,  =  ^). 

Die  ständige  Belastung  erzeugt 

Wählt  man/i=/"-^  (also,  wenn /^  =  T  =  y  Hst,  /i  =i-/*=/^), 
so  ergibt  sich  0^  =  0  und 

(12)    _0=^secß,  =-^^0*) 


§  48. 

Kette,  versteift  durch  eineo  Balkeo. 

a.  Kettenbrücke  mit  einer  Öffnung. 

192.  Eiiileltang.  Eine  aus  geraden,  gelenkartig  miteinander  ver- 
bundenen Stäben  bestehende,  zunächst  gewichtslos  gedachte  Kette,  in 
deren  Knotenpunkten  Kräfte  Z^^  Z,,  Z,,  .  .  .  .  angreifen,  nimmt  die 
Form  eines  diesen  Kräften  entsprechenden  Seilpolygons  an.  Sind 
Oröße  und  Lage  sämtlicher  Kräfte  Z  gegeben,  so  ist  die  Ton  den 
Stabachsen  gebildete  Kettenlinie  bestimmt,  sobald  drei  Punkte  der- 
selben —  in  der  Regel  die  beiden  Stützpunkte  R  und  T  und  ein  Punkt 
W  in  der  Nähe  des  Scheitels  —  bekannt  sind  (Fig.  404);  denn  durch 


*)  Der  Bedingung  f^if=zl\'.l^  müssen  auch  die  in  Parabehi  einbeGohiiebeneii 
oberen  Gurtungen  des  Hängewerks  in  Fig.  896  genügen,  sobald  im  Falle  nn^eicher 
Scheiben  I  und  II  bei  gänzlicher  Belastung  sämtliche  Spannkräfte  U  und  D  f^&sk 
Null  sein  sollen. 
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drei  Punkte  läßt  sich  nur  ein  einziges  Seüpolygon  der  Kräfte  Z 
zeichnen.*)  Mit  der  Belastung  ändert  sich  im  allgemeinen  auch  die 
Form  der  Kette. 

Betrachten  wir  nun  die  in  Fig.  403  dargestellte  Kettenbrücke. 
BWT  ist  die  Tragkette,  RL  und  TN  sind  die  RückhaUkeUen;  bei  R 
imd  T  sind,  um  die  hohen  Pfeiler  nur  in  senkrechter  Richtung  zu 
belasten,  bewegliche  Lager  mit  wagerechten  Führungen  angeordnet 
(Fig.  404).    Die  senkrechten  Hängestangen  tragen  die  Querträger,  diese 


rbJ 


Kg.  408. 

die  Längsträger,  letztere  die  Bahn.    Die  Brücke  sei  frei  von  Verkehrs- 
last    Dann  ist  die  Spannkraft  in  der  m^  Hängestange 

*)  Die  Aufgabe:    Zu  gegebenen  Kräften  durch  drei  vorgeschriebene  Punkte 
ein  Seüpolygon  zu  zeichnen,  ist  in  No.  108  gelöst  worden. 
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wo  Qf  das  Gewicht  der  Längeneinheit  der  Brückenbahn  (einschließlich 
der  Längs-  und  Quer-Träger)  und  Ö^»  das  Gewicht  der  m**"  Hänge- 
stange, und  es  ist  im  Knoten  m  der  Kette  die  Belastung 

anzunehmen,  wenn  mit  O^u  die  Summe  der  Gewichte  der  halben  Ketten- 
glieder s^  und  5«,+  ,  bezeichnet  wird.  Die  Gewichte  ö«*  und  Ö^t 
hängen  von  der  vorläufig  noch  unbekannten  Form  der  Kette  ab;  um 
sie  schnell  und  mit  genügender  Schärfe  zu  bestinunen,  setze  man  zu- 
erst voraus,  es  sei  die  gesamte  ständige  Belastung  gleichförmig  über 
die  Horizontalprojektion  der  Brücke  verteilt,  und  lege  die  infolge  dieser 
Annahme  erhaltene  Kettenlinie,  deren  Knoten  auf  einer  Parabel  mit 
senkrechter  Achse  liegen,  der  Berechnung  der  Gewichte  ff^*  imd  G.t 
zu  Grunde.  Wie  groß  hierbei  die  ständige  Belastung  gewählt  wird, 
ist  gleichgültig,  da  jene  Parabel  durch  die  drei  gegebenen  Punkte  der 
Kettenlinie  eindeutig  bestinmit  ist  Nun  läßt  sich  die  verbesserte 
Kettenlinie  zeichnen,  welche  von  der  erstgefundenen  stets  so  wenig 
abweichen  wird,  daß  eine  Neuberechnung  der  Gewichte  ff«*  und  G^t 
überflüssig  ist 

Gleichzeitig  mit  der  Form  der  Kette  findet  man  die  in  ihren  Glie- 
dern und  in  den  ßückhaltketten  auftretenden  Spannkräfte,  welche  mit 


^g'i   ^ipf   ^t9f 


S^n-i),^  Sng  bezeichnet  werden  sollen  (Fig.  403b), 


femer   die   auf   die   Pfeiler   wirkenden  Drücke  R,  und   T,  und  den 
Horizontalzug  J7,. 


Um  die  auf  die  Schlußlinie  BT  bezogenen  senkrechten  Oixlinaten  y^,  y^, 
yg,  ...  einer  durch  senkrechte  Kräfte  Zj,  2^,  ^,  ...  belasteten  und  durch  die 
Punkte  Ä,    fr,   r  gehenden  Kettenlinie  (Fig.  404)  durch  Rechnung  zu   b^timmen. 
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kann  man  u.  a.  auch  den  folgenden  Weg  einsehlagen.  Man  ermittelt  die  Biegangs- 
momente  Jfj,  Jf,,  Jlf„  ....  für  die  den  Knotenpunkten  der  Kette  entsprechenden 
Querschnitte  1,  2,  8  .  .  eines  einfachen  Balkens  RT^  welcher  die  Lasten  Zi,  Z^j 
Z^  .  .  .  .  trägt,  desgleichen  das  Moment  M^  für  den  dem  Punkte  W  entsprechenden 
Balkenqaerschnitt  FT,  und  findet  dann  mittels  der  Gleichung 

wo  h  die  gegebene  Ordinate  des  Punktes  W  ist,  den  Horizontalzug  H  und  hierauf 
mittels  der  Gleichungen 

M^^Hy^,  M,  =  Hy, 

die  Ordinaten  yi.  y^.  ^ Die  Spannkräfte  S^^  Siy  S^^  -  -  •  Sn  der  unter  9^, 

9ii  9ti  '  •  ■  9»  S^S^^  ^e  Wagerechte  geneigten  Kettenglieder  werden  mittels 
der  Formel 

(1)    Sm  =  H&eQ<fm 

berechnet,  und  für  die  Drücke  auf  die  Pfeiler  findet  man  die  Werte 

(2)    R^H{tg<po  +  tg9ih     r=Ä(tg9-i  +  tg9-).*) 
Ist  die  Gestalt  der  Kette  und  der  Horizontalzug  H  gegeben,  so  ergibt  sich 
(8)    Zm  =  H(tg<pm  —  tg  9«+i ). 

Werden  die  Lasten  Z'^  (Fig.  403  b)  durch  Lasten  Z"^  ersetzt, 
diese  letzteren  aber  so  gewählt,  daß  das  gegenseitige  Verhältnis  der 
Lasten  dasselbe  bleibt,  daß  also 

j.Zf    j.//    3 Ij  ^.  Zj  ^,  Zj  ^ 

ist,  80  behält  die  Kette  ihre  Form;  es  ändert  sich  nur  die  (xröße  des 
Horizontalzuges  [und  der  Kräfte  Ä,  R  und  T,  und  hieraus  folgt,  daß 
eine  gleichförmig  über  die  ganze  Brücke  verteilte  Verkehrsbelastung 
nur  unwesentliche  Verrückungen  der  Knoten  der  Kette  verursachen 
wird,  sobald  die  ständige  Belastung  zum  größten  Teile  eine  gleich- 
förmig verteilte  ist.  Erfährt  jedoch  die  Brücke  eine  einseitige  Be- 
lastung, so  können  unzulässige  Formänderungen  entstehen,  die  um  so 
beträchtlicher  ausfallen,  je  kleiner  die  ständige  und  je  größer  die  be- 
wegliche Belastung  ist.  Um  eine  wellenförmige  Bewegung  der  Brücken- 
bahn beim  Übergange  der  Verkehrslast  zu  verhüten,  ist  die  Kette  zu 
versteifen,  beispielsweise  durch  einen  Balken  AB^  der  an  der  Kette 
hängt  (dessen  Gewicht  also  bei  der  Berechnung  von  gf  zu  berück- 
sichtigen ist)  und  der  bei  A  ein  festes,  bei  B  ein  auf  einer  Wage- 
rechten bewegliches  Auflagergelenk  besitzt.  Fig.  405.  Die  Ermittelung 
der  an  diesem  Balken  angreifenden  Kräfte  bildet  den  Gegenstand  der 
folgenden  Untersuchungen.  Im  Verlaufe  derselben  wird  sich  zeigen, 
daß,  zur  Erzielung  statischer  Bestimmtheit,  der  Balken  aus  zwei  durch 
ein  Gelenk  O  miteinander  bestehenden  Teilen  herzustellen  ist 

Die  nachstehenden  Entwicklungen  knüpfen  wir  an  die  Annahme 

♦)  (pn-\=^  spitzer  Winkel  des  Stabes  gegen  die  Wagerechte. 
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vollkommener  Starrheit  des  Balkens,  der  Hängestangen  und  der  Kette. 
Wir  setzen  also  wie  in  den  früheren  Abschnitten  vemachlässigbar 
kleine  elastische  Formänderungen  voraus,  und  dürfen  dann  die  Ketten- 
linie auch  als  das  Seilpolygon  derjenigen  Kräfte  Z^  betrachten,  welche 
in  den  Hängestangen  durch  die  nach  Ausführung  der  Versteifung  auf- 
gebrachten Lasten  P  hervorgerufen  werden. 

Die  Kräfte  Z,  und  die  von  ihnen  in  den  Kettengliedern  und  an 
den  Auflagern  (iZ  und  T)  erzeugten  Kräfte  äS,,  iZ,,  T,  sind  bekannt, 
sobald  der  —  ebenfalls  von  den  Lasten  P  herrührende  —  Horizontal- 
zug E^  gegeben  ist;  man  hat  nur  nötig,  in  Kg.  403b  H^  durch  E^ 
zu  ersetzen.  Werden  die  dem'  größten  Werte  H^  entsprechenden 
Kräfte  J^,  S^^  B,^  T^  ixx.  denjenigen  addiert,  die  bereits  vor  der  Ter- 
steifung  der  Kette  wirksam  waren,  so  ergeben  sich  die  größten  Spann- 
kräfte, welche  überhaupt  in  den  Hängestangen  und  Kettengliedern  auf- 
treten, sowie  die  größten  Drücke  auf  die  Kettenpfeiler.  (Man  erhält 
sie,  sobald  man  in  Fig.  403  H^  durch  H^-^-H^  ersetzt)  Wir  haben 
uns  deshalb  im  folgenden  nur  noch  mit  der  Bestimmung  von  B^  und 
mit  der  Inanspruchnahme  des  Versteifungsbalkens  zu  beschäftigen.  Be- 
vor wir  mit  diesen  Untersuchungen  beginnen,  heben  wir  noch  be- 
sonders hervor,  daß  es  bei  der  Berechnung  der  Lianspruchnahme  einer 
Kettenbrücke  stets  zulässig  ist,  die  Knotenpunkte  der  Kette  auf  einer 
Parabel  mit  senkrechter  Achse  liegend  anzunehmen,  entsprechend  der 
Voraussetzung  einer  gleichförmigen  ständigen  Belastung  g.  Die  vorhin 
gelehrte  genauere  Formbestimmung  ist  hauptsächlich  von  Wert  für  die 
AufsteUung  der  Brücke,  muß  aber  noch  durch  die  (im  zweiten  Bande 
dieses  Buches  gelehrte)  Berücksichtigung  der  Dehnungen  der  elastischen 
Kette  ergänzt  werden. 

193*  Allgemeine  üntersnohimg  des  VerstelAmgsbalkens. 

Bezeichnet 

M,  das  Moment  für   irgend  einen  Querschnitt  C  des  an  der 
Kette  hängenden  Balkens  AB^ 
Mq,  das  durch  die  Lasten  P  hervorgerufene  Biegungsmoment 
für  den  Querschnitt  C  eines  nur  bei  Ä  und  B  gestützten 
(nicht  an  der  Kette  hängenden)  einfachen  Balkens  AByl  ] 
y  die    senkrechte   Ordinate    des   dem    Querschnitte    C  ent- 
sprechenden Punktes  C  der  Kette,  bezogen  auf  die  Ver- 
bindungslinie der  Punkte  A'  und  B\  in  denen  die  Kette 
von  den  Senkrechten  durch  die  Stützpunkte  A  und  B  ge- 
schnitten wird,  Fig.  405, 
so  ist 

(4)     M,  =  M,,-M,y, 
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Das  zweite  Glied  dieser  Gleichung  gibt  den  Einfluß  der  Kräfte  Z^ 
an;  man  erhält  es,  indem  man  die  Fläche  zwischen  der  Schlußlinie 
AB'  und  der  Kettenlinie  ÄO'B'  als  die  den  Kräften  Z^  entsprechende 
Culmannsche  Momentenfläche  ansieht  und  nach  No.  69  verfährt.  — 
Für  das  Mittelgelenk  G  ergibt  sich 


T^,,,_,   ^. ^ 


k X,'  -- 


Fig.  405. 


und  hieraus  folgt,  da  Mq  =  0  sein  muß 

(5)     fi,^^ 
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Bei  fehlendem  Mittelgelenke  ist  es  nicht  möglich,  H^  lediglich  mit 
Hilfe  der  Gleichgewichtsbedingongen  anzugeben;  der  Trägw  ist  danu 
ein  statisch  unbestimmter. 

Da  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  mit  den  auf  Seite  183  für  den 
Bogen  mit  drei  Gelenken  abgeleiteten  Gleichungen  (2)  und  (3).  über- 
einstimmen, so  können  die  im  §  24  zur  Ermittelung  von  M  und  R 
angegebenen  Verfahren  auch  auf  den  vorliegenden  Fall  angewendet 
werden.     Es  mögen  die  wichtigsten  Gesetze  hier  wiederholt  werden. 

1.  Die  Einflußfläche  für  H^  ist  ein  Dreieck,  dessen  Spitze  dem 

Mittelgelenke  O  entspricht  und  dessen  Höhe  =     .       ist;    vergleiche 

Fig.  405a.    Eine  Einzellast  P  erzeugt:  flp  =  Pt). 

2.  Zerlegt  man  die  Spannkräfte  S^,  und  S^,  der  äußersten  Ketten- 
glieder in  den  Punkten  Ä  und  B'  in  die  senkrechten  Seitenkräfte  A^, 
und  B^f  und  in  die  mit  der  Schlußlmie  zusammenfallenden,  entgegen- 
gesetzt gleichen  Kräfte  H',  (Fig.  406*),  setzt  hierauf  A.,  und  B^,  mit 


A\ 


M 

i 
A 

^^T~^         l 

^ 

\'-"'     ' 

^ 

Fig.  406. 

den  an  den  Stützpunkten  des  Balkens  angreifenden  Widerständen  A^^ 
und  B^,  zu  J,  =  A^j,  +  A^^  und  JS,  =  B^^  -[-  B^»  zusammen,  so  be- 
sitzen A,  und  B,  dieselbe  Größe  wie  die  Stützenwiderstände  eines  nicht 
an  der  Kette  hängenden  einfachen  Balkens.  Greift  am  Träger  nur  eine 
einzige  Last  P  an,  so  treffen  sich  K^  (d.  i.  Mittelkraft  von  A^  und  H'^. 
JST,  (d.  i.  Mittelkraft  von  B^  und  H'^  und  P  in  einem  Punkte.  Liegt  P 
links  von  (?,  so  geht  K^  durch  den  dem  Gelenke  O  entsprechenden 
Punkt  Ö'  der  Kette;  befindet  sich  P rechts  von  (?,  so  geht  Ä'i  durch  Ö' 


♦)  In  dieser  Figur  haben  wir  die  Zeiger  p  weggelassen. 
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3.  Für  den  Stützenwiderstand  A^^  erhält  man  die  io  der  Eg.  405  d 
dargestellte  Einflußfläche;  sie  ist  bestimmt  durch  AJ=1  und  dui*ch 
den  Nullpunkt  N*\  welcher  senkrecht  unter  dem  Punkte  E"  liegt,  in' 
dem  die  Gerade  B'  O'  vom  ersten  Kettengliede  (S^)  getroffen  wird.  Da 
sich  für  A^,  (und  ebenso  für  JB^,)  je  nach  dem  Belastungszustai^de  des 
Balkens  positive  und  negative  Werte  ergeben,  so  müssen  die  Auflager- 
gelenke des  Balkens  mit  den  Pfeilern  verankert  werden.  Die  ständige 
Belastung  übt  auf  das  Auflager  A  einen  Druck  A^^  aus,  welcher  gleich 
der  Hälfte  des  Gewichtes  des  Balkenfeldes  X,  ist.  Bedeutet  also  g' 
die  ständige  Belastung  f.  d.  Längeneinheit,  ausschließlich  des  Gewichtes 
der  Kette  und  der  Hängestangen,  so  ist  A^^  =  ^g'\^.  Ebenso  wird 
B^,  bestimmt.  Ist  die  Verkehrslast  eine  gleichförmig  verteilte  (~p 
f.  d.  Längeneinheit),  so  entsteht  infolge  gänzlicher  Belastung:  A^p  =  ^p\i 
und  es  folgt  dann:    ««,A,+ «<h^p  =  i2?Xi. 

4.  Die  Einflußlinie  für  das  den  Balken-Querschnitt  G  bean- 
spruchende Moment  Jtf^  besteht  aus  den  Geraden  7,  77,  777,  in  Mg.  406  b 
und  ist  bestimmt  durch  AJ=x  und  durch  den  senkrecht  unter  dem 
Schnittpunkt  E  der  Geraden  A'  C  und  JB'  ß'  gelegenen  Nullpunkt  K  — 
Die  ständige  Last  erzeugt  Mg  =  0. 

5.  Um  auch  die  Ermittelung  der  an  den  Balkenabschnitten  wirksamen 
Querkräfte  Q,  auf  die  im  §  24  gelösten  Aufgaben  zurückzuführen, 
bringen  wir  die  den  Querschnitten  des  Feldes  F^F^  =  X  entsprechende 
Querkraft 

(6)     g,=  ^»>~^^^*> 

(wo  M^j,  und  M^^  die  Momente  für  die  Querschnitte  F^  und  Fj^  be- 
deuten) auf  die  Form 

Q,  =  ^'^^'  -H/'~-y\  (vergl.  Fig.  405) 
setzen  hierauf    -^^      ^'  •<>  =  Q^  =  Querkraft  für  das  Feld  F^F, 

A 

eines  einfachen,  nicht  an  der  Kette  hängenden  Balkens  AB  und  erhalten 

(7)  Q,=Q,-H,y^^. 

A 

Schließen  die  Geraden  FF"  und  A'B'  mit  der  Wagerechten 
die  Winkel  <p  und  a  ein  (Fig.  404),  so  ist 

y' —  y        ^  ^  sin  (<p  —  a) 

^ ^—  =  tff  Q  —  tff  a  = -■ 

X  cos  9  cos  a 


♦)  Vergl.  Seite  262. 
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und  H,  =  H',  cos  a,  und  es  ergibt  sich  dann 
IT,  sin  (9  —  a) 1 


(8)    Q,=  Qo 


[  Qq  cos  9  —  H',  sin  (9  —  a)]- 


cos  9  cos  9 

Die  Klanunergröße  dieses  Ausdrucks  stellt  nach  Gleich.  (5)  auf 
Seite  186  die  Querkraft  für  einen  Querschnitt  des  Feldes  F'F"  eines 
steifen  Bogens  Ä'  G'B'  vor;  bezeichnen  wir  sie  mit  0,  so  erhalten  wir 


(9)    Q=Q 


^    1 


cos  9 


und  hieraus  und  aus  den  in  No.  120  gewonnenen  Ergebnissen  läßt 
sich  auf  die  in  Kg.  405  c  und  in  Kg.  407  dargestellte  Einflußlinie 
für  Q  schließen;  dieselbe  ist  bestimmt  durch  ÄJ=  1  und  den  Null- 
punkt -AT  der  Geraden  L  Es  liegt  nämlich  -AT  auf  der  Senkrechten 
durch  den  Punkt  E\  in  welchem  die  Gerade  B'  Q'  von  einer  durch  A' 
zum  Kettengliede  F'F"  gezogenen  Parallelen  getroffen  wird.  Liegt  E' 
links  von  Ö,  so  ist  die  Senkrechte  durch  E'  eine  Belastungsscheide, 
Kg.  407. 


Eig.  407. 

Mit  Hilfe  der  angegebenen  Einflußlinien  lassen  sich  [die  Grenz- 
werte von  M,^  (?,,  Ä^j,^  B^,^  H,  nach  §  15  bestimmen. 
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194.  Gegliederter  Verstelfongsbalkeii.  Die  in  Fig.  406  für  H^ 
und  A^^  angegebenen  Einfiußlinien  gelten  auch  dann,  wenn  der  Ter- 
steifungsbalken  aus  zwei  gegliederten  Scheiben  besteht  Die  Einfluß- 
linien für  die  in  den  Gurtungen  entstehenden  Spannkräfte  lassen  sich 
leicht  aus  denen  für  die  Momente  ableiten.  Die  schraffierte  Fläche  in 
Fig.  408  a  stellt  die  Einflußfläche  für  die  Spannkraft  0  in  dem  dem 
Knotenpunkte  C  gegenüberliegenden  Stabe  der  oberen  Gurtung  dar; 

nr 

sie  ist  bestimmt  durch  den  Nullpunkt  N  und  die  Strecke  AJ  ^  1  •  -- 

(welche  an  die  Stelle  von  Xj=  x  in  Fig.  405  b  tritt),  h  bedeutet  den 
Hebelarm  von  0  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  C  Die  zur  Bestim- 
mung der  Belastungsscheide  zu  ziehende  Gerade  A'E  geht  durch  den 
dem  Punkte  C  entsprechenden  Punkt  C"  der  Kette.     Die  Belastung 


ist  an  den  Knoten  der  oberen  Gurtung  des  Balkens  wirkend  gedacht 
Das  beschriebene  Verfahren  gilt  für  Balken  mit  beliebig  geformten 
Ghurtungen. 

Die  schraffierte  Fläche  in  Fig.  408  b  stellt  die  Einflußfläche  für  die 
Spannkraft  Dp  in  der  linkssteigenden  Diagonale  eines  Balkens  mit 
VHigerechten  Gurtungen  dar.     Man  geht  hier  am  zweckmäßigsten  von 
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der  Gleichung  D,  sin  t  =  Q,  aus*)  (wo  x  den  Neigungswinkel  der  Dia- 
gonale gegen  die  Wagerechte  bezeichnet)  und  kann  dann  die  in  No.  193 
hinsichtlich  Q^  angestellten  Untersuchungen  benutzen.    Zuerst  wird  die 

Gerade  /  mit  Hilfe  des  Nullpunktes  N"  und  der  Ordinate  AJ^=  -.  — 

(welche  an  die  Stelle  von  -1«/=  1  in  Rg.  407  tritt)  festgelegt,  wobei  zu 
beachten  ist,  daß  die  Gerade  A'E'  parallel  zu  demjenigen  Kettengliede 
FF"  sein  muß,  welches  von  dem  durch  die  Diagonale  D  und  zwei  Gurt- 
stäbe geführten  Schnitte  tt  (der  also  im  ganzen  vier  Stäbe  schneidet) 
getroff en  wird.  Nun  wird //||/ gezogen,  hierauf ///und  JF.  Fig.  408b 
setet  eine  an  der  oberen  Gurtuug  wirkende  Belastung  voraus. 

Der  Einfluß  der  ständigen  Belastung  auf  die  Spannkräfte  0,  CT,  D 
ist  gleich  Null.  Bei  beliebig  geformten  Gnrtimgen  können  die  Ein- 
flußlinien für  die  Spannkräfte  in  den  FüUungsstäben  auf  dem  im  §  45 
eingeschlagenen  Wege  bestimmt  werden.  Wegen  der  geringeren  Wich- 
tigkeit dieses  Gegenstandes  unterlassen  wir  es  hier,  näher  darauf  ein- 
zugehen, raten  jedoch  dem  Leser,  diese  Linien  (am  besten  mit  Hilfe 
der  Spannkräfte  S\  S'\  ä«,,  S'")  darzustellen.  Auch  die  Untersuchung 
eines  Versteifungsbalkens  mit  einem  Gelenkviereck  ist  als  eine  sehr 
lehrreiche  Übung  in  der  selbständigen  Anwendung  der  in  diesem  Buche 
gelehrten  Behandlungsweise  derartiger  Aufgaben  zu  empfehlen. 

Sehr  zu  empfehlen  ist  es  auch,  nach  Aufzeichnung  der  O-Linien 
und  CT-Linien  die  Püllungsstäbe  mit  Hilfe  des  in  No.  143  angegebenen 
Verfahrens  zu  untersuchen. 

195.  MomaBte  und  Querkräfte  Infolge  gldelimäßiger  Belastung. 
Am  Schluß  von  No.  192  wurde  hervorgehoben,  daß  es  stets  zulässig 
ist,  bei  der  Untersuchung  der  Inanspruchnahme  einer  Kettenbrücke 
die  Knotenpunkte  der  Kette  auf  einer  Parabel  mit  senkrechter  Achse 
anzunehmen,  entsprechend  einer  gleichförmig  über  die  Wagerechte  AB 
verteilten  ständigen  Belastung  (g).  Ist  auch  die  bewegliche  Belastung 
eine  gleichförmig  verteilte  (==  j»),  so  ist  der  Balken  bei  Eintreten  gänz- 
licher Belastung  spannungslos,  und  es  folgt  deshalb 

Es  genügt  also  stets,  den  eiöen  der  beiden  Grenzwerte  der  frag- 
lichen Unbekannten  anzugeben.  Man  gelangt  hier  auch  sehr  schnell 
durch  Bechnung  zum  Ziele,  indem  man  Formeln  anwendet,  die  sich  aus 
der.  Betrachtung  der  Einflußlinien  ergeben.  So  findet  man  z.  B.  für 
das  einem  Kiiotenpunkte  entsprechende  Moment  ,^M^^  indem  man  den 
Inhalt  der  positiven  Einflußfläche  mit  p  multipliziert,  unter  Einführung 

*)  Für  eine  rechtssteigende  Diagonale  ist  DySintss  — ft». 
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der  in  der  Kg.  405b  angegebenen  Bezeichnungen,  den  Wert 
(10)        M^  =  +p^^-''l*\ 
Bedeutet  nun  c  den  senkrechten  Abstand  des  Punktes  E  von  der 

Schlußlinie  Ä'B\  so  ist  einerseits:  c  =  y — ,  andrerseits  c  =  f —-^ 

mithin 

yxw'  =^  fx(l  —  z)  und  X  = l—r-y-  • 

'^  yw  -\-fx 

Setzt  man  noch  (nach  der  Parabelgleichung) 

(ll)2,=^^*' 


ww'  ' 


so  findet  man 


(12)        x^-    ~^—r  und  (da  Jf.  =  0  ist) 

^  w-\-x  ^9  / 

(13)        _3f  =  J>;f  (^- ^  =  -  ^M.**-) 

Es  genügt  stets,  die  Momente  für  die  Knotenpunkte  des  Balkens 
zu  berechnen.  Trägt  man  sie  in  den  Knotenpunkten  als  Ordinaten  aul 
und  verbindet  ihre  Endpunkte  durch  Gerade  (wie  dies  z.  B.  in  Kg,  13Ö 
auf  Tafel  1  bei  Untersuchung  eines  einfachen  Balkens  geschah),  so  geben 
die  Ordinaten  dieser  Geraden  genügend  genau  die  größten  Momente 
für  die  Querschnitte  zwischen  den  Knotenpunkten  an. 

Um  für  die  Querkraft  Q^  irgend  eines  Feldes  F^F^  einen  ein- 
fachen Ausdruck  zu  erhalten,  sollen  die  in  Rg.  407  angegebenen  Be^ 
Zeichnungen  eingeführt  werden.  Es  verhält  sich  ~AN\  NN'  =  a:b  und 
man  findet  (wegen  AN-\-  NN'  =  x\  und  a-\-b=^x'  —  X) 

ÄN=a—,^—^\  NW  =  b—A—-' 
X  — X  X  — X 

Die  Inhalte  der  Dreiecke  NL^N'  und  AL^N  sind  beziehungsweise 

liegt  nun  der  Punkt  E'  links   vom  Scheitelgelenk,   so    besteht 

*)  Moment  f.   d.   Querschnitt  x  eines  einfachen  Balkens  von  der  Uingß  z. 
"Vexgl.  auch  die  Untersuchungen  in  No.  117,  Seite  190. 
♦♦)  Mit  ir  =  J  /  entsteht  die  Gleich.  (9)  auf  Seite  205. 

♦*♦)  Links  von  N'  stimmt  die  Einflußfläohe  mit  derjenigen  überein,  die  sich 
für  die  Querkraft  Q  eines  einfachen  Balkens  von  der  Länge  9'  ergibt.  Yergl. 
Flg.  121. 
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der  positive  Teil  der  Einflußfläche  nur  aus  dem  Dreieck  iVL,A^,  und 
es  ergibt  sich  dann  (wegen  ö#  =  0) 

(14)     _e = +  2F^)ö  =  "^  "'-^• 

Befindet  sich  E'  rechts  von  O  (Mg.  405  c),  so  besteht  der  negative 
Teil  der  Einflußfläche  aus  einem  einzigen  Dreieck,  nämlich  dem  Drei- 
eck AL^N  (Bezeichnung  in  Rg.  407),  und  man  findet  dann 

Die  Ausdrücke  (14)  und  (15)  gelten  auch  für  ungleiche  Feld- 
weiten.   Für  %'  findet  man  leicht  den  Wert 

wo  rr  =  Abstand  der  Mitte  des  Gliedes  FF"  von  der  Senkrechten  durch 
A  bedeutet,  Fig.  407.*) 

Der  größte  Horizontalzug  ist 

(17)         _H=q-^ 

und  die  größte  Spannkraft  in  der  m^^  Hängestange 

(18)        _Z^  =  \ip  +  9){\.  +  )^«+ 0, 
wo  g'  =  ständige  Belastung   nach  Abzug  des  Gewichtes  der  Hänge- 
stan^en  und  der  Kette. 

Um  die  Grenzwerte  des  Stützenwiderstandes  A^  zu  bestimmen, 
ermittelt  man  zuerst  (vergL  Fig.  405  d) 

(19)        x'  =  j-^---  (na<5h  Gleichung  16) 
und  findet  nun 


mithin 


(20)        ^  =  P^-A:  ^A.  =  -  ?'?:-(y  =  g')X.. 
Ganz  ebenso  werden  die  Grenzwerte  von  Ä,  bestimmt 


♦)  Um  (16)   zu  erhalten,  gehe  man  von  der  Qleiohaog  aas:  l{y"  — y")  -4- 


l  —  z' 

=  f 7—  und  setze  (nach  der  Parabelgleichung) 


y '- y' = i:^  [*«('- *^)  -  *i  (^ -*.)]  =  ^%^  p - 


(XI  +  *,)] 


=  -^{l-2x). 
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Mit  Hilfe  der  Oleichungen  14,  15, 16  lassen  sich  auch  die  Spann- 
kräfte in  den  Füllongsstäben  eines  Yersteifungsbalkens  mit  parallelen 
Gurtungen  berechnen,  da  diese  nach  No.  194  den  Querkräften  Q 
proportional  sind. 


b.  Kettenbrücke  mit  mehreren  Öffnungen. 

196.  Kettenbrücke  mit  drei  Öffiinngen,  vereteUt  durch  Einzel- 
balken. Fig.  409.  Sind  die  Punkte  R,  G\  T  der  Mittelöffnung  ge- 
geben, so  läßt  sich  die  Form  der  Kette  auf  die  in  No.  192  angegebene 
Weise  bestimmen,  und  hierbei  ergibt  sich  dann  auch  der  durch  die 
ständige  Belastung  erzeugte  Horizontalzug  Hg.  Die  Gestalt  der  Kette 
über  den  Seitenöffnungen  kann  jetzt  durch  Lösung  der  einfachen  Auf- 
gabe gefunden  werden:  zu  gegebenen  senkrechten  Bjräften  ein  Seü- 
polygon  zu  zeichnen,  welches  durch  2  gegebene  Punkte  (fi  und  L, 
bezw.  T  xmd  N)  geht  und  dessen  Polweite  {H^  bekannt  ist. 

Bei  Untersuchung  der  Inanspruchnahme  der  Brücke  darf  man 
stets  mit  einer  gleichförmigen  ständigen  Belastung  g  rechnen  und  dem- 
entsprechend die  Knoten  der  Ketten  auf  Parabeln  mit  senkrechten 
Achsen  liegend  annehmen.   Für  die  Mittelöffnung  gilt  dann  die  Gleichung 


(1)  y  =  f 


XX 

ww' 


Fig.  409. 


und  für  die  Seitenöffnung  Ä^B^  die  Gleichung 


y  =  A 


XX 


WyW 


wobei  /i  die  der  Stelle  x  =  w^  und  a?'=  /  —  w^^=^w\  entsprechende 
Parabelordinate  bedeutet  Die  Ordinaten  sind  auf  die  den  Einzelbalken 
AB  und  A^B^  entsprechenden  Schlußlinien  zu  beziehen.  —  Da  nun 

Hg  =  ^^^     und  andererseits  auch  Hg=:-  ^^  '    ist,  so 


einerseits: 


2f 


Mfilleri-BreiUn,  Onpbliohe  SUtUc.    L 
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folgt: 

womit  sich  für  die  Seitenöffnung  ebenfalls  die  Gleichung  ergibt 

xx' 


(1)   y  =  f 


WW 


Der  Versteifungsbalken  AB  der  Mittelöffnung  wird  genau  so 
berechnet  wie  derjenige  einer  Kettenbrücke  mit  einer  Öffnung.  Es 
gelten  alle  in  No.  193  bis  195  abgeleiteten  Gesetze.  Ist  AB  unbe- 
lastet, so  ist  ^  =  0.  Lasten,  welche  über  einer  Seitenöffnung  ruhen, 
haben  keinen  Einfluß  auf  ^.  Die  fialken  A^B^  und  Ä^B^  (von 
denen  jeder,  ebenso  wie  AB^  ein  festes  und  ein  auf  wagerechter  Bahn 
bewegliches  Lager  erhält)  verhalten  sich  unter  der  Einwirkung  solcher 
Lasten  wie  einfache  (nicht  an  der  Kette  hängende)  Balken.  Lasten 
über  der  Mittelöffnung  erzeugen  einen  (nach  No.  193  zu  bestimmen- 
den) Horizontalzug  H^  und  beispielsweise  für  den  Querschnitt  F^  des 
Balkens  A^B^  das  Biegungsmoment  if=  —  H^y^^  femer  für  das  Feld 

F^F^  die  Querkraft:  —  H^^^^^^^-  •  Hiemach  lassen  sich  die  Grenz- 
werte von  M  und  Q  leicht  angeben.  Es  sei  z.  B.  die  bewegliche 
Belastung  eine  gleichförmige  (=^).  Dann  erzeugt  gänzliche  Belastung 
von  A^B^  bei  unbelasteter  Mittelöffnung  ulJB  für  irgend  einen  Quer- 
schnitt X  des  Balkens  A^B^  das  Moment 

(2)    ^M=p^. 


Ausschließliche  und  gänzliche  Belastung  der  Mittelöffnung  bringt 
hervor 

/Q\  TiJr  TT  ^^'     r   ^^'  ^^' 

(3)     ^,M=-H,y  =  -Tp^—.f—^^-T^.-^. 

Es  ergibt  sich  also  in  der  Tat  ^.Jtf= — ^Jlf. 

Um  die  Grenzwerte  von  ö  für  ein  Feld  F^F^  des  Balkens  A^B^ 
zu  bestimmen,  sind  die  Fälle  y^^y^  ^"^d  yC>y%  zu  unterscheiden. 
Ist  y^'^yi^  so  erzeugt  die  Belastung  der  Mittelöffnung  einen  nega- 
tiven Wert  Q.  Um  ,^Q  zu  erhalten,  wird  deshalb  die  Mittelöffnung 
unbelastet  angenommen  und  der  Balken  A^B^  nur  zwischen  B^  und 
der  im  Felde  F^F^  gelegenen  Belastungsscheide  belastet  A^B^  verhält 
sich  dann  wie  ein  einfacher  Balken.    Man  findet  (vergl.  die  in  Pig,  121 


U  —  T    ^s 


♦)   Mit  ir  =  M^'  =  — /  und  w^  =  w\=-^l^    entsteht  (wie   auf  Seite    404): 
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auf  Seite  132   abgeleitete  Einflußlinie   sowie   die  Entwicklungen  auf 
Seite  416) 

(4)  — ö  =  +  2(z;zrx)""~'"'-^' 

Avo  b  den  Abstand   des   Querträgers  F^  vom   Auflager  B  bedeutet 
(Mg.  409). 

Im  Falle  y^<Cyi  erzeugt  die  Belastung  der  Mittelöffnung  ein 
positives  Q^  und  man  berechnet  dann  zweckmäßig  ^,„ö?  indem  man 
wieder  nur  Ä^B^  und  zwar  zwischen  Ä^  und  der  im  Felde  F^F^  ge- 
legenen Belastungsscheide  mit  p  belastet    Man  erhält 

(5)  ^Q  =  -^^^  =  -.„Q*). 

Das  größte  Moment  für  den  Balken  ^B  ist  im  Falle  ii;  =  fr'  =  |/  (nach 
Seite  205)   if=0,019/?P,    und   für  den  Bauen  Ä^By,   ergibt  sich   M=^^' 

o 

Sollen    beide    Momente  gleich    groß    werden,    so   muß   sein  ZJ  =  8-0,019P   also 
/i=0,39/. 

197.  Kettenbrfioke  mit  beliebig  vielen  Öfhongen  und  mit  duroh- 
gehendem  Versteiftingsbalken.  Sind  drei  Punkte  der  über  eine  der 
Öffnungen  zu  spannenden  Kette  gegeben,  so  läßt  sich  die  Form 
dieser  Kette  und  die  Größe  von  H^  nach  No.  192  bestimmen,  und 
die  Gestalt  der  Ketten  über  den  Seitenöffnungen  kann  dann  (da  die 
Aufhängepunkte  stets  gegeben  sind)  durch  Lösung  der  Aufgabe  ge- 
funden werden:  zu  gegebenen  senkrechten  Lasten  ein  Seilpolygon 
mit  vorgeschriebener  Polweite  zu  zeichnen,  das  durch  zwei  gegebene 
Punkte  geht  Es  ist  stets  zulässig,  eine  gleichförmige  ständige  Be- 
lastung anzunehmen,  und  es  können  dann  die  Ordinaten  auch  auf  die 
in  No.  196  angegebene  Weise  berechnet  werden.  Hierbei  sind  z.  B.  die 
Ketten  der  in  der  Fig.  410  dargestellten  Brücke  zunächst  auf  die 
Schlußlinien  s\,  s'j,  s'j  zu  beziehen. 

Der  durchgehende  Versteifungsbalken  -4,  5,  C,  .  .  .  .  erhalt  ebenso- 
viele  Gelenke,  als  die  Brücke  Öffnungen  zählt  Die  Gelenke  sind  so 
zu  verteilen,  daß  nach  Weglassung  irgend  eines  Gelenkes  ein  an  der 
Kette  hängender  Oerberscher  Balken  entsteht.  Die  Auflager  seien  — 
mit  Ausnahme  des  einen  festen  Lagers  —  auf  wagerechten  Bahnen 
geführt 

Um  die  Momente  und  Querkräfte  des  Versteifungsbalkens  schnell 
zu  finden,  denke  man  zunächst  das  eine  Mittelgelenk  beseitigt  und 
betrachte  den  Gerberschen  Balken,  an  dem  außer  den  beweglichen 
Lasten    P   noch    die    Spannkräfte   Z^    der    Hängestangen    angreifen. 

*)  Man  kann  auch  «.«wQ  und  mimQ  in  der  auf  Seite  133  angegebenen  Weise 
durch  Zeichnung  bestimmen,  da  man  es  ja  in  beiden  Fällen  (y^^yi)  nur  mit 
einem  einfachen  Baiken  ÄiBi  zu  tun  hat. 

27* 
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Den  Einfluß  der  P  und  Z,  bestimme  man  getrennt  und  löse  den 
zweiten  Teil  der  Aufgabe  mit  Hilfe  des  in  No.  92  Seite  163  und 
Fig.  151    beschriebenen  Verfahrens.     Man    findet  dann  das  von  den 


Fig.  410  a,  b,  c  u.'d. 


j<.  jr-.« 


Kräften  Z,  herrührende  Moment  in  der  Form  ( — Hrjf)^  wo  y  die 
Ordinate  der  .Kettenlinie,  bezogen  auf  den  durch  die  Gelenke  des 
Gerberschen  Balkens  eindeutig  bestinmiten  Schlußlinienzug  bedeutet 
Auf  diese  Weise  gelangt  man  z.  B.  in  dem  in  der  Fig.  410  dargestellten 
Falle,  wenn  O^  das  vorübergehend  beseitigte  Gelenk  ist,  zu  dem  Gerber- 
schen Balken  AB  CD  (Fig.  410a)  und  zu  dem  Schlußlinienzuge  s^s^s^^ 
dessen  Ecken  auf  den  Senkrechten  durch  B  und  C  liegen,  und  welcher 
durch  die  den  Gelenken  G^  und  G^  entsprechenden  Punkte  der  Ketten- 
linie geht.  Bezeichnet  man  dann  für  irgend  einen  Querschnitt  F^ 
oder  irgend  ein  Feld  F^F^  (gleichgültig  innerhalb  welcher  Öffnung) 
mit  Mq  und  Q^  dasjenige  Moment  oder  diejenige  Querkraft,  welche 
entstehen,  wenn  auf  den  Gerberschen  Balken  nur  die  Kräfte  P  wirken, 
so  ergibt  sich  im  ganzen 

M,  =  M,  -  H,y,  und  (?,  =  (?«  -  H,   ■'\    ^'-  . 
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Liegt  die  Kettenlinie  oberhalb  des  Sehlußlinienzuges,  so  ist  y  negativ. 
Dem  Querschnitte  G,  entspricht 

und  es  folgt,  da  dieses  Moment  =  0  sein  muß 

f 

Hiemach  erhält  man  die  Einflußlinie  für  den  Horizontalzug  H^ 

indem  man  die  Einflußlinie  für  das  dem  Querschnitte  ff,  entsprechende 

Moment  eines  Gerberschen  Balkens  ^ß  CD  bestimmt  und  die  Ordinaten 

dieser  Linie  durch  f  dividiert    Auf  diesem  Wege  ergibt  sich  die  in 

der  Kg.  410b  dargestellte  Einflußlinie  für  ^;  sie  besitzt  bei  Q^  die 

ww' 
Ordinate     .^     und  —  was  für  die  Folge  wichtig  ist  —  im  Abstände 

f 
l  -^-  von  der  Stütze  B  die  Ordinate  1. 
w 

Um  nun  die  Einflußlinie  für  das  irgend  einem  Querschnitte  ent- 
sprechende Biegungsmoment  J^  =  ilf^  —  H,y  zu  bestimmen,  hat  man 
nur  nötig,  auf  die  im  Abschnitte  VI  (Seite  167)  angegebene  Weise  die 
Einflußlinie  für  M^  zu  zeichnen  xmd  von  dieser  die  mit  y  multipli- 
zierten Ordinaten  der  JE^-Linie  in  Abzug  zu  bringen.  Hiemach  stellt 
z.  B.  die  schraffierte  Mäche  in  Fig.  410  c  die  Einflußfläche  für  das 
Moment  M^  des  Querschnittes  jP\  vor.  Es  wurde  zunächst  AB  CD 
als  ein  nicht  an  der  Kette  hängender  öerfeerscher  Balken  betrachtet 
und  die  Einflußlinie  für  M^  aufgetragen;  sie  besteht  aus  den  Geraden  7, 
77,  777,  IV  und  ist  bestinunt  durch  BJ'=.  1  •  x.  Von  den  Ordinaten 
dieser  Linie  wurden  diejenigen  der  aus  den  Geraden  T  IT^  IIT  IV' 
bestehenden  ^ff^^-Linie  abgezogen,  wobei  dieser  zweite  Linienzug  durch 

f  

die  im  Abstände  l  -^  von  Stütze  B  gelegenen  Ordinate  VW=l*y^ 

bestimmt  werden  konnte,  da  ja  die  -ff- Linie  an  dieser  Stelle  die  Ordi- 
nate 1  besitzt 

Li  gleicher  Weise  kann  die  Einflußlinie  für  die  in  irgend  einem 
Felde  auftretende  Querkraft  Q,  ermittelt  werden.  Man  betrachte  den 
Balken  zunächst  als  nicht  an  der  Kette  hängenden  Gerberschen  Balken, 
zeichne  nach  No.  94  (Seite  166)  die  Einflußlinie  für  Q^  und  subtrahiere 

'von  den  Ordinaten  dei'selben  diejenigen  der  H,  -^r—— -Linie.   Letztere 

f 
Linie  besitzt  im  Abstände  /  -^—r  von  B  die  (leicht  durch  Zeichnung: 

zu  bestimmende)  Ordinate  1  •  ^  • 

A 
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Das  beschriebene  Verfahren  ist  für  Kettenbrücken  mit  beliebig 
vielen  Öffnungen  anwendbar  und  führt  stets  sehr  schnell  zum  Ziele;  es 
läßt  sich  auch  zur  Ermittelung  der  an  den  Auflagern  A^ B^C^  D^, . . 
des  Versteifungsbalkens  wirksamen  Stützen  widerstände,  welche  kurz 
mit  A^  jB,  C^D^.  , ,  bezeichnet  werden  sollen,  benutzen,  da  sich  diese 
Widerstände  leicht  auf  die  Form  bringen  lassen 

A=A^  —  olH',B=B^  —  ß^T;  C=  C^ —yH,  D  =  D^ —h  H; . ., 
wobei  -4^,  -Bo?  Ci,  l>o?  •  •  •  ^^  Stützenwiderstände  für  den  nicht  an  der 
Kette  hängenden  Balken  und  a,  ß,  y,  8, . . .  feste  Zahlenwerte  bedeuten. 
Für  den  in  der  Fig.  410  dargestellten  FaH  erhält  man  z.  B.  die  einem 
beliebigen  Horizontalzuge  H  entsprechenden  Werte  aH^  f^H^fH^hH 
mit  Hilfe  der  ohne  weitere  Erklärung  verständlichen  und  aus  der 
Fig.  151b  abgeleiteten  Fig.  410  d,  deren  Geraden  7,  77,  777, ....  5,, 
5,,  5j  den  gleichbezeichneten  äußersten  Kettengliedern  und  Schlußlinien 
der  einzelnen  Offnungen  parallel  sind.  Zeichnet  man  also  diese  Figar 
für  TT  =  1,  so  findet  man  die  festen  Werte  ot,  ß,  y,  8. 

§  49. 
Gelenkbogen,  versteift  durch  einen  Balken. 

198.  Gelenkbogen,  versteift  dnroh  einen  darüber  liegenden 
Balken.     Ein  aus  geraden,  gelenkartig  miteinander  verbundenen  Stä- 


j^L^fnniiiiiiiiiiiijiiiiiiiiiiiiiii!miM>.m^ 


V^inU 


Fig.  411. 

ben   bestehender   Bogenträger  werde   auf   die  in  der  Mg.  411  veran- 
schaulichte Weise  durch  senkrechte  Stangen  mit  einem  Balken  ver- 
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bunden,  welcher  ein  festes  und  ein  auf  wagerechter  Bahn  bewegliches 
Auflager  besitzt  und  durch  ein  Mittelgelenk  O  in  zwei  starre  Teile 
zerlegt  wird.  Es  entsteht  ein  Träger,  welcher  als  die  Umkehrung  der 
durch  einen  Balken  versteiften  Kette  angesehen  werden  kann,  und  für 
welchen  deshalb  die  in  No.  192  bis  196  entwickelten  Gesetze  gelten. 
Die  Spannkräfte  Z  und  S  haben  natürlich  entgegengesetzte  Vorzeichen 
wie  die  für  die  Kettenbrücke  gefundenen;  sie  rufen  jetzt  Druck- 
spannungen hervor.  Auch  ist  zu  beachten,  daß  die  Endpunkte  Ä 
und  B'  der  Schlußlinie  5  unterhalb  der  Kämpfergelenke  auf  den  ver- 
längerten Mittellinien  der  äußersten  Glieder  des  Bogens  liegen,  sobald 
die  Stützweite  des  Balkens  (wie  in  Fig.  411)  größer  ist  als  diejenige 
des  Bogens.  In  Rg.  411  wurden  als  Beispiele  die  Einflußlinien  für 
eine  Spannkraft  U  und  eine  Spannkraft  V  vorgeführt. 

Die  CT-Linie  ist  bestimmt  durch  die  Belastungsscheide  E  und 
durch  u4J=  1 -T--    Die  Gerade  ÄE  geht  durch  den  dem  Knoten  F^ 

(welcher  U  gegenüberliegt)  entsprechenden  Punkt  -P,  des  Bogens. 

Die  F-Linie  ist  (wegen  F=  —  Q)  bestimmt  durch  -4J=  —  1 
imd  durch  den  Punkt  E\  Die  Gerade  ÄE'  ist  hierbei  parallel  zu 
dem  vom  Schnitte  tt  getroffenen  Gliede  des  Bogens  zu  ziehen.  In  der 
Eig.  411  wurde  vorausgesetzt,  daß  die  Belastung,  um  deren  Einfluß 
es  sich  handelt,  in  den  Kiioten  der  oberen  Gurtung  angreift.  Wirkt 
sie  in  den  Knoten  der  unteren  Gurtung,  so  ist  die  Gerade  L,L,  zu 
ersetzen  durch  L'L'\ 

Wird  der  Bogen  so  geformt,  daß  seine  Mittellinie  mit  dem  der 
ständigen  Belastung  entsprechenden  und  durch  die  Punkte  Ä\  0\  B' 
geführten  Seilpolygone  zusammenfällt,  so  werden  nur  die  Vertikalen  des 
Versteifungsbalkens  infolge  der  ständigen  Belastung  beansprucht  In 
der  die  Felder  X^  nnd  \^^^  trennenden  Vertikale  V^  entsteht  F^, 
=  —  ifl'o  (^m  +  >^-.+i),  wobei  g^  der  an  der  oberen  Gurtung  angreifende 
Teil  der  ständigen  Last  ist  Die  Spannkräfte  0^  U,  D  sind  nur  von 
der  beweglichen  Belastung  abhängig,  und  es  gelten  die  Gleichungen 

199.  Gelenkbogen,  versteift  duroh  einen  darunter  liegenden, 
den  Horizontalschnb  des  Bogens  aufDehmenden  Balken.  Einen  sol- 
chen Träger  zeigt  die  Fig.  412.  An  dem  einen  Ende  ist  ein  festes, 
Auflager,  an  dem  andern  ein  bewegliches  mit  wagerechter  Bahn 
angeordnet  worden,  so  daß  der  Träger  bei  ausschließlich  senkrechten 
Lasten  auf  die  Pfeiler  nur  senkrechte  Drücke  ausübt,  welche  mit  denen 
eines  einfachen  Balkens  AB  übereinstimmen.  Die  Versteifung  wird 
bewirkt  durch  zwei  gegliederte,  bei  6  gelenkartig  miteinander  befestigte 
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starre  Scheiben,  die  mit  dem  Bogen  durch   senkrechte  HMigestangen 
verbunden  sind. 

Wir  führen  durch  den  Träger  einen  Schnitt,  welcher  vier  Stabe 
(U^-i,  D^,  0^,  S)  trifft.  Mg.  413,  und  betrachten  das  linke  Träger- 
stück. Die  Mittelkraft  der  an  ihm  angreifenden  Lasten  sei  SP; 
sie  ruft  im  Verein  mit  dem  Stützenwiderstande  A  in  Bezug  auf  die 
Knoten  m  und  {m  —  1)  Momente  M^^  und  M^^^^i^  hervor,  welche 
ebenso  groß  sind  wie  die  Momente  für  dieselben  Knoten  eines  einfachen, 


jr' 

,A. 

^■■^ 

'M 

.t^ 

, 

M 

\^  -'■ 

--r' 

.j. 

kr    X     . 

r-«>-J 

W4 

smi 


Fig.  412. 

nicht  am  Bogen  hängenden  Balkens  ^B,  Zerlegt  man  nun  den  im 
geschnittenen  Bogengliede  wirksamen  Druck  S  im  Punkte  m'  in  eine 
wagerechte  und  in  eine  senkrechte  Seitenkraft,  von  denen  die  erstere 
gleich  dem  Horizontalschube  H  ist,  so  lautet  die  auf  den  Knoten  m 
bezogene  Rittersche  Momentengleichung 

M,^  —  H{y^-\-h)-\'O^h  =  0 
und  hieraus  folgt 

0,n  =  —  -^.  wo  M^  =  M,^  —  H{y^-^h), 
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Für  den  Punkt  Q  findet  man  (Kg.  412) 
weshalb: 


H= 


f 


Die  für  M  und  H  gefundenen  Ausdrücke  stimmen  mit  denen 
überein,  die  sich  im  §  48  für  den  Versteifungsbalken  der  Kette  er- 
gaben. Nur  tritt,  wenn  der  fragliche  Knotenpunkt  der  unteren  Balken- 
gurtung  angehört,  an  die  Stelle  von  y^  der  Wert  y^  -\-  h.  Für  den 
Horizontalschub  H  und  für  die  Spannkräfte  U  und  0  ergeben  sich 
deshalb  die  in  den  Figuren  412,  a,  b,  c  dargestellten  Einflußlinien, 
wobei  angenommen  ist,  daß  die  Belastung  in  den  Knoten  der  oberen 
Gurtung  angreift  Die  Figuren  (a)  und  (b)  bedürfen  keiner  Erläuterung. 
Zu  Figur  (c)  ist  zu  bemerken,  daß  die  Belastungsscheide^irch  den 
Punkt  E'  geht,  in  welchem  die  Gerade  BO'  von  der  durch  Ä  und 
einen  um  h  oberhalb  C  gelegenen  Punkt  C"  bestimmten  Geraden  ge- 
schnitten wird. 

In  der  Fig.  414  gehört  das  Mittelgelenk  O  der  unteren  Gurtung 
des  Balkens  an,  während  die  Kämpfergelenke  des  Bogens  wie  vorhin 
in  der  oberen  Gurtung  liegen.     Es  ergibt  sich  jetzt 

Die  Höhe  des  die  Einflußfläche  für  H  darstellenden  Dreiecks  ist 


nicht  mehr  =7-7r,  sondern  =  .  ,^  ,    , , 
4/  4(/^+Ä) 


imd  die  Gerade  B'  Q'  ist  zu 


ersetzen  durch  die  Gerade  B'  0'\  wobei  O'   um  h  höher  liegt  als  G'- 
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Wir  haben  uns  in  den  Figuren  412  und  414  auf  die  Darstellung 
zweier  besonderer  Fälle  beschränkt   Bei  beliebiger  Form  der  Gurtungen 


Fig.  414. 

des  Balkens  gelten  die  Gleichungen 

M^  =  M^^  —  Hy'^  und  J?  = 


M, 


oo 


r  '  . 

wo  y'^  den  Abstand  des  Knotens  m  von  der  Bogenachse 

und  f     „  „  „     Gelenkes  O  „       „  „ 

bedeutet,  beide  Abstände  in  senkrechter  Kichtung  gemessen.    Ersetzt 

man  also  beispielsweise  in  Fig.  414  die  gerade  obere  Gurtung  A'B' 

durch  die  gebrochene  (durch  gestrichelte  Linien  angedeutete)  A'm^B\ 

jlf"  

so  wird   U=  -\ und  M^  =  Mq^  —  HiVm  —  mm^)^  wobei  r^  das 

Lot  von  m.  auf    U  bedeutet     An  die  Stelle  von  AJ=  1  - ,-   tritt: 
*  h 

AJ=1  —  und  die  zur  Bestimmung  von  JVzu  ziehende  OtemieA'E 

ist  durch  einen  Punkt  w'i  zu  ziehen,  der  von  m'  den  Abstand  m'm\ 
=  mm^  hat  Da  m^  oberhalb  A'B'  liegt,  muß  m\  unterhalb  m' 
liegen.  Sind  auf  diese  Weise  die  Einflußlinien  für  sämtliche  Spann- 
kräfte 0  und  U  gefunden,  so  ist  man  im  stände,  die  Einflußlinien 
für  die  in  den  Füllungsstäben  auftretenden  Kräfte  mittels  des  in  No.  143 
beschriebenen  Verfahrens  zu  bestimmen. 
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Die  Querkraft  für  den  Schnitt  ^Mn  Fig.  413  ist,  wenn  Ä  —  2P 
=  Qq  (=  Querkraft  für  den  durch  einen  einfachen  Balken  geführten 
Schnitt  tf)  gesetzt  wird 

sie  erscheint  in  derselben  Form  wie  beim  Yersteif  ungsbalken  der  Kette 
und  kann  deshalb  auf  die  im  §  48  angegebene  Weise  ermittelt  werden. 
Fig.  412  d   zeigt   beispielsweise   die   Einflußlinie   für   die   Spannkraft 

D=:-A — 7^ —    Der  den  Punkt  N'  bestimmende  Punkt  E'  liegt  auf 
'    smT  ^ 

der  Geraden  B'G\  und  ÄE'  ist  parallel  dem  vom  Schnitte  tt  ge- 
troffenen Gliede  des  Bogens.    Es  ist  ÄL^llJL^.    Würde  man  AJ=  1 

machen,  statt  AJ  =  — — ,   so   würde   man  die  Einflußlinie  für  die 

dem  Felde  F^F^  entsprechende  Querkraft  Q  erhalten.  In  dem  in  der 
Fig.  414  dargestellten  Falle  liegen  die  Punkte  E'  auf  der  Geraden  B'0'\ 
Ist  die  ständige  Belastung  eine  gleichförmige,  und  gehören  die  Knoten 
des  Bogens  einer  Parabel  mit  senkrechter  Achse  an,  so  sind  in  dem  in 
der  Fig.  412  dargestellten  Falle  die  Spannkräfte  D^  und  ü^  =  0,  vor- 
ausgesetzt, daß  es  zulässig  ist,  den  am  Balken  angreifenden  Teil  der 
ständigen  Belastung  ausschließlich  auf  die  oberen  Knoten  desselben 
zu  verteilen.     Für  sämtliche  Stäbe  der  oberen  Gurtung  ergibt  sich 

Oy  =  +  £r^  =  +  %^-    Ist  auch  die  bewegliche  Belastung  eine  gleich- 

förmige  (=i>),  so  entsteht  bei  gänzlicher  Belastung  des  Balkens  mitp 

in  der  oberen  Gurtung  0,==+^,   während  D,  und   U,  wieder 

=  0  werden.    Es  folgt  dann 


§  50. 

Verwertung  der  Kettealiaie  zur  Liaieaffihruag  der 
Qurtungen. 

200.  Gelegentlich  der  Bearbeitung  eines  Brückenentwurfs  kam 
der  Verfasser  auf  den  Gedanken,  die  Gurtungen  eines  Auslegerbalkens 
als  SeiUinien  für  eine  gesetzmäßig  sich  ändernde  Belastung  aufzufassen 
und  gelangte  auf  diesem  Wege  zu  einem  Verfahren,  das  zu  einer  sehr 
einfachen  Berechnung  der  für  die  Zulage  der  Eisenkonstruktion  in  der 
Werkstatt  erforderlichen  genauen  Ordinaten  führte  und  eine  schnelle 
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Vergleichung  verschiedener,  lediglich  nach  ästhetischen  Gesichtspunkten 
gewählten  Linienführungen  möglich  machte.*) 

Es  handelte  sich  bei  jenem  Entwürfe  um  eine  über  drei  Öff- 
nungen reichende  symmetrische,  hängende  Gurtung  (Fig.  415),  deren 
äußere  Teile  AB  den  Eindruck  von  Rückhaltketten  machen  sollten 
und  deshalb  in  strafferer  Spannung  am  Portal  über  dem  StrompfeUer 


angreifen  mußten,  während  sich  für  die  Kette  BCB  eine  etwas  stärkere 
Krümmung  als  vorteilhaft  erwies.  Nach  verschiedenen  Proben  wurde 
die  Gurtung  ^5  als  Seileck  senkrechter  Lasten  geformt,  die  sich  zu- 
einander verhalten  wie  die  Zahlen  11,  12,  13  ...  bis  21.  Die  Knoten- 
punkte der  Gurtung  CB  liegen  im  mittleren  Teile  in  einer  Parabel; 
hier  wurde  die  Belastungsziffer  konstant  =  6  angenommen;  nach  dem 
Kämpfer  hin  steigt  die  Belastung,  einer  Differenzreihe  zweiter  Ordnung 
folgend,  bis  auf  27. 

Die  auf  die  Verbindungslinie  der  Aufhängepunkte  bezogenen  Seil- 
eckordinaten  y  verhalten  sich  zueinander  wie  die  Biegungsmomente 
eines  einfachen  Balkens  (s.  Seite  406  Fig.  404).  Die  überall  gleiche 
Feldweite  darf  bei  der  Berechnung  der  Momente  gleich  1  gesetzt  werden, 
so  daß  sich  für  die  schrittweise  Ermittelung  der  Querkräfte  und  Mo- 
mente der  Mittelöffnung  die  Formeln  ergeben 

Ö.^.  =  e-.  +  P. 

wo  P^  die  im  m^^  Knotenpunkte  angreifende  Last  bedeutet  Für  das 
erste  Feld  ist  öi  =  i  J'o**);  femer  istifii=  0^.    Nach  Berechnung 


♦)  Müller-Breslau.     Der  Kaisersteg  über  die  Oberspree  bei  Oberschöne- 
weide.   Zeitschrift  für  Bauwesen,  1900,  Heft  I. 
♦*)  Bei  ungerader  Felderzahl  ist  ^i  =  0. 
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der  Momente  findet  man  die  Ordinaten  mittels  der  Beziehung 

M.  ~   '    658  ■ 

Die  nachstehende  Tabelle  enthält  die  vollständige  Zahlenrechnung 
für  die  Mittelöffnong. 


y-  =  y»  lir   =  S'* 


m 

P. 

^-   j   ^-   , 

y- 

0 

6 

568 

8,400- 

1 

6 

3 

556 

8,356 

2 

6 

9 

646 

8,219 

3 

6 

15 

631 

7,994 

4 

6 

21 

610 

7,677 

5 

6 

1  27 

483 

7,271 

6 

7 

33 

450 

6,774 

7 

9 

40 

410 

6,172 

8 

12 

49 

361 

5,434 

9 

16 

61 

300 

4,516 

10 

21 

77 

f  223  t 

3,367 

11 

27 

98 

125 

1,882 

12 

125 

0 

la  ähnlicher  Weise  wird  auch  die  Seitenöffnung  AB  behandelt. 
Man  berechnet  zuerst  den  linken  Auflagerwiderstand  des  mit  den 
"Werten  11,  12,  13, 21  belasteten  Balkens  und  findet 


<?,  =^  =  ^(21  +  2.20  +  3.19  + +  11.11)  =  ^ 

M,  =  Q,,  Af,  =  M^ -\-  (?„  u.  s.  w.  M„  =  Jf,.,  +  <?„. 
Die  Ordinaten  der  Gurtung  sind 

3/- 


=  78,83 


ym  = 


lÖO 


Damit  A  den  runden  Wert  78  annimmt,  wurde  Last  21  durch  22 
ersetzt,  11  durch  10,  Änderungen,  welche  die  Gestalt  der  Gurtung 
nur  wenig  beeinflussen.    Hiemach  entstand  die  folgende  Tabelle: 
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tn 

P« 

e- 

M^ 

y- 

1 

10 

'4-78     78 

0,78- 

2 

12 

+  68    146 

1,46 

3 

13 

+  56    202 

2,02 

4 

14 

+  43    245 

2,45 

5 

15 

+  29 

274 

2,74 

6 

16 

+  14 

288 

2,88 

7 

17 

—  2 

286 

2,86 

8 

18 

—  19 

267 

2,67 

9 

19 

—  37 

230 

2,30 

10 

20 

—  56 

174 

1,74 

11 

22 

—  76 

98 

0,98 

12 

-98 

0 

0 

Folgen  die  Lasten  dem  Gesetze 

wo  a,  aj,  Ä,, . .  .  feste  Zahlenwerte  sind,  und  ist  die  Anzahl  der  Felder 
=  w,  so  erhält  man  für  die  Reaktionen  B  und  Ä  die  Werte 

5=2P.  —  =  ^(aSx+«xS,+a,S, +0,5, +  ....); 

WO  S^  =  2m^ 
Man  findet 


St  = 


{n  —  1)  n 


(n  — l)w(2n  — 1) 


n- 


2-3 
l)nV 


OT  (w  —  1)  (6n»  —  9to»  +  n  +  1) 
30 

Ist  P„  =  o,  so  wird  Q^=  A  =  —^ —  o. 


„  P„  =  7»,    ., 


_«— 1 »+1 
•^i  ~     2     *     3     ' 


Qx 


n  —  1    » (n  + 1) 
''   "2~  6 
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Ist  P^  =  w*,  so  wird  Q^ 


n  —  1    (n  +  l)(3n^  —  2) 
2     '  30 


Wählt  man  also  beispielsweise 

P^  =  a  +  0,5  m*,  so  erhält  man 

Wird  P^  =  10  -|-  w  angenommen,  so  ergibt  sich  für  n  =  12 


«.="-^(i«+^)=40»+¥) 


78,83. 


201.  Einhüftige  Seilpolygone  AB  (Fig.  416a)  können  auch  aus 
symmetrischen  Seilpolygonen  B'ÄB'  (Fig.  416  b)  in  der  Weise  ab- 
geleitet werden,  daß,  nach  Berechnung  der  auf  die  Gerade  B'B'  be- 
zogenen Ordinaten  y,  die  lotrechten  Abstände  t\  der  Knotenpunkte  von 
der  Sehne  AB'  bestinmit  und  von  einer  anders  geneigten  Sehne  AB 
aus  aufgetragen  werden. 


Fig.  416. 

Sehr  zweckmäßig  ist  auch  bei  einhüftigen  Seilpolygonen  die  Be- 
rechnung der  auf  die  Verlängerung  der  ersten  oder  letzten  Seite  be- 
zogenen Ordinaten  (Fig.  417),  da  man  häufig  über  die  Eichtung  der 
einen  dieser  beiden  Seiten  von  vornherein  verfügen  wird.  Die  Ordi- 
naten y^  verhalten  sich  hier  zueinander  wie  die  Momente  M^  eines 
Freiträgers.  Zählt  man  die  Lasten  von  A  aus  und  bezieht  man  das 
Seileck  auf  die  an  B  grenzende  Seite,  so  erhält  man,  wenn  man  die 
konstant  angenommene  Feldweite  wieder  gleich  1  setzt, 

Ö.=  0.  +  i+P.«  und  JC  =  iK.^,  +  ^^^i. 
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Für  das  in  Big.  417  dkrgestellte  Seileck,  welches  von  dem  in 
Kg.  416  abgebildeten  nur  wenig  abweicht,  ergeben  sich  die  folgenden 
Zahlenwerte. 


Mm           12  Mm 

eif. 

m 

P- 

C- 

Mm 

"-      ^^  Mj.         UM 

588 

11 

21 

21 

0 

0 

10 

20 

41 

21 

0,216- 

9 

19 

60 

62 

0,638 

8 

18 

*  78 

;  122 

1,256 

7 

17 

95 

200 

2,068 

6 

16 

111 

295 

3,036 

6 

15 

126 

406 

4,178 

4 

14 

140 

532 

5,475 

3 

13 

153    672 

6,916 

2 

12 

165 

825 

8,491 

1 

11 

176 

1 

990 
1166 

10,189 
12,000 

Verfügt   man   von   vornherein  über    die  Lagen  der   ersten  und 
letzten  Polygonseite,  so  ist  das  Gesetz,  welchem  die  Lasten  P  folgen. 


einer  Einschränkung  unterworfen.  Es  müssen  sich  nämlich  die  Strecken 
y^  und  ^a,  welche  die  äußersten  Polygonseiten  auf  den  Senkrechten 
durch  die  Endpunkte  A  und  B  abschneiden,  zueinander  verhalten  wie 
die  Biegungsmomente  Mj,  und  Mb  zweier  Freiträger,  die  bei  A  oder  Ji 
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eingespaont  und   mit   den   Kräften  P  belastet  sind.     Zählt  man  die 
Lasten  von  A  aus,  so  erhält  man  die  Gleichung 

y^       2P„(n  —  m)        n^P^  —  'lP^m' 
wo  (nach  Seite  430) 

SP^w  =  aS,+  ajÄ,  +  a,S3+  .... 

SP^  =  a(n  — l)  +  aiSi  +  a8Ä,  + 

Ist  z.  B. 

P^  =  a  -|-  ttyin  -f-  «2^^? 
so  wird 

SP^7/.  =  -(^— 2^^ 
^P^  =  {n  —  l)[a  +  \a^n  +  \a^n{2n  —  l)] 
und 

y^  _  «  +  i  «1  (2n  —  1)  +  ^  g,  (7^  —  1)  n 
Vb        a  +  i  «1  (w  +  1)  +  i  ö»  (^  +  1)  w  ' 
Wählt  man  P^  =  a  +  m,  so  findet  man  für  a  den  Wert 


2n 


a  = 


yj        ^ 


(--0 


202.  Wir  wollen  noch  einige  Formeln  für  Seillinien  mit  stetiger 
Belastung  herleiten  und  betrachten 
zu  dem  Zwecke  die  in  Kg.  418  dar- 
gestellte Belastungsfläche.  Die  Be- 
lastungslinie sei  eine  Parabel  r*"  Ord- 
nung und  habe  die  Gleichung 
_      x^ 

WO  %,  die  Belastungshöhe  an  der 
SteDe  x  =  l  bedeutet  Der  Inhalt  der 
Belastungsfläche  ist 


F=fx,dx  = 


Xil 


und  das   statische  Moment  der  Fläche,   bezogen   auf  die  Senkrechte 
durch  A 


M. 


=  /  x^xdx  = 


r  +  2 


Müller-Breslau,  Onphisohe  SUtik.    L 
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Die  Abstände  des  Schwerpunktes  der  Fläche  von  den  Senkrechten  durch 
Ä  und  B  sind  demnach 

und  das  Moment  der  Mäche  in  Bezug  auf  die  Senkrechte  darch  B 
..  _  x,l' 

'~(r  +  l)(r+2)* 
Wirkt  die  betrachtete  Belastung  auf  einen  bei  B  eingespannten  Frei- 
träger,  so  ist  das  Biegungsmoment  an  der  Stelle  x 


M  = 


x^x' 


XiX 


r+« 


—  -    l 


>*t 


(r  +  l)(r  +  2)      (r+l)(r  +  2)r- 

Besteht  nun  die  Belastungsfläche  einer 
einhüftigen  Eettenlinie  (Fig.  419)  aus 
einem  Rechteck  von  der  Höhe  x  und 
einem  von  einer  Parabel  r**'  Ordnung 
begrenzten  Teile,  so  lautet  die  Gleichung 
der  Eettenlinie,  bezogen  auf  die  Tangente 
im  Endpunkte  A 

worin  zu  setzen 


M= 


XX' 


x,x^ 


M,= 


2 
xl* 


(r+l)(r  +  2)r' 
x,l* 


2     ^(r+l)ir  +  2) 
)ian  erhält  demnach 


Fig.  41». 


y  =  yB 


l'        1  +  6    ' 


WO 


8  =  2- 


«(r  +  l)(r  +  2) 

ist    Schreibt  man  auch  der  Tangente  in  B  eine  bestimmte  Lage  vor, 
so  muß  sein 


xl' 


Ml 


x,l* 


xl* 


(r-l-lHr+_2) 

Xtl* 


■  M^  _        

2     ">"   (y  -f  2) 
yB_  1  +  6 

y^        l  +  6(r  +  l)' 
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Beginnt  die  parabolische  Belastung   lx^=^x^-j^j  erst   im  Abstände 
a  =  l  —  b  Ton  A^  Kg.  420,  so  ist  für  den  Abschnitt  a 


M= 


xx"" 


und  für  den  Abschnitt  h 
Femer  ist 


x{a^xy       ^>^^' 

2  "^  (r-|-l)(7-  +  2)fe'" 


^'-    2    -*-(r+l)(r  +  2) 


d . 


k- z  - 


Flg.  420. 


Fig.  421. 


Die  vorstehenden  Gleichungen  lassen  sich  auch  für  die  symme- 
trische Kette  verwerten;  denn  diese  besteht  aus  zwei  einhüftigen 
Ketten  mit  wagerechter  Scheiteltangente.  Für  den  in  Fig.  421  dar- 
gestellten Fall  erhält  man  also 

1      !  ^' 

Als  Beispiel  wählen  wir  die  in  Fig.  422  abgebildete  Ausleger- 
bogenbrücke.  Stützweite  der  Seitenöffnung  6  •  3  =  IS"*,  der  Mittel- 
öffnung 16.3  =  48-,  Pfeilhöhe  6,0-.  Für  die  Mittelöffnung  setzen 
wir  r  =  2  und  erhalten  für  den  Knotenpunkt  m  (wegen  x  =  m\ 
und  Z  =  8X) 


Vm  =  6,0 


1   I      ''^ 

2    14-6  -^j- 

m^       '       64 


64       1  +  6 


28* 

Digitized  by 


Google 


436 


Zwölfter  Abschnitt  —  §  50. 


Die  Ziffer  t  wollen  wir  so  wählen,  daß  f —  y,  ungefähr  2,0",  also  y^ 
ongeffihr  4,0**  wird.    Aus  der  Gleichung 

49 


4,0  =  6,0 


49  ^"^*64 


64     1-f  s 

folgt  c  =  1,23,  wofür  wir  den  durch  64  teilbaren  Wert  1,28  nehmen. 
Dann  ergibt  sich 

_  w»  (1  +  0,02  w») 
^"~  24,32 

also  für  m=     12  3  4  5  6  7 

y  =  0,042-  0,178"  0,437"  0,869"  1,542"  2,546"  3,989" 
f—y  =  6,958'  5,822"  5,663"  5,131"  4,458"  3,464"  2,011". 


G^^^r^"^^ 


0    f  ß   j    ¥   s  s\i  r   s 


s    ^  a   Jt 


Fig.  422. 


Für  die  Seitenöffnimg  nehmen   wir  r  =  1  an  und  erhalten  (wegen 
aj==mX,  Z=  6X) 


„.«(l  +  ef) 


y--        6(l  +  e) 

Die  Ziffer  c  möge  so  bestimmt  werden,  daß  die  Ordinate  y^  der 
Seitenöffnung  ebenso  groß  wird,  wie  die  Ordinate  y^  der  Mittelöffoang. 
Aus  der  Gleichung 

'■«««= -eimr 

ergibt  sich  e  =  0,344,  wofür  der  durch  6   teilbare  Wert  0,342    ge- 
nommen werden  möge.    Dann  wird 

_>«  »(1-1- 0,057/») 
^"  ~  8,052 

2  3  4  5 

0,563-      1,309-      2,440"     3,990" 
6,447"      4,691"      3,560"      2,010". 

208.  Bei  Bogen-  and  Hängebriicicen  werden  die  Gortoogen  öfter  ans 
krommen  Stäben  gebildet  Kreisbögen  oder  Eorbbögen  etfaalten  dann  in  der 
Kegel,  wegen  der  gröSerev  Einfachheit  der  Werkstattarbeit,  den  Yomg.  Ois 
zuerst   nach   irgend  welchen  Orandsätzen  gezeichnete  Linie   mofi   durch   Ereis- 


also  für  w=     1 

y  =  0,131" 
/•—y  =  5,869" 
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bögen  ersetzt  werden.  Soll  z.  B.  ein  symmetrischer  Eorbbogen  (Fig.  428)  dorch 
die  Pmiite  CoCiC^C«  gelegt  werden,  so  berechnet  man  die  Winkel  a^,  a,,  Og  mittels 
der  Gleichungen 

tga,=4^,    tga,  =  ^,   tga,=  — , 


findet  hieran! 


ßs=a»-2p,-2ß. 


und  erhält  die  Halbmesser 
-  — ____fL_ 


«2 


2  sIq  Pi  cos  Sj ' 


2  sin  ßs  cos  OL,  ^ 


Ist  die  Feldweite  X  konstant,  so  achte 
man  bei  der  Berechnung  der  Kreislinien- 
Ordinaten  darauf,  daß  die  Werte  y*  eine 
Differenzreihe  zweiter  Ordnung  bilden  und 
sich  auf  die  Form 

y»*  =  a  +  ftw  -|-  cm' 

bringen  lassen.  Für  die  in  Fig.  424  an- 
genonmienen  Koordinaten  ist  beispielsweise 
a  =  ifc«,  6  =  2cX,  c  =  — >». 
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Xm.  Abschnitt. 

Allgemeine  Theorie  des  statisch  bestimmten 
ebenen  Fachwerks. 

§  51. 
Analytische  Untersuchung. 

204.  EennzelolieiL  statisolL  besümmter  Faohwerke.  Wir  stellen 
lins  jetzt  die  Aufgabe,  das  ebene  Fachwerk  ganz  allgemein,  jedoch 
unter  Pesthaltung  an  der  bereits  auf  Seite  208  hervorgehobenen 
Voraussetzung  zu  untersuchen,  daß  es  zulässig  sei,  die  durch  die 
Elastizität  der  Pachwerkstäbe  und  der  das  Fachwerk  stützenden  fremden 
Körper  bedingten  Formveränderungen  als  verschwindend  klein  aufzu- 
fassen und  bei  der  Aufetellung  der  Gleichgewichtsbedingungen  die 
Richtungen  der  Stäbe  und  die  Richtungen  der  Widerstände,  welche 
in  den  längs  Führungen  laufenden  Stützpunkten  angreifen,  als  unver- 
änderlich anzusehen. 

Wird  dann  das  Fachwerk  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem 
(x,  y)  bezogen,  imd  werden '  mit  Q^^  und  Q^^  die  parallel  zu  den 
Koordinatenachsen  gebildeten  Seitenkräfte  der  im  Knotenpunkte  m  an- 
greifenden äußeren  Kraft  Q^  (welche  gegebene  Last  oder  unbekannter 
Stützenwiderstand  seiD  kann)  bezeichnet,  femer  mit  Sj,  5,,  .  .  .  iS,  die 
Spannkräfte  in  den  von  m  ausgehenden  Stäben  und  mit  a^,  a,,  .  .  .  a, 
die  Neigungswinkel  dieser  Stäbe  gegen  die  «-Achse,  so  lauten  die 
Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  der  auf  den  Knoten  m  wirkenden 
Kräfte: 


(1) 


ö.^  +  SScosa  =  0 

1 

ey^  +  SSsina  =  0. 


Zwei  solcher  Gleichungen  ersten  Grades  lassen  sich  für  jeden  Knoten- 
punkt aufstellen,  imd  ebenso  groß  muß  auch  die  Anzahl  der  unbe- 
kannten Stützenwiderstände  und  Stabkräfte  sein,  wenn  das  Fach  werk 
ein  statisch  bestimmtes  sein  soll. 

Der  Widerstand  eines  beweglichen  Auflagers  ist  nur  der  Größe 
nach  unbekannt;  seine  Richtung  fallt  in  die  Normale  der  Bahn,  längs 
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welcher  der  Stützpunkt  gefuhrt  wird.    Hingegen  kennt  man  von  dem 
Widerstände  eines  festen  Auflagers  weder  Größe  noch  Richtung. 
Bezeichnet  man  also:  . 

mit  n    die  Anzahl  der  geführten  Stützpimkte, 
„    n"    „         „         „    festgehaltenen  Stützpunkte, 
„    r      „         „         „    Stäbe  des  Pachwerks, 
„    k      „         „         „    Knotenpunkte, 

so   erhält   man   zur  Berechnung   der  notwendigen  und  hinreichenden 
Stabzahl  eines  statisch  bestimmten  Fachwerks  die  Gleichung 

(2)    r-{-n+2n'  =  2k 

Die  Gleichgewichtsbedingungen  bilden  ein  lineares  System  von  i  =  2k 
Gleichungen: 

«11^1  +  ^12^2  +  «18^8  + +  <^14^i  =  Ci 

«21^1  +  «22-^2  +  ^28^  -f- +  «g*^*  =  Cj 


(3) 


deren  Koeffizienten  a^j.  .  .  .  a„  endliche  Werte  besitzen,  die  nur  von 
den  Richtungen  der  Stäbe  und  der  Führungen  der  beweglichen  Auf- 
lager abhängen,  während  die  Koeffizienten  c^.  . .  Ci  den  am  Fachwerk 
angreifenden  Lasten  proportional  sind  und  sämüich  gleich  Null  werden, 
sobald  das  Fachwerk  unbelastet  ist  Die  Auflösung  des  Systems  (3) 
liefert  für  x^  den  Wert 

(4)     x^  = 


wo 


(5)    7)=| 


D 

«11«12Ö18 
«21^22^8 


«a  a<2  «IS 


a« 


ist  und  D^  eine  Determinante  bezeichnet,  welche  sich  von  der  Determi- 
nante D   nur   dadurch    unterscheidet,    daß    an  die  Stelle  der  Spalte 


die  Spalte 


tritt. 


Ct 


Die  Formel  (4)  gibt  für  ein  von  NtiU  verschiedenes  I)  die  ein- 
zigen Werte  der  Unbekannten  Xj,  Xj,  .  .  .  x^  [an,  durch  welche  das 
System  der  Oleichtingen  (3)  befriedigt  vnrd. 

Hieraus  folgt:   Ist  r-^-n  +  2n"  =  2k  und  JD  ^  0,  so  ist  das 
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Fachwerk  erstens  statisch  bestimmt,  weil  sich  die  Spannkräfte  und 
Stützenwiderstände  für  jeden  Belastongszustand  eindeutig  berechnen 
lassen^  und  zweitens  ist  es  unbeweglich,  weil  die  Gleichungen  (1)  und 
(3)  ausdrücken,  daß  an  jedem  Knotenpunkte  Oleichgewicht  besteht 
Ist  hingegen  Z)  =:  0,  so  sind  die  Unbekannten  x^ ,  ,  .  Xt  entweder  nicht 
alle  eindeutig  bestimmt  oder  nicht  alle  endlich,  oder  es  gelingt  ihre 
Berechnung  nur  für  gewisse  Belastungsweisen,  oder  es  ist  ein  Gleich- 
gewichtszustand nur  dann  möglich,  wenn  die  Kräfte  bestimmten  Be- 
dingungen genügen.  Welcher  dieser  Fälle  auch  vorüegen  möge,  das 
eine  steht  fest:  im  Falle  D  =^0  ist  das  Faehwerk  kein  statisch  be- 
stimmtes. 

Es  ist  nun  besonders  hervorzuheben,  daß  sich  durch  geschickte 
Au&tellimg  der  Gleichgewichtsbedingungen  die  zeitraubende  Arbeit  der 
Ausrechnung  der  Determinnate  D  von  2  k  Gleichungen  stets  umgehen 
läßt  In  den  meisten  Fällen  der  Praxis  ist  es  sogar  möglich,  diese 
Bedingungen  so  zu  bilden,  daß  jede  Gleichung  nur  eine  einzige  Unbe- 
kannte enthält  Alle  in  den  früheren  Abschnitten  behandelten  Fach- 
werke lassen  sich  auf  diesem  Wege  berechnen;  man  braucht  nur  Mo- 
mentengleichungen aufzustellen  und  die  Drehpunkte  passend  zu  wählen. 
In  anderen  Fällen  ist  es  wieder  möglich,  zwei  Gleichungen  mit  je  zwei 
Unbekannten  zu  bilden  und  nach  Auflösung  derselben  jede  der  übrigen 
Unbekannten  mittels  einer  Gleichung  zu  berechnen,  die  nur  noch  eine 
Unbekannte  enthält;  die  Entscheidung  der  Frage  nach  der  statischen 
Bestimmtheit  erfordert  dann  nur  die  Ausrechnung  einer  Determinante 
zweiten  Grades  u.  s.  w.  Unsere  Aufgabe  wird  also  darin  bestehen, 
den  Grad  der  Determinante,  welche  über  die  statische  Bestimmtheit 
Aufschluß  gibt,  möglichst  zu  erniedrigen.  Bevor  wir  dieselbe  lösen, 
wollen  wir  diejenigen  Bildungsgesetze  statisch  bestimmter  Fachwerke 
zusanmienstellen,  welche  zu  Stabgebilden  führen,  die  mit  Hilfe  der  in 
den  früheren  Abschnitten  entwickelten  Verfahren  berechnet  werden 
können.  Schwierigere  Fälle  werden  wir  dann  auf  einfachere  zurückführen. 

Bei  dieser  allgemeinen  Untersuchung  wird  es  zuweilen  zweckmäßig 
sein,  die  nach  festen  Richtungen  wirkenden  Seitenkräfte  der  Stützen- 
widerstände als  die  Spannkräfte  von  Stäben  aufzufassen,  welche  die 
Stützpunkte  mit  außerhalb  des  Fachwerks  gelegenen  festen  Punkten 
verbinden  und  Auflagerstabe  genannt  werden.  Zu  einem  festen  Auf- 
lager gehören  zwei,  zu  einem  beweglichen  Auflager  ein  Auflagerstab. 
Da  man  nun  jene  festen  Punkte  als  Knotenpunkte  eines  die  Gesamt- 
heit aller  Widerlager  vorstellenden  statisch  bestimmten  Fachwerks 
—  z.  B.  eines  Dreiecknetzes  —  ansehen  darf,  so  erkennt  man,  daß 
man  schließlich  jedes  irgendwie  gestützte  Fachwerk  auf  eine  einzige 
starre  Scheibe  zurückführen  kann,  an  welcher  ein  System  im  Gleich- 
gewicht befindlicher  äußerer  Kräfte  angreift     Bedeutet  k  die  Anzahl 
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der  Knotenpunkte  dieser  Scheibe,  so  stehen  2  k  Gleichgewichts- 
bedingungen  zur  Verfügung.  Da  nun  die  äußeren  Kräfte  nicht  be- 
liebig angenommen  werden  dürfen,  sondern  drei  Gleichgowichts- 
bedingungen,  welche  in  jenen  2  k  Gleichungen  mit  enthalten  sind, 
genügen  müssen,  so  beträgt  die  notwendige  und  hinreichende  Anzahl 
der  Stäbe  einer  Scheibe 

(6)    r  =  2A  — 3. 

Diese  Beziehung  kann  auch  aus  der  Gleichung  (2)  hergeleitet  werden; 
denn  zur  Stützung  einer  starren  Scheibe  sind  eiiorderlich  und  hin- 
reichend: entweder  ein  festes  und  ein  bewegliches  Auflager  (w"=l, 
w'=l)  oder  drei  bewegliche  Auflager  (w'=3).  Wenn  wir  also  in 
der  Folge  bei  allgemeineren  Untersuchungen  nur  von  unbekannten 
Stabkräften  reden  (wie  in  No.  206)  oder  nur  von  einem  Fachwerk  von 
2  k  —  3  Stäben  (wie  in  No.  207),  so  liegt  darin  keineswegs  eine  Ein- 
schränkung. 

206.  Die  einfachsten  Bildimgsgesetze  der  statisch  bestimmten 
Fachwerke.  1)  Schließt  man  an  zwei  Knotenpunkte  A  und  B  eines 
statisch  bestimmten  Fachwerks  einen  neuen,  nicht  in  die  Gerade  AB 
fallenden  Knotenpunkt  C  durch  zwei  Stäbe  AC  und  5 C  an,  so  ist 
das  neue  Fachwerk  ebenfalls  statisch  bestimmt.  Die  Spannkräfte  der 
hinzugefügten  Stäbe  sind  nur  von  der  in  C  angreifenden  äußeren 
Kraft  Pc  abhängig  und  können  mit  Hilfe  eines  Kräftedreiecks  bestimmt 
werden.  Auf  diese  Weise  kann  man  beliebig  viele  Knotenpunkte  mit 
zwei  festgehaltenen  Stützpunkten  in  Verbindung  bringen,  oder  man 
kann,  von  einem  Dreieck  ausgehend,  eine  gegliederte  Scheibe  bilden, 
deren  Knotenpunkte  sich  gegeneinander  nicht  bewegen  können.  Die 
Festhaltung  der  Scheibe  in  der  Konstruktionsebene  erfolgt  schließlich 
mit  Hilfe  von  drei  Auflagerstäben,  deren  Achsen  sich  aber  nicht  in 
einem  und  demselben  Punkte  schneiden  dürfen  (vergl.  S.  112). 

Fällt  der  Knotenpunkt  C  in  die  Gerade  AB^  so  haben  die  um 
A  und  B  mit  den  Halbmessern  AC  und  BC  beschriebenen  Kreise 
ein  Bogenelement  gemein,  innerhalb  dessen  sich  der  Punkt  C  frei  be- 
wegen kann.  Punkt  C  wird  also  nicht  festgelegt,  sondern  behält  eine 
unendlich  kleine  Beweglichkeit.  Gleichgewicht  ist  nur  dann  möglich, 
wenn  auch  Pc  in  die  Gerade  BC  fällt;  der  Gleichgewichtszustand  ist 
aber  unbestimmt,  weil  sich  füi-  die  Stäbe  AC  und  BC  unendlich  viele 
Spannkräfte  angeben  lassen,  deren  Differenz  gleich  Pc  ist  Liegt  aber 
Pc  nicht  in  der  Geraden  AB^  so  tritt  der  Gleichgewichtszustand  erst 
nach  einer  unendlich  kleinen  Verrückung  des  Punktes  C  ein,  und  die 
Zerlegung  von  Pc  nach  den  beiden  nur  unendlich  wenig  voneinander 
abweichenden  Richtungen  AC  imd  BC  liefert  unendlich  große 
Spannkräfte. 
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In  Wirklichkkeit  ändern  sich  allerdings  die  Längen  aller  von  Pc 
beanspruchten  Fachwerkstäbe  schon  bei  der  geringsten  Belastung  des 
Knotens  C.  Dreht  sich  dann  ÄC  gegen  JBC,  so  liefert  die  Zerlegung 
von  Pc  nach  den  beiden  Stabrichtungen  endliche  Spannkräfte.  Aber 
auch  dann,  wenn  -4,  B  und  C  in  einer  Geraden  liegen  bleiben  und 
Pc  in  diese  Gerade  fällt,  entstehen  in  AC  und  BC  ganz  bestimmte 
endliche  Spannkräfte,  welche  sich  aus  der  Bedingung  folgern  lassen, 
daß  die  Summe  der  Änderungen  der  Längen  dieser  beiden  Stäbe 
gleich  der  Strecke  ist,  um  die  sich  der  Abstand  AB  infolge  der  Ver- 
schiebungen der  Knotenpunkte  A  und  B  ändert  Diese  einfache  Be- 
trachtung lehrt  ganz  deutlich,  daß  beim  Auftreten  unendlich  kleiner 
Beweglichkeit  und  dem  damit  stets  Hand  in  Hand  gehenden  Auftreten 
unendlich  großer  Wurzeln  der  Unearen  Gleichgeunchtsbedingufigen  die 
Voraussetzung  verschtmndend  kleiner  Formveränderu7igen  unzulässig 
ist  Schon  in  der  Näfie  der  durch  den  Ausnahmefall  gekennzeich- 
neten Orenzlage  vnrd  jene   Voraussetzung  hinfällig. 

2)  Schließt  man  an  zwei  Knotenpunkte  A  und  B  eines  statisch 
bestimmten  Fachwerks  einen  neuen,  niclit  in  die  Gerade  AB  fallenden 
Knotenpunkt  C  durch  zwei  statisch  bestimmte  Scheiben  AC  und  BC 
an,  so  ist  das  neue  Fachwerk  ebenfalls  statisch  bestimmt  Die  Kräfte 
mit  denen  die  beiden  Scheiben  in  C  aufeinander  wirken,  und  die 
Kräfte,  welche  sie  bei  A  und  B  auf  das  ursprüngliche  Fachwerk  aus- 
üben, findet  man  mit  HUfe  der  in  No.  108,  Seite  176  angegebenen 
Verfahren;  denn  es  liegt  gewissermaßen  ein  Dreigelenkbogen  vor, 
dessen  Widerlager  das  ursprüngliche  Fachwerk  ist  Diese  zweite 
Bildungs weise  schließt  die  erste  als  Sonderfall  ein,  da  biegungsfeste 
Stäbe  nur  besondere  Fälle  von  Scheiben  sind. 

3)  Gliedert  man  an  drei  Knotenpunkte  ^,  5,  C  eines  statisch 
bestimmten  Fachwerks  eine  statisch  bestimmte  Scheibe  durch  drei 
Stäbe  AA^^  ^A,  CC^  an,  so  ist  das  neue  Fach  werk  ebenfalls  statisch 
bestimmt  Die  Ermittelung  der  Spannkräfte  in  den  drei  Stäben  er- 
folgt mit  Hilfe  des  Bitterschen  oder  des  Culmannschen  Verfahrens 
(§  26).  Zu  vermeiden  ist  nur  der  Ausnahmefall,  daß  sich  die  drei 
Geraden  Jl^i,  BB^  und  CC^  in  eioem  Punkte  schneiden,  weil  es  sonst 
möglich  ist,  das  Dreieck  A^  B^  C^  unendlich  wenig  zu  verschieben.  Sind 
die  drei  Stäbe  parallel  und  gleich  lang,  so  ist  die  Beweglichkeit  sogar 
eine  endliche;  Gleichgewicht  ist  in  diesem  Falle  nur  möglich,  wenn  die 
Mittelkraft  der  auf  die  Scheibe  A^  B^  Q  wirkenden  äußeren  Kräfte 
parallel  zu  den  Verbindungsstäben  ist  An  die  Stelle  der  drei  Ver- 
bindungsstäbe dürfen  auch  drei  statisch  bestimmte  Scheiben  treten; 
die  an  ihnen  angreifenden  äußeren  Kräfte  werden  nach  den  im 
§  28  gezeigten  Verfahren  auf  die  Knotenpunkte  -4,  A^,  /i  ß^,  Q  C^ 
verteilt 
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4)  Eine  vierte  Bildungsweise  erhält  man  aus  der  zweiten,  wenn 
man  jedes  der  drei  Gelenke  -4,  J?,  (7,  in  denen  die  beiden  hinzugefügten 
Scheiben  mit  dem  bereits  vor- 
liegenden Fachwerk  und  mitein- 
ander zusammenhängen,  durch 
ein  Stäbepaar  ersetzt,  dessen 
Schnittpunkt  nach  einer  schon 
früher  angestellten  Untersuchung 
(No.  141,  S.  233)  dieselbe  Rolle 
spielt  wie  ein  Gelenk.  An  die 
Stelle  der  Verbindungsstäbe  dür- 
fen auch  statisch  bestimmte  Schei- 
ben treten.  Liegen  die  drei 
Gelenkpunkte  ^,5,  C  in  einer 
Geraden,  so  besitzt  das  Fach  werk  unendlich  kleine  Beweglichkeit 
Dieser  Fall  liegt  z.  B.  bei  dem  in  Fig.  426  dargestellten  Pascakchen 
Sechseck  vor;  denn  dieses  Stabgebilde  besteht  aus  drei  zu  Stäben  zu- 
sammengeschrumpften Scheiben  7,  77,  777,  welche  durch  drei  Stäbe- 
paare, deren  Schnittpunkte  A^  B^  C  in  eine  Gerade  fallen,  miteinander 
verbunden  sind. 


6^ 


Fig.  425. 


Fig.  426. 

Es  verdient  noch  hervorgehoben  zu  werden,  daß  die  vierte  Bil- 
dungsweise die  drei  anderen  mit  enthält  Läßt  man  z.  B.  zwei  Ge- 
lenkvierecke zu  einfachen  Gelenken  zusammenschrumpfen  und  eine 
der  beiden  hinzugefügten  Scheiben  zu  einem  Stabe,  so  erhält  man  die 
dritte  Bildungsweise. 

Wir  haben  die  beschriebenen  Bildungsgesetze  die  einfachsten  ge- 
nannt, weil  sie  Fachwerke  üefem,  deren  statische  Bestimmtheit  ohne 
weiteres  einleuchtet,  und  weil  auch  die  Ausnahmefälle  unendlich  kleiner 
oder  endlicher  Beweglichkeit  auf  den  ersten  Bück  zu  erkennen  sind. 

206.  Ein  ganz  allgeineines  Verfahren  zur  Berechnimg  statisoh 
bestimmter  Fachwerke  ist  nun  das  folgende. 

Man  verwandle  das  Fachwerk  durch  Beseitigung  von  Stäben  und 
Hinzufügung  von  ebensoviel  neuen  Stäben,  welche  kurz  Ersatxstäbe 
genannt  werden  sollen,  in  ein  Stabgebilde,  dessen  statische  Bestimmt- 
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heit  außer  allem  Zweifel  steht,  und  dessen  Spannkräfte  sich  auf  mög- 
lichst einfache  Weise  ermitteln  lassen.  Die  Spannkräfte  der  beseitigten 
Stäbe  bringe  man  an  dem  neuen  Fachwerk  als  äußere  Kräfte  an;  sie 
mögen  mit  Z«,  Z^,  Z^  .  .  .  Z^  bezeichnet  werden.  Hierauf  stelle  man 
die  Spannkräfte  des  neuen  Fachwerks  als  Funktionen  der  gegebenen 
Lasten  P  und  der  vorläufig  unbekannten  Kräfte  Z  dar.  Sie  erscheinen, 
da  alle  Gleichgewichtsbedingungen  vom  ersten  Grade  sind,  in  der 
linearen  Form 

(7)     S=@.+  @,Z.  +  ®,Z,+  ©,Z,+ ©.Z«, 

wobei  @,  denjenigen  Wert  bedeutet,  welchen  ©  annimmt,  sobald 
sämtliche  Kräfte  Z  gleich  Null  gesetzt  werden,  sobald  also  nur  die 
Lasten  P  auf  das  neue  Fachwerk  einwirken.  Weiter  bedeutet  ©.  den 
Wert  von  8  für  den  Fall,  daß  alle  Lasten  P  verschvrinden,  desgleichen 
die  Kräfte  Z»,  Z^,  .  .  .  .  Z^,  während  die  beiden  Kräfte  Z.  die  Größe  1 
annehmen,  eine  Belastungsweise,  welche  wir  kurz  den  Zustand  Z.  =  1 
nennen  wollen;  und  ganz  ebenso  lassen  sich  die  Ziffern  ©6,  @c?  •  •  •  S, 
als  die  Spannkräfte  für  die  Zustände  JZi  =  1,  Z^  =  1,  .  .  .  Z«  =  1 
auffassen.  Die  Ziffern  @„,  S^,  ©^,  .  .  .  ©^  sind  unabhängig  von  den 
Lasten  P,  während  die  Spannkräfte  ©^  für  jeden  neuen  Belastungsfall 
von  neuem  ermittelt  werden  müssen. 

Setzt  man  schießlich  die  Spannkräfte  in  den  Ersatzstäben  gleich 
Null,  so  erhält  man  ebenso  viele  Gleichungen  ersten  Grades,  als  Kräfte 
Z  vorhanden  sind,  ist  also  im  stände,  die  letzteren  zu  berechnen.  Die 
erforderliche,  aber  auch  ausreichende  Bedingung  für  die  eindeutige 
Bestimmung  der  Unbekannten  Z  ist  eine  von  Null  verschiedene  Nenner- 
determinante jener  Gleichungen. 

Werden  also  die  Spannkräfte  in  den  Ersatzstäben  mit  Y\  Y'\  Y'" . . . 
bezeichnet,  so  ergeben  sich  die  Bedingungen 

r  =  y;  +  r;z„  +  ivz,+ r;z.  + . .  •  +yjz^=o 

y"=y:'+y:'z.+y,''z,+y:'z,+  ....  +Frz«=o 


(8) 


r- = y:  +  Y-Z.  +  YXZ,  +  Y-Z^^r 
Das  Fachwerk  ist  statisch  bestimmt,  sobald 

y;  y;  y;  . . .  y: 
y:  y;'  y:  . . .  yj 


+  y:z^=o. 


(9)     D  = 


0 


y:  yt  yr . . .  y\ 

ist.  Diese  Determinante  ist  von  erheblich  niedrigerem  Grade  als  die 
Determinante  der  Geichungen  (1);  ihre  Berechnung  geht  stets  schnoll 
von  statten.    Häufig  genügt  schon  die  Beachtung  der  folgenden  Sätze: 
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a^b^c^ 

«i>— «1^1 

öjfciXfc, 

Oi^e, 

=  0, 

a,,  —  CjCj 

=  0, 

a^öj^^s 

<hb,Ci 

«s,— «sCs 

0363X63 

1)  Sind  sämtliche  Elemente  einer  Zeile  oder  einer  Spalte  einer 
Determinante  gleich  Null,  so  ist  die  Determinante  gleich  Null. 

2)  Sind  die  Elemente  zweier  Zeilen  oder  zweier  Spalten  einer 
Determinante  entsprechend  gleich  oder  proportional,  so  ist  die  Deter- 
minante gleich  NulL    Z.  B.: 


0. 


In  den  nachstehenden  Anwendungen  werden  wir  zur  Erzielung  einer 
kurzen  Ausdrucksweise  die  Ersatzstäbe  F-Stäbe  nennen  und  die  weg- 
genommenen Stäbe:  Z- Stäbe. 

Manchem  Leser  dürfte  die  folgende  kurze  Anweisung  zur  Berechnung  der 
Determinanten  erwünscht  sein.  Eine  Determinante  vom  r^»  Grade  läßt  sich  in 
r-ünterdeterminanten  vom  (r  —  !)*•»*  Grade  zerlegen.  Die  TJnterdeterminante  zum 
Element  Oh  findet  man,  indem  man  die  Spalte  a  und  die  h^  Zeile  der  ursprüng- 
lichen Determinante  streicht;  sie  erhält  das  Vorzeichen  -f  oder  — ,  je  nachdem  der 
Zeiger  h  ungerade  oder  gerade  ist    Hiemach  ergibt  sich  das  folgende  Schema: 

\aibieidi  .       .  .1 

I  a^b^c^d^ 

Besonders  wichtig  ist  der  folgende  Satz. 

Addiert  man  die  mit  einer  beliebigen  Größe  multiplizierten  Elemente  einer 
ZeOe  oder  Spalte  zu  den  entsprechenden  Elementen  einer  anderen  ZeUe  oder  Spalte, 
so  ändert  sich  der  Wert  der  Determinante  nicht.     Z.  B.  ist 


:a,&j— 0,^ 


=  (h 


b^c^d^ 


biCi 
b^e^ 


biCidi 
b^c^d^ 


+  a. 


bi  Cj  dl 
b^c^d, 
6404(24 


—  «4 


biCidi 


OibiCi 


I  o,,  bi  +  Xou  Ci  +  X'di 
I  ö»,  fei  +  ^Os?  Cft  +  X'o,  . 


Wählt  man  nun  X  = und  X'=  —  — ,  so  erhält  man 

O,  Ol' 


aibiCi 

«2^2  Ca 

= 

«aftgCs 

«1        c 


=  «1 


Ol 

öl 


«81 


«1 
«l 
Cl 

«i 

C2  —  —  «2    I 
«l 


ftt  —  —  -  a,,  c,  —  — -  o» 

Ol  Ol 


Damit  ist  gezeigt,  wie  man  den  Grad  einer  Determinante  erniedrigen  kann. 
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■  Beispiel.  Figur  427  stellt  ein  symmetrisohes  Fachwerk  vor,  welches  man  ein 
seehafaches  Netzwerk  zu  nennen  pflegt,  weil  jede  von  Gortung  zu  Gurtang  reichende 
Strebe  dnrch  die  Schar  der  anders  gerichteten  Streben  in  sethe  Abschnitte  zerlegt 
wird.  Die  Stützweite  wird  durch  die  Knotenpunkte  der  einen  Gurtung  in  zwei  halbe 
Felder  und  n  ganze  Felder  eingeteilt. 


Fig.  427. 

Sowohl  die  senkrechte  als  auch  die  wagerechte  Mittellinie  sind  Symmetrie- 
aohsen.  Die  Abzahlung  der  Stäbe  und  Knotenpunkte  lehrt,  daß  das  Fachwerk 
einen  Stab  zu  wenig  besitzt,  wobei  es  ganz  gleichgültig  ist,  ob  die  Streben  an 
den  Kreuzungsstellen   miteinander   verbunden   sind   oder  nicht     Wir   wollen   den 


Fig.  428. 


Fig.  429. 

ersteren  Fall  voraussetzen,  weil  er  der  üblichen  Ausführungsweise  entspricht, 
und  weil  engmaschige  Fachwerke  ganz  besonders  für  zerlegbare  Brücken  in  Be- 
tracht kommen.  Bei  diesen  aber  sind  kurze  Stablängen  am  Platz,  damit  Trans- 
port und  Zusammenbau  leicht  von  statten  gehen.  Den  fehlenden  Stab  fügen 
wir  in  der  Weise  hinzu,  daß  wir  ein  in  der  Mitte  liegendes  Viereck  versteifen, 
>vobei   die   in   den  Figuren  428  bis  480    dargestellten   Anordnungen    in    Betracht 
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k<»nmen  können.  Die  ganze  Abzahlung  ist  übrigens  überflüssig;  denn  ein  Blick  auf 
die  Figur  431  lehrt,  daß  sich  nach  Einfügung  von  drei  F-Stäben  und  "Wegnahme 
von  drei  Z-Stäben  ein  statisch  bestimmtes  Fachwerk  ergibt,  welches  sich  nach  dem 
ersten  Bildungsgesetze  an  eine  aus  aneinandergereihten  Dreiecken  bestehende  Scheibe 


Fig.  480. 

angliedern  läßt.    Wäre  die  Aussteifung  des  einen  Vierecks  durch,  den  Stab  Z«  unter- 
blieben, so  würden  den  drei  y-Stäben  nur  zwei  Z-8täbe  gegenüberstehen. 


Fig.  481. 

Nachdem  nunmehr  für  die  erforderliche  Stabzahl  gesorgt  woixlen  ist,  muß  zur 
Untersuchung  der  Determinante 

\Ya    Y,'    y: 

(10)  D=\Ya"  n"  r/' 
I  Ta"'  Yr  Yr 

geschritten  werden.  Wir  beginnen  mit  der  Ermittelung  der  Spannkräfte  für  den  in 
Fig.  432 a  dargestellten  Zustand  Za  =  l.  Die  gedrückten  Streben  und  gedrückten 
Gortstabe  sind  unterstricheu,  die 'spannungslosen  Streben  fortgelassen  und  die  span- 
nungslosen Gurtstäbe  gestrichelt  worden.    Die  Spannkräfte  in  den  Streben  sind 


i=  +  - 


In   den 


"  ~  2  sin  9  * 
wo  9  den  Neigungswinkel  der  Streben  gegen   die  Wagerechte    bedeutet. 
Gurtungen  entstehen  die  Spannkräfte 

V  =  +  1  •  cotg  9. 

In  unserer  Figur  ist  n=  12  angenommen  worden;  es  greifen  dann  an  der  aus  Drei- 
ecken bestehenden  Scheibe  nur  die  Spannkräfte  von  4  Streben  an.  Rückt  man  die 
Stütze  um  eine  Feldweite  nach  rechts  (n  =  ll),  so  gesellt  sich  zu  den  4  Streben 
noch  ein  Gurtstab,  dessen  Spannkraft  mit  derjenigen  der  angrenzenden  Strebe  zu 
einer  Mittelkraft  von  der  Größe  fi  und  der  Neigung  9  vereinigt  werden  kann.    Es 
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leuchtet  ein,  daß  es  stets  genügt,  die  Spannkräfte  in  den  Streben  zn  verfolgen,  weil 
sich  die  an  der  Scheibe  angreifenden  Oortkräfte  ohne  weiteres  ans  der  Bedingung 
eingeben,  daß  sich  die  Scheibe  im  Gleichgewicht  befinden  muß.  Auf  diese  Weise 
gelangt  man  sehr  schnell  zu  den  sechs  in  Fig.  432  b  dargestellten  möglichen  Be- 
lastungsweisen der  Endscheibe;   sie  entsprechen  nicht  nur  den  Zahlen 

n  =  12     11     10      9       8       7 
sondern  auch  den  Zahlen 

n=    6       5      4      8       2       1 

n  =  18     17     16     15     14     18 
u.  s.  w. 


It-Vt 


und  liefern  für  die  Spannkräfte  YaYaYa"  der  Ersatzstäbe  die  in  die  Figuren 
eingetragenen  "Werte.    Da  nun  für 

n  =  2,  5,  8,  11,  14,  17, 

alle  drei  "Werte  F«  gleich  Null  sind,  was  zur  Folge  hat,  daß  auch  die  Determinante  h 
gleich  Null  wird,  so  ericeist  sieh  das  Fachwerk  als  unbrauchbar^  sobald  die  Zahl 
n  —  2  den  Teiler  3  besitzt. 

Der  Belastungszustand  Z»  =  1  ist  das  Spiegelbild  des  Zustandes  Z«  s=  1. 

Für  die  weitere  Untersuchung  sind  die  drei  in  den  Figuren  428,  429  und  480 
dargestellten  Fälle  zu  unterscheiden.  Wir  nehmen  zunächst  an,  es  sei  n  unf^erade. 
Fig.  428. 

Fig.  438  stellt  den  Spannungszustand  Zo  =  l  dar.  Die  Spannkräfte  in  den 
Streben  sind  wieder 


in  den  Gurtstäben: 


'^      —  2sm9  ' 
u  =  -h  1 .  cotg  9. 
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Die  sechs  verschiedenen  Angriffsweisen,  denen  die  Endscheibe  ausgesetzt  ist,  zeigen 
die  Figuren  434;   sie  entsprechen  sowohl  den  Fällen 

^     =    9      8      7       6    5    4 

d.  i.  n  =  17     15     18     11     9     7 

als  auch  den  Fällen  ,  . 

w  +  1 


Fig.  433. 


2 


=  15     14     13     12     11     10 


d.  i.  n  =  29     27     25     23    21     19     u.  s.  w. 
8 7  e 5  t  3  Ji  t 


Fig.  484. 

und  liefern  für  die  Spannkräfte  Ye  Y" Yj"  der  Ersatzstäbe  die  in  die  Figuren  434 
eingetragenen  Werte.  Für  die  unterstrichenen  n  sind  alle  drei  Werte  Yt  gleich 
Null,  und  es  wird  deshalb  auch  die  Determinante  Z)  gleich  Null.  Scheidet  man 
diese  Fälle  und  die  als  unbrauchbar  erkannten  Fälle  n  =  5,  11,  17,  28,  ... .  aus, 
so  erhält  man  für  alle  noch  übrig  bleibenden  die  Determinanten 

0+101 

X>=   +1  +  1  —  1-  für  n=    3,  15,  27, 

+  1     0    -l| 
0—10 

für  n=    7,  19,  31, 


Z>=    -1-1  +  1 

1-1     0   +1 
•     0    +1  +  1 
D==   +1  +  1  +  1 
+  10       0 

t  ^  -1-1 

p  =  —  1  —  1  —  1 

1  —  1     0      0 
Muller-Breslaa,  Graphiache  Statik.    L] 


für  n  =    9,  21,  88,  .  . 


für  n=13,  25,  37, 


29 
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dieselben  sind  gleich  Null,  weil  die  Elemente  zweier  Spalten  entsprechend  gleich 
oder  proportional  sind.  Das  untersuchte  Fachwerk  ist  deshalb  für  jedes  ungerade  n 
unbrauchbar. 

Ist  n  eine  gerade  Zahl,  so  sind  die  beiden  in  den  Figuren  429  und  4d0  dar- 
gestellten Fälle  zu  unterscheiden.  Für  den  ersten  zeigt  Fig.  485  den  ßpannnngs- 
znstand  Z«  =  1 ;  die  Figaren  486  geben  Aufschloß  über  die  6  Angrif&weiseii, 
denen  die  Endscheibe  für  Yerschiedene  n  ausgesetzt  ist,  und  über  die  bei  diesen 
Angriffsweisen  in  den  Ersatzstäben  hervorgerufenen  Spannkräfte.  Sie  entsprechen 
der  Beihe  nach  den  Werten 


beziehungsweise 
oder 


«  =  18,    16,    14,    12,   10,   8 

n=   6,     4,     2 

n  =  SO,    28,    26,  24,  22,  20   u.  s.  w. 


Fig.  485. 


Nach  Ausscheidung  der   bereits  bei   der  Untersuchung  des  Zustandes  Z«  =  1    als 
unbrauchbar  erkannten  Fälle 

n  =  2,   8,    14,    20, 

findet  man  für  die  Determinanten  D  die  Werte 
1+10     0    1 
2)  =  I  +  1  +  1  —  1  I  =  +  1  fürn  =  4,  16,  28, 

I  0  +1  0  i 

—  10     0 

=  —  l  für  M  =  6,  18,  80, 


Z>  = 


-1-1+1 
0—10 
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Z)  = 


Z)  = 


+  10      0 

+1+1+1 

0+10 
—  10     0 

—1—1—1 

0    — l     0 


=  —  l  für  n  =  10,  22,  34, 
=  +1  für  n  =  12,  24,  86, 


und  erkennt,  daM  das  Fackwerk  in  Fig.  429  statisch  bestimmt  ist^  sobald  n—  2 
nicht  durch  3  teilbar  ist.    Für  die  brauchbaren  n  ist  die  Determinante  D  gleich  -+  1 

oder  gleich  —  1  je  nachdem  —  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist. 

Zu  einem  ähnlichen  Ergebnis  führt  die  Untersuchung  des  in  Fig.  480  dar- 
gestellten Falles  der  Aussteifung  eines  an  einer  Gurtung  liegenden  Vierecks.  Die 
Belastung  Z«  =  1,  Fig.  437,  erzeugt  in  den  durch  eine  eingeklammerte  2  gekenn- 
zeichneten Streben  doppelt  so  große  Spannkräfte  y— )  wie  in  den  übrigen.  [Die 


Fig.  487. 


Fig.  488. 

Spannkräfte  in  den  Gurtungen  sind  wieder  gleich  ±  1  •  cotg  9.    In  den  Figuren  438 
sind  die  6  verschiedenen  Belastungsfälle  für  die  Endscheibe  angegeben.    Man  findet 
+  1     0    -1| 

P=    +  1  +  1     0  i  =  —  1  für  w  =   4,  16,  28 

0    +1     0  j 

1  —  1    0   +1  I 
Z>=  I  —  1  —  l     0  I  =  +  1  für  »  =    6,  18,  30,  .  .  .  . 

I     0     -1     0  i 

29* 
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'  +  1      0     0  ; 
2>^-ft+l     Oi=+lfür  n=  10,  22,  84,  ...  . 

I  0  +i+i: 

—  10     0 
D  =    —  1  —  1     0    =  ~  1  fürn  =  12,  24,  36,  .  .  .  . 
,     0     -1—1 

Das  Fachwerk  in  Fig.  430  int  also  stoHseh  bestimmt,  sobald  n  —  2  ni€ht 
durch  3  teilbar  ist.   Für  die  brauchbaren  n  ist  die  Determinante  D  gleich  —  1  oder 

gleich  -f  1,  je  nachdem    -  eine  gerade  oder  eine  nngerade  Zahl  ist. 

Weitere  Übangsbeispiele  liefern  die  Figuren  489  bis  442. 

In  den  Figuren  489  und  440  bilden  die  Streben  einen  einzigen  zusammen- 
hängenden  Stabzug  0  12  8  4 ,   der  von  einem  Eckknoten  ausgeht  und  in 

einem  anderen  Eckknoten  endigt.  Derartige  mehrfache  Strebenfachwerke  sind  stats 
statisch  bestimmt.  In  jedem  der  beiden  vorgeführten  Beispiele  sind  zwei  F- Stäbe 
und  zwei  Z- Stäbe  einzuführen.  Die  mit  (a)  und  (b)  bezeichneten  Figuren  zeigen 
die  Belastungszustande  der  Endscheibe  für  Za  =  l  und  Zh  =  l.  Für  das  Fach- 
werk in  Fig.  489  ist  der  Zustand  Zb  =  l  das  Spiegelbild  des  Zustandes  2^=1. 
Man  findet 


für  Fig.  489       />  = 


0    +1\^ 
+  1      0  I 


1 


440 


.0+1 


=  +1. 


Fas  Fachwerk  in   Fig.   441    ist  statisch   unbestimmt,    weil   die  Anzahl    der 
Z- Stäbe   um  1  größer  ist,   als  die  Anzahl  der  T- Stäbe.    Dieser  Fall  liegt  homer 
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vor,  wenn  ein  Streben  zog  vorkommt,  der  mit  den  Gortongen  nnd  Endständern  zu- 
sammen ein  Dreiecknetz  bildet  (wie  /  II  III  IV)\  daneben  treten  dann  stets  ge- 
achlossene  Strebenzüge  auf,  z.  B.  0,  1,  2,  8,  .  .  .  8.  Bei  der  Berechnung  von  D 
ist  ein  Z-Stab  (gleichgültig,  welcher)  fortzulassen.  Man  findet  stets  2>  =  0.  um 
dies  für  Fig.  441  nachzuweisen,  genügt  es,  den  Zustand  Z«=l  zu  untersuchen; 
man  findet  F.'=0,  Fa"=0.  Das  Fachwerk  ist  also  beweglich,  trotzdem  es  einen 
überzähligen  Stab  besitzt. 


\/\ 

><   A 

XXX 

XXX 

K 

(bX, 

xrx 

XXx 

aXX 

^c 

>0< 

XaX 

S          J 

r 

Fig.  441. 

Das  in  Fig.  442  dargestellte  Fachwerk  ist  ebenfalls  statisch  unbestimmt,  weil 
zwei  F- Stäben  drei  Z- Stäbe  gegenüberstehen.  Es  ist  unbeweglich.  Läßt  man 
nämlich  den  Stab  Z«  fort,  so  findet  man 

0    —1 
—  1     0 


D  = 


Läßt  man  Z»  fort,  so  eigibt  sich 


0    — 1 
—  1    — 1 


Das  Fachwerk   besitzt   zwei   Strebenzüge.     Der  eine  beginnt  im  Knotenpunkte  Ax 
und  endigt  in  Ey,  der  andere  führt  von  A^  bis  Et- 

Beispiele  für  die  graphische  Behandlung  mehrteiliger  Strebenfachwerke  finden 
sich  in  No.  210  und  §  ö8.  In  §  58  wird  auch  die  Ermittelung  der  Einflußlinien 
erläutert  werden. 


Fig.  442. 

207.  Das  Verfahren  von  Henneberg.  Aus  einem  statisch  be- 
stimmten Fach  werke  von  k  Knotenpunkten  und  2i  —  3  Stäben,  bei 
welchem  zwei  Knotenpunkte  A  und  B  durch  einen  Stab  verbunden 
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sind,  kann  man  im  aUgemeinen  ein  solches  von  k-\-l  Knotenpunkten 
in  der  Weise  herleiten,  daß  man  einen  neuen  Knotenpunkt  D  mit 
den  Punkten  A  und  B  und  einem  dritten  Knotenpunkte  C  durch 
Stäbe  verbindet  und  den  Stab  AB  wegnimmt  Das  neue  Eachwerk 
besitzt  dann  2*  — 3  +  2  =  2  (*+ 1)  — 3Stäbe,  und  diese  Anzahl 
ist  notwendig  und  hinreichend.  Ist  man  nun  im  stände,  die  Spann- 
kräfte in  dem  Fachwerk  von  k  Knotenpunkten  zu  ermitteln,  so  kann 
.  man  auch  die  Spannkräfte  in  dem  neuen  Fach  werke  von  k-\-l  Knoten- 
punkten finden.  Man  hat  nur  nötig,  dem  Stabe  CD  die  ßoUe  eines 
Z- Stabes  und  dem  Stabe  AB  die  Rolle  eines  F- Stabes  zuzuweisen 
und  die  Spannkraft  Y  als  lineare  Funktion  der  in  D  angreifenden 
äußeren  Kraft  Pj,  und  der  Spannkraft  Z  darzustellen.  Indem  man 
dann  die  Spannkraft  Y  gleich  Null  setzt,  erhält  man  zur  Berechnung 
von  Z  die  Gleichung 

(11)  o  =  r.  +  rz. 

Hat  man  aber  Z  gefunden,  so  kann  man  die  Spannkräfte  in  den 
Stäben  DA  und  DB  ermitteln  imd  kennt  nunmehr  aUe  am  Fach  werk 
von  k  Knotenpunkten  angreifenden  Kräfte.  Ist  F'  =  0,  so  ist  das 
Fach  werk  unbrauchbar;  es  kann  von  unendlich  kleiner  oder  endlicher 
Beweglichkeit  sein. 

Ein  Beispiel  für  den  Fall  unendlich  kleiner  Beweglichkeit  ist  das  bereits 
in  No.  205  behandelte  Pascalsche  Sechseck  (Fig.  443);  hier  tritt  das  Oleichgewicht 
erst  nach  einer  nnendhch  kleinen  Bewegung  ein  und  erfordert  bei  yoUkommen 
starren  Stäben  unendlich  große  Spannkräfte.  Ein  Beispiel  für  endliche  Beweglich- 
keit zeigt  Fig.  444;  hier  liegen  zwei  durch  gleichlange  parallele  Stabe  ver- 
bundene Dreiecke  vor.  Gleichgewicht  ist  bei  diesem  Fachwerk  überhaupt  nur 
dann  möglich,  wenn  auch  Yo  =  0  ist;  dann  aber  ist  der  Gleichgewichtszustand 
kein  bestimmter.  Der  Nachweis,  daß  in  beiden  Fällen  Y'  =  0  ist,  ist  leicht 
zu  führen. 


Fig.  444. 


Da  nun  ein  statisch  bestimmtes  Fachwerk  von  k  Knotenpunkten 
und  2  k  —  3  Stäben  mindestens  einen  Knotenpunkt  besitzt,  in  welchem 
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höchstens  drei  Stäbe  zasammenkommen  (denn  liefen  in  allen  Knoten- 
punkten  mindestens   vier   Stäbe   zusammen,    so   müßten   wenigstens 

-— -=  2Ä:  Stäbe  vorhanden  sein),  so  setzt  uns  das  Hennebergsche  Bil- 

dungsgesetz  in  Verbindung  mit  dem  auf  Seite  441  unter  (1)  beschriebenen 
einfachsten  Bildungsgesetze  in  den  Stand,  jedes  Fachwerk  von  k  Knoten- 
punkten aus  dem  einfachsten  statisch  bestimmten  Fach  werke,  dem 
Dreieck,  durch  schrittweise  Angliederung  neuer  Knotenpunkte  herzu- 
leiten. Indem  man  diesen  Aufbau  verfolgt,  findet  man  stets  einen 
rechnerischen  oder  zeichnerischen  Weg  zur  Ermittelung  der  Spann- 
kräfte; derselbe  kann  allerdings,  wenn  mehrere  Knotenpunkte  durch 
drei  Stäbe  angeschlossen  werden  müssen,  recht  langwierig  und  deshalb 
für  die  Praxis  unbrauchbar  werden;  denn  die  Schwäche  des  ganzen 
Verfahrens  liegt  darin,  daß  immer  erst  die  Berechnung  des  Fachwerks 
von  k  —  1  Knotenpunkten  erledigt  werden  muß,  bevor  die  Gleichung  11 
aufgestellt  werden  kann.  Den  Unterschied  zwischen  der  Methode  von 
Henneberg  und  dem  in  No.  206  mitgeteilten  ganz  allgemeinen  Ver- 
fahren der  Stabvertauschung  wird  man  sofort  deutlich  erkennen,  wenn 
man  versucht,  die  vorhin  gelösten  Aufgaben  nach  der  Vorschrift  von 
Henneberg  zu  behandeln. 


§  52. 

Die  kinematisdie  Theorie  des  Fachwerks. 

Zu  weiteren  Eigenschaften  statisch  bestimmter  Fachwerke  werden 
uns  einige  einfache  Sätze  der  Bewegungslehre  führen,  die  wir  zunächst 
ableiten  wollen. 

208.  Der  Satz  vom  augenblioUiolieiL  Drehpunkte.  Eine  irgend- 
wie begrenzte  ebene  Scheibe  ABC  bewege  sich  in  ihrer  Ebene  aus 
einer  Lage  AiB^C^  in  die  Lage  A^B^C^^  Fig.  445.  Werden  in  den 
Mittelpunkten  der  Verbindungsgeraden  A^A^  und  B^B^  gleichliegender 
Punkte  Lote  errichtet  und  wird  deren  Schnittpunkt  Sß  bestimmt,  so 
sind  die  Dreiecke  ^i^ß^i  und  A^SßB^  gleichartig  kongruent,  und  es 
kann  deshalb  die  Scheibe  aus  der  Lage  A^^B^Cy^  durch  eine  Drehung 
um  den  Punkt  5ß  in  die  Lage  A^B^C^  gebracht  werden.  Ist  die 
Zeitdauer  der  Bewegung  unendlich  klein,  so  dürfen  bei  endlichen  Ge- 
schwindigkeiten die  Geraden  A^A^  und  B^B^  als  die  augenblicklichen 
Bewegungsrichtungen  der  Punkte  A^  und  B^  betrachtet  werden,  und 
hieraus  folgt,  daß  sich  die  Bewegung  der  Scheibe  in  jedem  AugeribUcke 
auf  eine  Drehbewegung  um  einen  festen  Punkt  5ß  xurückführen  läßt. 
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Man  nennt  diesen  Punkt  den  augenbUckUchen  Drehpunkt  oder  auch 
den  attgenbUcklichen  Pol;  seine  Lage  ist  bestimmt,  sobald  die  augen- 
blicklichen Bewegungsrichtungen  von  irgend  zwei  Punkten  der  Scheibe 
gegeben  sind.  Man  errichtet  in  jenen  Punkten  auf  deren  Bewegungs- 
richtungen Lote  und  findet  den  Pol  als  den  Durchschnittspunkt  dieser 
Lote.    Fig.  446. 


Rg,  445. 


Fig.  446. 


Werden  z.  B.  zwei  Scheiben  /  und  II  durch  zwei  Stäbe  ÄC  und 
BD  miteinander  verbunden,  Kg.  447,  und  wird  //  festgehalten,  so 

kann  sich  der  Punkt  A  nur  auf  einem 
Kreisbogen  bewegen,  der  mit  der  Stab- 
länge ÄC  xmi  C  beschrieben  wird.  Die 
Geschwindigkeit  Vj_  des  Punktes  Ä  ist 
also  rechtwinklig  zu  ÄC,  Ganz  ebenso 
findet  man,  daß  die  Geschwindigkeit  v, 
des  Punktes  B  rechtwinklig  zu  BD  ist 
Im  Schnittpunkte  G  der  beiden  Stab- 
achsen liegt  mithin  der  augenblickliche 
Drehpunkt  der  Scheibe  J.  In  diesem  Punkte 
sind  die  Scheiben  gewissermaßen  durch 
ein  Gelenk  miteinander  befestigt,  und 
man  darf  deshalb,  so  lange  es  sich  nur  um  unendlich  kleine  Be- 
wegungen handelt,  den  Punkt  O  als  den  gemeinschaftlichen  Punkt 
der  beiden  Scheiben  ansehen.  Wir  werden  G  auch  den  Pol  von  / 
gegen  II  oder,  was  dasselbe  ist,  von  //  gegen  /  nennen  und  mit  (J II) 
bezeichnen. 


^"^^^^^ 


Mg.  447. 
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209.  Darstellimg  der  Oesoliwlndigkeiten.  Bedeatet  o  die  augen- 
blickliche Winkelgeschwindigkeit  der  Drehbewegung  um  $ß,  so  ist 
die  Geschwindigkeit  irgend  eines  Punktes  A  der  Scheibe  i;^  =  cj^u4. 
Das  gegenseitige  Verhältnis  der  Geschwindigkeiten  verschiedener 
Punkte  Ä^  J5,  C  (Kg.  448)  ist  durch  die  Gleichung  bestimmt 

(1)     v^'.Vj,:va  =  W^:WB''W^' 
Denkt   man    sämtliche  Geschwindigkeiten  in  gleichem  Sinne  um 
einen  rechten  Winkel  gedreht,  so  daß  also 

ist,  so  folgt  unmittelbar  aus  der  Gleichung  (1),  daß 

A'B'  II  AB  ist,  B'C  \\  BC  und  CA'  \\  CA, 

Die  Strecken  AA\  BB\  CC  nennt  man  die  lotrechten  Oe- 
schtvindigkeiten  der  Punkte  A,  B,  C  und  erhält  den  Satz: 

Die  Endpunkte  A' B' C  ....  der  lotrechten  Oeschivindigkeiten 
der  Punkte  ABC  .  ,  .  .  bilden  eine  Figur,  welche  ähnlich  U7id 
ähnlich  liegend  xu  der  sich  bewegenden  Figur  ABC  ....  ist. 
Der  Pol  5ß  ist  der  Ähnlichkeitspunkt  beider  Figuren. 


V 

f 


Fig.  448. 


Hg.  449. 


Die  Eguren  ABC  .  . .  und  A'B'C  .  . .  werden  wir  kurz  mit  g 
und  g'  bezeichnen  und  fj'  den  Geschwindigkeitsplan  von  g  nennen. 
Zuweilen  wird  es  sich  auch  als  nützlich  erweisen,  die  lotrechten  Ge- 
schwindigkeiten zu  einem  Strahlenbüschel  zu  vereinigen.  Die  Fi- 
guren 449  (a)  und  (b)  veranschaulichen  diese  Darstellungsweise;  die  von 
irgend  einem  Nullpunkte  0  aus  aufgetragenen  Strecken  0A\  0B\  OC 
geben  nach  Größe  imd  Richtung  die  um  90°  gedrehten  Geschwindig- 
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keiten  v^,  v^^  Vo  der  Punkte  -ä,  S,  C  an.  Die  Figuren  g'  und  g  sind 
wieder  ähnlich,  sie  brauchen  aber  nicht  mehr  ähnlich  zu  li^en. 

210.    G^metrisohes  Eennzeicheii  eines  bewegllohen  Fachwerks. 

Wir  »betrachten  jetzt  eine  ebene  Stabverbindung  g  mit  den  Knoten- 
punkten 1,  2,  3, k  und  denken  uns  irgend  eioe  Figur  g'  ge- 
zeichnet, bestehend  aus  geraden  Linien,  durch  welche  die  den  Fach- 
werkknoten entsprechenden  Punkte  1',  2',  3' k'  miteinander 

verbunden  werden,  so  zwar,  daß  jedem  Stabe  ik  eine  zu  ik  parallele 
Gerade  i'k'  entspricht  Werden  dann  die  Strecken  ii'  und  kk'  als 
die  augenblicklichen  lotrechten  Geschwindigkeiten  der  Knotenpunkte  / 
Tind  k  aufgefaßt,  so  ist  der  Schnittpunkt  ^n,  der  Geraden  ii'  und  kk' 
der  augenblickliche  Pol  des  Stabes  ik  Gelingt  es  nun,  zu  der  Fach- 
werkfigur 5  ®i^6  Figur  5'  ^^  zeichnen,  welche  der  Figur  ^  nicht 
ähnlich  ist  (wie  bei  dem  unversteiften  Viereck  1  2  3  4  in  Fig.  450), 


^. 


Fig.  450. 


Rg.  451. 


so  ergeben  sich  verschiedene  augenbückliche  Drehpunkte,  und  hieraus 
folgt  die  Möglichkeit,  die  gegenseitige  Lage  der  Stäbe  durch  unendlich 
kleine  Drehungen  der  Stäbe  um  jene  verschiedenen  Pole  zu  ändern. 
Es  folgt  hieraus  der  Satz: 

Ist  es  möglich,  zu  der  Fachwerkfigur  g  eine  Figtir  g'  xn 
zeichnen,  welche  der  Figur  ^  nicht  ähnlich  ist,  so  ist  dtw? 
Fachwerk  kein  starres. 

In  diesem  Satze  besitzen  wir  ein  in  der  Regel  sehr  leicht  zu 
handhabendes  Hilfsmittel,  diejenigen  Fachwerke  zu  erkennen,  welche 
mindestens  von  unendlich  kleiner  Beweglichkeit  sind,  trotzdem  sie  die 
notwendige  Stabzahl  oder  sogar  noch  mehr  Stäbe,  als  erforderlich  sind, 
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besitzen.     Zur  Erläuterung  des  Verfahrens  mögen  folgende  Beispiele 
dienen. 

1)  Ein  Blick  auf  Fig.  451  lehrt,  daß  zwei  miteinander  durch  drei 
Stäbe  verbundene  starre  Scheiben  ein  bewegliches  Fachwerk  bilden, 
sobald  sich  die  drei  Verbindungsstäbe  in  einem  Punkte  treffen. 

2)  Um  die  Beweglichkeit  des  in  Fig.  452  dargestellten  Fachwerks 
zu  beweisen,  genügt  es,  zu  dem  Sechsecke  1  2  3  4  5  6,  an  welches  sich 
die  übrigen  Knotenpunkte  durch  je  zwei  Stäbe  angliedern  lassen,  eine 
unähnliche  Figur  1'2'3'4'5'6'  zu  zeichnen,  deren  Punkte  1',  3',  4',  6' 
wir  mit  den  entsprechenden  Fachwerksknoten  zusammenfallen  ließen. 


Fig.  452. 

3)  Das  sechsteilige  Netzwerk  in  Fig.  453  ist  bereits  in  No.  206 
analytisch  xmtersucht  xmd  als  beweglich  erkannt  worden,  weil  die 
Anzahl  der  ganzen  Felder  8  ist,  und  weil  8  —  2  den  Teiler  3  besitzt 
(Seite  448).  Man  erkennt,  daß  sich  die  mit  kleinen  Kreisen  bezeich- 
neten Punkte,  welche  einem  geschlossenen,  keinen  Teil  des  versteiften 
Vierecks  AB  CD  enthaltenden  Strebenzuge  123466781  angehören, 
bewegen  lassen,  während  alle  übrigen  Punkte  festliegen. 


Fig.  453. 

In  Fig.  453  ist  ein  System  möglicher  Geschwindigkeiten  11',  22' . . . 
der  auf  dem  Rande  liegenden  Punkte  1,  2,  ...  .  angegeben  worden; 
außerdem  sind  noch  die  Geschwindigkeiten  von  drei  Zwischenpunkten 
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a,  6,  n  eingetragen  worden.    Der  Geschwindigkeitsplan  läßt  sich  danach 
leicht  vervollständigen. 

4)  Das  unsymmetrische  sechsteilige  Netzwerk  in  Kg.  454  ist 
ebenfalls  schon  in  No.  206  untersucht  und  als  beweglich  erkaont 
worden.  Der  nur  für  die  rechte  Trägerhälfte  durch  Ziffern  beschrie- 
bene Geschwindigkeitsplan  dürfte  einer  besonderen  Erläuterung  nicht 
bedürfen. 


Fig.  454. 


6)  Soll  das  Sechseck  in  Fig.  455  untersucht  werden,  so  zeichnet 
man  zu  dem  Viereck  12  3  4  die  unähnliche  Figur  1'2'3'4',  bestimmt 
5'  mittels  2' 5'  1|  2  5  und  4' 5'  ||  4  6,  schließUch  6'  mittels  3'6'  |1  3  6  und 
1'6'  II  1  6.     Ist  dann  5'6'  ||  6  6,   so  ist  das  Sechseck  beweglich.    Daß 


Fig.  455. 


dies  nur  dann  der  Fall  ist,  wenn  das  Sechseck  ein  JFbsco&ches  ist, 
wurde  auf  Seite  443  gezeigt,  ließe  sich  aber  auch  leicht  geometrisch 
nachweisen. 
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6)  Figur  426  zeigt  ein  Pachwerk  mit  drei  festen  Auflagerge- 
lenken 1, 2, 8  und  genügend  viel  Stäben.  Man  weise  dem  Ejiotenpunkte  3 
des  Gelenkvierecks  12  3  4  den  in  der  Geraden  1  3  liegenden  Punkt  3' 
zu  und  bestimme  nun  schrittweise  die  Punkte  4'5'6'  und  T.  Fällt  7' 
in  die  Gerade  7  8,  so  ist  das  Fachwerk  beweglich. 


Fig.  456. 


211.  Die  zwanglänflge  kinematisclie  Kette.  An  das  letzte  Bei- 
spiel wollen  wir  noch  eine  Betrachtung  knüpfen,  die  uns  zu  weiteren 
Anwendungen  hinüberleiten  wird.  Beseitigen  wir  den  Stab  7  8  (Fig.  456), 
so  wird  das  Fachwerk  auf  jeden  Fall  beweglich;  es  besitzt  aber  nur 
eine  Bewegungsfreiheit,  weil  durch  Wegnahme  des  einen  Stabes  nur 
eine  Starrheitsbediugung  fortgefallen  ist.  Alle  Punkte  des  Fachwerks 
sind  gezwungen,  sich  nach  bestimmten  Richtungen  zu  bewegen,  und 
nur  über  die  Größe  der  Geschwindigkeit  eines  einzigen  Punktes  darf 
frei  verfügt  werden.  Ändert  sich  diese  freie  Oeschtvindigkeit,  so  be- 
schreiben die  Endpunkte  der  lotrechten  Geschwindigkeiten  gerade 
ähnliche  Punktreihen;  das  gegenseitige  Verhältnis  der  Geschwindig- 
keiten bleibt  also  ungeändert  Wird  die  freie  Geschwindigkeit  gleich 
Null  gesetzt,  so  werden  auch  die  Geschwindigkeiten  aller  übrigen 
Punkte  gleich  Null. 

Wir  nennen  nun  ein  bewegliches  Gebilde,  dessen  Glieder  derart 
miteinander  verkettet  sind,  daß  sie  nach  Feststellung  eines  Gliedes  (des 
Gestells  oder  Widerlagers)  gezwungen  sind,  bestimmte  Bewegungen  zu 
vollziehen,  (nach  Reuleaux)  eine  zwangläufige  kinematische  Kette  oder 
auch  kurz  eiue  zwangläufige  Kette  und  sagen:  der  Punkt  7  in  Mg.  456 
ifdrd  mittels  einer  xwangläufi^en  Kette  geführt.  Zwingen  wir  nun 
diesen  Punkt,  sich  auf  einer  zweiten,  die  erste  Bahn  kreuzenden  Bahn 
zu  bewegen,  indem  wir  ihn  durch  einen  Stab  mit  einem  festen  Punkte 
verbinden,  oder,  allgemeiner,  indem  wir  ihn  mit  Hilfe  einer  zweiten 
zwangläufigen  Kette  führen,  so  halten  wir  ihn  offenbar  in  der  Ebene 
fest  und  rauben  damit  zugleich  allen  Gliedern  der  beiden  Ketten  die 
Fähigkeit,  sich  zu  bewegen.  Aus  den  beiden  zwangläufigen  Ketten 
wird  ein  starres  Fach  werk. 
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Besitzen  jedoch  die  beiden  Bahnen  eine  gemeinsame  Tangente, 
so  bleibt  innerhalb  eines  beiden  Bahnen  gemeinsamen  Bogenelements 
eine  unendlich  kleine  Beweglichkeit  bestehen.  Haben  die  beiden 
Bahnen  ein  endliches  Stück  gemein,  so  ist  die  Beweglichkeit  sogar 
eine  endliche.  Ob  unendlich  kleine  oder  endliche  Beweglichkeit  vor- 
liegt, darüber  gibt  die  Figur  g'  natürlich  keinen  Aufschluß,  da  sie 
nur  einen  augenblicklichen  Bewegungszustand  beschreibt  und  nur  die 
Bahntangenten  liefert  Für  unsere  Zwecke  genügt  aber  diese  Be- 
schreibung vollständig,  weil  wir  das  Fach  werk  bereits  für  unbrauch- 
bar erklären,  wenn  unendlich  kleine  Bewegungen  möglich  sind.    Wir 


Fig.  457. 

empfehlen  sogar,  noch  einen  Schritt  weiter  zu  gehen  und  dafür  zu 
sorgen,  daß  sich  die  beiden  Bahnen  nicht  unter  zu  spitzen  Winkeln 
schneiden,  damit  die  von  der  Elastizität  der  Stäbe  und  Widerlager 
herrührenden  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  (deren  Ermittelung 
zu  den  Aufgaben  des  zweiten  Bandes  dieses  Buches  gehört)  nicht  zu 
groß  ausfallen. 

Ein  übersichtliches  Beispiel  zu  den  vorstehenden  Ausführungen 
ist  der  in  Fig.  457  dargestellte,  über  drei  Öffnungen  gespannte,  aus  vier 
starren  Scheiben  und  sechs  Stäben  bestehende  Bogenträger,  dessen 
Scheitelgelenk  durch  zwei  zwangläufige  Ketten  geführt  wird,  deren 
Gliederung  mit  der  Gliederung  der  in  Fig.  466  zur  Führung  des 
Punktes  7  benutzten  Kette  übereinstimmt  Fallen  die  Geraden  7  7'  und 
(7)  (7')  zusammen,  so  ist  das  Fach  werk  kein  starres. 

Ein  anderes  Verfahren,  eine  zwangläufige  Kette  in  ein  starres 
Gebilde  zu  verwandeln,  besteht  darin,  zwei  Punkte  i  und  k  durch  einen 
Stab  oder  eine  starre  Scheibe  miteinander  zu  verbinden.  Allerdings 
darf  die  durch  die  Punkte  i'  und  Ic  des  Geschwindigkeitsplanes  der 
Kette  bestimmte  Gerade  i'k'  nicht  parallel  zu  ik  sein;  sonst  bleibt  auch 
nach  Einfügung  der  starren  Verbindung  ik  mindestens  eine  unendlich 
kleine  Beweglichkeit  bestehen.  In  Fig.  458  mögen  die  Strecken  i  (i) 
und  k  (k)  nach  Größe  und  Richtung  die  wirklichen  Geschwindigkeiten 
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der  Punkte  i  und  k  darstellen;  die  Punkte  i  und  k  nähern  sich  dann 
einander  mit  der  Geschwindigkeit  c  =  t;^^  -}- 1?^^,  wo  t;,»  und  i;^,  die 
Längen  der  von  i  und  k'  auf  ik  gefällten  Lote  bedeuten.  Die  Ein- 
fügung einer  starren  Verbindung  bewirkt  nun,  daß  c  =  0  wird.  Dies 
erfordert  aber  ent^pv^eder  Vj^i  = — v^,^ 
woraus  dann  i'k'  ||  ik  folgt,  oder 
es  bedingt:  i;*<  =  0  und  v,i,  =  0\ 
dann  werden  aber  die  Geschwindig- 
keiten aller  Punkte  der  Kette 
gleich  Null. 

Die  auf  die  beschriebene  Weise 
aus  zwangläufigen  Ketten  gewon- 
nenen Fachwerke  besitzen  keinen  Kg.  458. 
überzähligen  Stab,    weil   die    eine 

Bewegungsfreiheit  der  Kette  durch  eine  einzige  Starrheitsbedingung 
vernichtet  wurde.  Dabei  muß  allerdings  vorausgesetzt  werden,  daß 
die  aus  starren  Scheiben  bestehenden  Glieder  nicht  mehr  Stäbe  ent- 
halten, als  erforderlich  sind. 

Die  Herleitung  starrer  Fachwerke  aus  zwangläufigen  Ketten  gibt 
meistens  einen  besonders  klaren  Einblick  in  das  Wesen  der  bei  ge- 
wissen ausgezeichneten  Lagen  ihrer  Glieder  auftretenden  Ausnahme- 
falle, und  schon  aus  diesem  Grunde  halten  wir  es  für  nützlich,  uns 
etwas  eingehender  mit  den  zwangläufigen  Ketten  zu  beschäftigen. 

212.  Bildimgsgesetze  nnd  Oesehwlndlgkeltspläne  zwangläuflger 
Ketten.  1)  Das  einfachste,  schon  in  den  beiden  vorhin  behandelten 
Beispielen  (Fig.  456  und  Fig.  457)  benutzte  Bildungsgesetz  besteht 
darin,  an  zwei  Knotenpunkte  A  und  B  einer  zwangläufigen  Kette^ 
die  kurz  mit  Ä  bezeichnet  werden  möge,  einen  neuen  Knoten  C 
durch  zwei  starre  Scheiben  AC  und  BC  anzuschließen.  Aus  den 
lotrechten  Geschwindigkeiten  AA'  und  BB'  der  Punkte  A  und  B 
findet  man  diejenige  von  C,  indem  man  ÄC  ^AC  imd  B'C  ^  BO 
zieht,  Fig.  459.  Durch  die  Punkte  Ä  und  &  ist  die  Bewegung 
der  Scheibe  AC  vollständig  bestimmt,  ebenso  durch  B'  und  C  die 
Bewegung  der  Scheibe  BC.  Den  zum  Punkte  D  der  Scheibe  AC 
gehörigen  Punkt  D'  findet  man  z.  B.  durch  Ziehen  der  Geraden 
ÄD'  II  AD  und  CD'  \\  CD. 

Dieses  einfachste  Bildungsgesetz  setzt  uns  in  den  Stand,  von 
einem  Gelenkviereck  ausgehend,  leicht  zu  überschauende  Ketten  zu 
bilden;    es  birgt  zwei  Ausnahmefälle. 

Liegt  nämlich  C  in  der  Geraden  AB  und  ist  die  Gerade  AB' 
parallel  zu  AB^  so  darf  man  den  Punkt  C  nach  Belieben  in  der 
Geraden  AB'  wählen.  Die  neue  Kette  ist  also  nicht  zwangläufig, 
sondern  besitzt  zwei  Bewegungsfreiheiten. 
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Fällt  dagegen  C  in  die  Gerade  AB  und  liegen  A  und  B'  nicht  in 
einer  Parallelen  zu  AB^  so  führt  unsere  Konstruktion' des  Punktes  C 
zu  einer  unendlich  großen  Geschwindigkeit  CC\    Damit  nun    diese 

Strecke  endlich  werde,  müssen  die 
^  Geschwindigkeiten    der  Punkte  A 

^      ydlllllllllllllllli^^^^^^'^"'  ^^^  ^  gleich  Null  sein;    es  muß 

^k  >4|[illlU^^^^^       ^  ^,  also  die  freie  Geschwindigkeit  der 

"W^^^       ^r ;^=^'^'        Kette  Ä  den  Wert  Null  annehmen. 

M      "^^ .,    /'-"'''^^^    '  Dann  ruht  die  Kette  Ä,  und  die 

-^  ^y    I  Bewegung    des    Punktes     C     ist 

^    /  zwangläufig. 

^^^     I  Dieses  Ergebnis  darf  uns  nicht 

^^^^^J  überraschen.    Würden  wir  nämlich 

\'^^  ^iö   Knotenpunkte  A  und    B   der 

Kette    Ä   durch    einen   Stab    ver- 
-*'  binden,  so  würden  wir  ein  starres 

Fig.  459.  Eachwerk  erhalten;  Kräfte,  die  an 

den  Gliedern  desselben  angreifen, 
sind  nicht  im  stände,  eine  Bewegung  hervorzubringen.  Dieser  Gleich- 
gewichtszustand bleibt  aber  auch  dann  bestehen,  wenn  wir  den  Stab 
AB  durch  ein  in  die  Gerade  AB  fallendes  Gelenk  in  zwei  gegen- 
einander drehbare  Teile  zerlegen,  wenn  wir  nur  dafür  sorgen,  daß 
an  den  Teilen  AC  und  CB  keine  äußeren  Kräfte  angreifen.  Ruft 
die  Belastung  der  übrigen  Glieder  der  Kette  Ä  in  AB  einen  Zug 
hervor,  so  besteht  sogar  sicheres  Gleichgewicht;  wird  Stab  AB 
gedrückt,  so  ist  das  Gleichgewicht  zwar  unsicher,  es  bleibt  aber 
ungestört,  so  lange  die  drei  Punkte  -4,  C  und  B  in  einer  Geraden 
liegen;  und  nur  dieser  augenblickliche  Zustand  steht  hier  zur  Be- 
urteilung. Dagegen  kann  man  C  in  Bewegung  setzen,  indem  man 
das  Glied  AC  oder  das  Glied  BC  gder  irgend  eines  der  mit  C  durch 
weitere  Angliederung  zwangläufig  in  Verbindung  gebrachten  Teile 
der  aus  Ä  abgeleiteten  neuen  Kette  Ä'  durch  eine  äußere  Kraft  an- 
treibt Sämtliche  Glieder  der  Kette  Ä  bleiben  hierbei  in  Buhe,  ^ 
fällt  mit  A  zusammen,  B'  mit  B\  C  wird  in  der  Geraden  AB  an- 
genommen. 

Von  einer  Kette,  die  sich  den  Belastungen  gewisser  Glieder 
gegenüber  wie  ein  starres  Gebilde  verhält,  sagt  man,  sie  befindet 
sich  gegenüber  den  an  jenen  Gliedern  angreifenden  Kräften  in  einer 
Todlage,  Sie  verliert  diese  Eigenschaft  im  allgemeinen,  sobald  das 
festgestellte  Glied  freigegeben  und  dafür  ein  anderes  Glied  zum 
Widerlager  gemacht  wird. 

So  befindet  sich  ein  Gelenkviereck  12  34,  dessen  Knotenpunkte 
1  2  3  in  einer  Geraden  liegen,  in  einer  Todlage,  sobald  das  Glied  1  4 
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festliegt  und  die  antreibende  Kraft  am  Gliede  3  4  angreift  Wird  aber 
eines  der  beiden  Glieder  1  2  oder  2  3  zum  Gestell  gemacht,  so  kann 
die  Kette  mit  Hilfe  eines  jeden  der 
drei  übrigen  Glieder  bewegt  werden. 
Liegen  alle  vier  Punkte  in  einer  Ge- 
raden, so  besitzt  die  Kette  zwei  Be- 
wegungsfreiheiten. Man  kann,  wenn 
man  das  Glied  1  4  festhält,  den  Punk- 
ten 2  und  3  beliebig  große,  vonein- 
ander unabhängige  endliche  Geschwindigkeiten  erteilen. 

2)  Zu  einer  wesentlichen  Erweiterung  des  ersten  Bildungsgesetzes 
gelangt  man,  wenn  man  jedes  der  drei  Gelenke  -4,  B  und  C  auf  die 
in  Fig.  461  veranschaulichte  Weise  durch  zwei  Stäbe  (an  deren  Stelle 
auch  zwei  Scheiben  treten  dürfen)  ersetzt  Die  Kiiotenpunkte  1,  2,  6,  6 
mögen  einer  zwangläufigen  Kette  Ä  angehören,  ihre  lotrechten  Ge- 
schwindigkeiten 11',  2  2',  5  6',  6  6'  seien  bekannt 


Fig.  460. 


>' 


Fig.  461. 


Die  Schnittpunkte  A^  5,  C  der  drei  Stäbepaare 

1—3,  2—4  I  5—7,  6—8  |  9—11,  10—12 

spielen  dieselbe  Rolle  wie  vorhin  die  Gelenke  Ä^  B,  G  Man  bestimmt  also 

A'  mit  HiKe  von  VA'  \\  lA  und  2'^    ||  2A, 
B'    „        „        .,     5'5'||5ß    .     6'ß'||6S, 


C 


A'C\\AC   „     B'C\\BC, 


Müller-Breslau,  OraphUctae  Statik.    I. 
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betrachtet  nun  C  als  gemeinschaftlichen  Punkt  der  beiden  Scheiben  / 
und  //  und  findet  dann 

3'  mit  Hilfe  von  1'3'  ||  1  3  und  C'3'  ||  (73, 
9'  „  „  „  3'9'  II 3  9  ,,  C9'  II  C9, 
8'    „      „        „    8'C'    II  SC    „     6'8'    II 6 8, 

ir  „    „      „  8'ii'||8ii,,    crii'jicii. 

Jetzt  sind  für  jede  Scheibe  die  Geschwindigkeiten  zweier  Punkte  ge- 
geben, und  damit  sind  die  Bewegungszustände  der  beiden  Scheiben 
vollständig  bestimmt.  Man  kann  auch  nach  Auüsuchung  der  Punkte 
Ä'B'C  die  Geschwindigkeiten  der  anderen  Punkte  in  einer  anderen 
Reihenfolge  ermitteln,  z.  B.  erst  4'  mit  Hilfe  von  2'4'  jj  2  4  und 
C4'  II  C4,  sodann  7'  und  12'  und  gewinnt  so  verschiedene  Proben 
für  die  Schärfe  der  Zeichnung. 

Ein  anderes  Verfahren,  welches  voraussetzt,  daß  sich  die  Punkte 
ABC  m  unbequemer  Lage  befinden  und  deshalb  nicht  benutzt  werden 
können,  ist  das  folgende. 

Man  ziehe  durch  1'  eine  Parallele  zu  1  3,  weise  in  dieser  dem 
vorläufig  unbekannten  Punkte  3'  probeweise  verschiedene  Lagen  zu, 
z.  B.  die  Lagen  3/  und  3,'  und  bestimme  die  zugehörigen  Lagen  des 
Punktes  4'  mit  HiKe  von  3'4'  ||  3  4  und  2'4'  ||  2  4,  sodann  die  zuge- 
hörigen Lagen 

von  9'  mit  Hilfe  von  3'    9'  ||  3     9  und  4'    9'  |1  4    9 
„  10'    „        „      .,     9' 10' II  9  10  „       4' 10' II  4]  10. 


Da  sich  mm  die  Punkte  3'  und  4'  in  Geraden  g^  und  g^  bewegen, 
so  müssen  auch  die  Punkte  9'  und  10'  gerade  Linien  g^  und  g^^   be- 


Digitized  by 


Google 


Kinematische  Theorie  des  Fachwerks. 


467 


schreiben.*)     In  derselben  Weise   lassen  sich  auch  die  Geraden  g^^ 
und  ^1,  finden,  in  denen  die  Punkte  11'  und  12'  liegen  müssen,  und 
es  bleibt  jetzt  nur  noch  die  auf  Seite  230  erledigte  Aufgabe  zu  lösen, 
ein  Viereck  zu  zeichnen,  dessen 
Ecken    in   gegebenen    Geraden 
liegen    und    dessen   Seiten   ge- 
gebene Richtungen  haben. 

Besonders  wichtig  ist  der 
in  Hg.  463  dargestellte  Sonder- 
fall einer  Scheibe,  die  mit  den 
Punkten  1  2  und  B  einer  zwang- 
läufigen Kette  Ä  durch  drei 
Stäbe  13,  2  4  und  BC  ver- 
bunden ist  Wir  haben  schon 
durch  die  ganze  Bezeichnung 
hervorgehoben,  daß  zwei  der 
vorhin  angenommenen  Stäbe- 
paare zu  Gelenken  B  und  C  zu- 
sammengeschrumpft sind. 


Fig  463. 


3)  Verbindet  man  einen  Stab  3  4  (Fig.  464)  durch  zwei  Stäbe  1  3 
und  2  4  mit  Punkten  1  und  2  einer  zwangläufigen  Kette  Ä,  so  erhält 
man  ein  bewegliches  Gebilde,  das  zwei  Bewegungsfreiheiten  besitzt,  da 
man  den  Punkten  3  und  4  Geschwindigkeiten  erteilen  kann,  die  un- 
abhängig von  dem  durch  die  Angabe  einer  Geschwindigkeit  vollständig 
beschriebenen  Bewegungszustande  der  Kette  S  sind.  Bedingung  ist 
nur,  daß  3'  in  der  durch  V  parallel  zu  1  3  gezogenen  Geraden  g^ 
liegen  muß  und  4'  in  der  durch  2'  parallel  zu  2  4  gezogenen  Ge- 
raden g^.  Ximmt  man  3'  willkürlich  an,  so  ist  4'  bestimmt  durch 
3'  4'  II  3  4.  Schließt  man  nun  einen  neuen  Knoten  5  durch  zwei  Stäbe 
an  den  Punkt  3  und  einen  der  Kette  S  angehörigen  Punkt  6  an,  so- 
dann 7  an  4  und  5  und  fährt  in  dieser  Weise  fort,  so  kann  man  die 
zum  Geschwindigkeitspunkte  3'  gehörigen  Geschwindigkeitspunkte  5', 
7',  .  .  .  .  mittels  Ziehen  von  Parallelen  festlegen.  Weist  man  3'  die 
beiden  Lagen  3^'  und  32'  zu,  so  erhält  man  für  jeden  auf  die  be- 
schriebene Weise  angeschlossenen  Knotenpunkt  n  zwei  Punkte  n^'  und 
n,,  und  diese  bestimmen  eine  Gerade  gr»,  in  der  sich  //  bewegt,  so- 
bald 3'  die  Gerade  g^  beschreibt 

Die  Lage  der  Geraden  g^  hängt  von  der  Größe  der  fi-eien  Ge- 
schwindigkeit   der    Kette   St    ab.      Da    aber  g^^   ^4,   g^    eine    feste 


*)  Die  zu  den  Punkten  einer  starren  Scheibe  gehörigen  Geraden  g  schneiden 
sich  in  einem  Punkte. 


80< 
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Richtung  besitzen,  weil  sie  der  Reihe  nach  parallel  zu  den  Stab- 
achsen 1  3,  2  4  und  6  5  sind,  so  behalten  auch  aUe  übrigen  Oeraden  g^ 
ihre  Riehtungen  unverändert  bei,  wenn  sich  die  Qröße  der  Geschwindig- 
keiten der  Punkte  1,  2,  6  ändert.  Ruht  die  Kette  Ä,  so  fällt  1'  mit  1 
zusammen,  2'  mit  2,  6'  mit  6;  es  geht  dann  g^  durch  3,  g^  durch 
4  und  allgemein  g^  durch  n. 


Fig.  464. 

Soll  nun  die  neue  Kette  zwangläufig  werden,  so  muß  die  zweite 
Bewegungsfreiheit  verschwinden.  Dies  kann  man  dadurch  erreichen, 
daß  man  irgend  einen  der  an  Ä  angeschlossenen  Knotenpunkte  n  durch 
eine  andere  zwangläufige  Kette  führt,  beispielsweise  durch  einen  Stab  n/", 
welcher  n  mit  einem  Punkte  f  des  Widerlagers  verbindet  Der  Punkt  n 
muß  daun  in  der  Geraden  nf  liegen;  er  fällt  also  in  den  Schnittpunkt 
der  Geraden  g^  und  nf.  Durch  diese  Angabe  sind  aber  die  Geschwin- 
digkeiten sämtlicher  Punkte  der  an  die  Kette  Ä  und  den  Punkt  f 
angeschlossenen  Glieder  eindeutig  bestimmt. 

Wir  wollen  die  auf  diesem  Wege  schließlich  erhaltene  Kette  mit 
JE'  bezeichnen,  und  die  an  die  Kette  Ä  und  den  Punkt  /'angeschlossenen 
Glieder  unter  der  kurzen  Bezeichnung  Ä'  —  Ä  zusammenfassen. 

Es  sind  zwei  Ausnahmefälle  zu  beachten.  Geht  nämlich  die  Ge- 
rade g^  durch  die  beiden  Pimkte  n  und  /*,  so  darf  n  nach  BeUeben 
in  der  Geraden  nf  angenommen  werden;  die  Kette  JE'  ist  also  nicht 
zwangläufig,  sondern  behält  zwei  Bewegungsfreiheiten.  Ist  zweitens  fn 
parallel  zu  der  nicht  durch  n  gehenden  Geraden  (/.,  so  rückt  n    zn- 
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nächst  ins  Unendliche.  Es  müssen  dann  die  Geschwindigkeiten  der 
Punkte  1,  2,  6  gleich  Null  gesetzt  werden.  Die  Kette  Ä  ruht  nun- 
mehr, die  Gerade  g^  fällt  mit  der  Achse  des  Stabes  f7i  zusammen 
und  es  ist  möglich,  dem  Punkte  n  und  allen  Gliedern  der  Gruppe 
fi'  —  ß  eine  beliebige  Geschwindigkeit  nn'  zu  erteilen.  Die  Kette  SJ' 
ist  also  zwangläufig,  sie  befindet  sich  aber  gegenüber  allen  an  Glie- 
dern der  Kette  S  augreif enden  Kräften  in  einer  Todlage  und  kann 
nur  durch  Antreiben  von  Gliedern  der  Gruppe  ffi'  —  Ä  bewegt  werden. 
Die  Glieder  der  Kette  Ä  bleiben  bei  jeder  auf  diese  Weise  einge- 
leiteten Bewegung  in  Euhe. 

Wii*  dürfen  natürlich  nicht  vergessen,  daß  wir  uns  auf  die  Be- 
schreibung einer  unendlich  kleinen  Bewegung  beschränkt  haben,  und 
daß  die  Kette  durch  die  geringsten  elastischen  Formänderungen  aus 
der  durch  fn  ||  g^  gekennzeichneten  besonderen  Lage  gebracht  werden 
kann.  Es  gibt  aber  auch  Fälle,  in  denen  bei  Belastung  der  Kette  Ä 
sicheres  Gleichgewicht  vorhanden  ist 

Ein  anderes  Verfahren,  die  zweite  Bewegungsfreiheit  aufzuheben, 
besteht  darin,  zwei  Knotenpunkte  m  und  w,  von  denen  aber  wenigstens 
einer  ein  Knotenpunkt  der  an  Ä  angeschlossenen  Gliedergruppe  sein 
möge,  durch  einen  Stab  zu  verbinden.  Gehört  nun  m  der  Kette  Ä 
an,  so  ist  n  ohne  weiteres  als  Schnittpunkt  der  Geraden  g^  und  der 
durch  m'  parallel  zu  mn  gezogenen  Geraden  g  bestimmt,  vorausgesetzt, 
daß  g  und  g^  nicht  zusammenfallen  oder  nicht  parallel  sind.  Fällt  g 
mit  g^  zusammen,  so  darf  n  beliebig  in  g^  angenommen  werden;  die 
neue  Kette  Ä'  ist  trotz  Einfügung  des  Stabes  mn  nicht  zwangläufig, 
sondern  behält  zwei  Bewegungsfreiheiten.  Ist  g^  \\  </,  so  befindet  sich 
die  Kette  nach  Einfügung  des  Stabes  mn  gegenüber  den  an  Ä  an- 
greifenden Kräften  in  einer  Todlage,  sie  ist  aber  zwangläufig. 

Gehören  beide  Punkte  m  und  n  dem  Teile  §: — ft  an,  so  läuft 
die  Aufgabe,  die  Punkte  m'  und  n  in  den  Geraden  g^  und  g^  so  zu 
bestimmen,  daß  m'ri  ||  mn  ist  und  jedem  Stabe  ik  des  Teiles  Ä' — Ä 
eine  zu  ik  parallele  Gerade  %k'  entspricht,  wieder  darauf  hinaus,  ein 
Polygon  3'  4'  5'  ...  m'  ...  7i'  zu  zeichnen,  dessen  Ecken  in  gegebenen 
Geraden  g^^  g^^  g^^  -  -  .  gm  -  -  •  9»  liegen  und  dessen  Seiten  gegebene 
Richtungen  haben.  Man  erhält  dann  (s.  Seite  230)  für  n'  noch  einen 
zweiten  Ort  g\.  Fallen  die  Geraden  g\  und  g^  zusammen,  so  bleibt  die 
zweite  Bewegungsfreiheit  bestehen.  Ist  g\  \\  g^,  so  besitzt  die  Kette  S' 
wieder  eine  Todlage  und  kann  durch  Glieder  der  Kette  Ä  nicht  an- 
getrieben werden;  sie  ist  aber  zwangläufig. 

Eine  zweite  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe  stützt  sich  darauf, 
daß  die  Strecke  nn  nicht  nur  als  die  um  90°  gedrehte  endliche  Oe- 
schvÄndigkeit  des  Punktes  n  aufgefaßt  werden  darf,  sondern  auch  als 
die   in  unendlich  großem  Maßslabe   aufgetragene,   um  90°  gedrehte 
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verschiüindend  kleine  Verschiebung  dieses  Punktes.  Die  Strecke  X».,  um 
welche  sich  der  Abstand  l„^  der  Punkte  m  und  n  ändert,  wird  durch 
den  Abstand  der  durch  m'  und  n  zu  mn  gezogenen  beiden  Parallelen 
dargestellt,  Kg.  465  (vergl.  auch  Seite  463  Fig.  458);  ihr  Vorzeichen 
sei  durch  die  Bestimmung  gegeben,  daß  die  lotrechten  Verschiebungen 
mm'  und  nn  der  Knotenpunkte  durch  Rechtsdrehung  in  ihre  wirk- 
lichen Lagen  m{m)  und  n{n)  gebracht  werden.  Daraus  folgt  z.  B. 
daß  X^^  in  Fig.  465  positiv  ist,  weU  sich  m  von  n  entfernt. 


/ 


I 
\ 


Fig.  465. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  sei  die  lotrechte  Verschiebung  3  3'  des 
Knotenpunktes  3  der  vorhin  untersuchten  Kette  (Fig.  464)  die  Folge 
der  Längenänderung  Xgg  eines  dehnbaren  Stabes,  der  3  mit  2  ver- 
bindet, so  können  wir  die  Änderung  X„„  der  Strecke  mn  als  Funktion 
ersten  Grades  der  Größe  Xgj  und  der  die  Bewegung  der  Kette  Ä  be- 
stimmenden freien  Geschwindigkeit  darstellen.  Es  geht  dies  ohne 
weiteres  daraus  hervor,  daß  die  Punkte  3'm'n  ähnliche,  gerade  Punkt- 
reihen beschreiben,  welche  durch  Angabe  der  Größe  der  Geschwindig- 
keit eines  Punktes  der  Kette  St  bestimmt  sind. 

Wir  erhalten  einen  Ausdruck  von  der  Form 

(2)       A,i.«=  A  «,»-[-  A  ^„*  Ag3. 

Hierin  bedeutet  X'».«  die  Änderung,  welche  der  Abstand  ww  für  den 
Fall  erfährt,  daß  X^,  =  0  ist,  daß  also  der  Stabzug  13  4  2  durch 
Einfügung  eines  starren  Stabes  2  3  zwangläufig  an  die  Kette  ^  an- 
geschlossen ist,  und  X"^»  bezeichnet  den  Einfluß  der  Ursache  X,,  =  1 
auf  X««,  das  ist  die  Änderung,  welche  der  Abstand  mn  erleidet 
wenn  X'^«=  0  gesetzt  und  der  Stab  2  3  um  Xg,  verlängert  wird.  Die 
Kette  Ä  bleibt  bei  der  Ermittelung  von  X"^»  in  Ruhe,  und  der  Punk  3' 
wird  in  der  Geraden  1  3  so  angenommen,  daß  die  Länge  des  von  3' 
auf  die  Gerade  2  3  gefällten  Lotes  gleich  +  ^23  ^^t 
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Werden  nun  die  Punkte  m  und  n  durch  einen  starren  Stab  ver- 
bunden, so  ergibt  sich  die  Starrheitsbedingung  X«»  =  0,  und  aus  dieser 
folgt  dann  für  die  dem  Stabe  2  3  zuzuschreibende  Längenänderung 
der  Wert 

(3)    X„  =  -l^. 

Ist  X"««  =  0  und  zugleich  auch  X'^»  =  0,  so  bleibt  X,8  unbestimmt; 
die  Kette  behält  die  zweite  Bewegungsfreiheit  Versch^vindet  aber  nur 
X"^.,  während  X'««  endlich  ist,  so  muß,  damit  X'«»  =  0  werde,  die 
Kette  S  in  Buhe  bleiben,  und  es  tritt  dann  die  mit  Zwangläufigkeit 
verbundene  Todlage  ein. 

Durch  die  vorstehende  Untersuchung  sind  wir  mm  zu  dem  fol- 
genden ganz  allgemeinen  Yerfahren  geführt  worden. 

Hat   man   eine  Kette  ffi'   durch  Beseitigung  von  Stäben   (deren 

Längen  gleich  it.,  «», %r  seien)  und  Einfügung  von  ebensoviel 

dehnbaren  Ersatzstäben  (welche  die  Längen  y.,  t/n  •  •  •  ^r  haben)  in 
eine  zwangläufige  Kette  Ä  verwandelt,  für  welche  die  Konstruktion  des 
Verschiebungsplanes  bekannt  ist,  so  ist  man  im  stände,  die  Längen- 
änderungen Ca,  Cft  .  .  .  Cr  der  Strecken  ^„  ;tj,  ....  x^  als  Funktionen 
ersten  Grades  der  Längenänderungen  tq.,  tt]»,  .  .  -/j^  der  dehnbaren  Er- 
satzstäbe und  der  freien  Geschwindigkeit  der  Kette  Ä  darzustellen. 
Man  findet 


(4) 


C«  =  Co*  +   C««'»l«  +   Saft*»!*  + +    Cor'^lr 

Cft  =•  C»0  ~T~  Zbo''\a  ~r   'obb''fib    ~\~ ~h  ^br'^r 


Zf  =  Cro  +  CraTQ«  +  Cr&%  "f +  Zrr-^r, 

WO 

feaoj     «t»?    ....     (^f.0 

die  Änderungen  der  Längen  ;t«,  j?^,  .  .  ^^  für  den  Fall  bedeuten,  daß 
alle  t)  gleich  Null  sind,  daß  also  die  Ersatzstäbe  starr  angenommen 
werden,  während 

die  Längenänderungen  der  Strecken  ;?:,,  r^,  .  .  :t^  infolge  der  Ursache 
7].  =  1  sind,  ebenso 

Ca»)    C&&)    •     •    •    Cr» 

die  Änderungen  der  x  infolge  von  tq»  =  1,  u.  s.  w. 

Setzt   man   schließlich    sämtliche    Werte  C«j  C*?  •  •  •   Cr   gleich 
Null,  so  erhält  man  ein  System  linearer  Gleichungen,  deren  Wurzeln 
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•»j.,  •»)»,...  Tf]^  diejenigen  Längenändeningen  angeben,  welche  die  Er- 
satzstäbe erfahren  müssen,  wenn  es  möglich  sein  soll,  die  beseitigten 
Stäbe  wieder  einzusetzen,  ohne  die  Bew^ong  der  Kette  aufzuheben. 
Verschwindet  die  Determinante  jener  r  Gleichungen,  so  ist  die  Kette  &' 
nicht  zwaogläufig,  trotzdem  sie  die  erforderliche  Oliederzahl  besitzt, 
oder  sie  ist  zwar  zwangläufig,  läßt  sich  aber  nicht  mit  Hilfe  eines 
jeden  Gliedes  antreiben. 

Ersetzt  man  z.  B.  den  in  Fig.  ,464  an  die  Knoten  1  und  2  einer 
zwangläufigen  Kette  £  angeschlossenen  Stabzug  13  4  2  durch  einen  aus 
vier  Stäben  bestehenden  Zug  13  4  5  2  imd  schließt  man,  genau  wie 
Torhin,  weitere  Knotenpunkte  zweistäbig  an,  so  erhält  man  zunächst 
eine  Kette,  welche  drei  freie  Geschwindigkeiten  besitzt  Die  Zwang- 
läufigkeit  kann  dann  im  allgemeinen  durch  Hinzufügong  von  zwei 
Stäben  ^.,  z»  erreicht  werden,  denen  zwei  vom  Knotenpunkte  2  nach 
den  Knotenpunkten  3  und  4  gehende,  eingefügte  dehnbare  Stäbe  yl^  y^ 
gegenüberstehen.   Zur  Berechnung  von  t).  imd  t\^  dienen  die  Gleichungen 


(5) 
sie  liefern  die  Werte 


0  =  Ca«  +  Zaa'^la  +  C^ft'»)* 


.0  = 
10  = 


(0)    1-  =  —  ^ '    ^»      ^  ^ 


wo 


D  = 
A  = 


Ca«  Co» 


=^=  C««C»&  C*oSa» 


Ist  1^  ^  0,  so  sind  iq«  und  iq»  eindeutig  bestimmt,  und  die  Kette  R 
ist  zwangläufig.j 

Ist  D  =  0  und  D.  ^  0,  so  ist  D»  ^  0,  und  man  erhält  tq.  =  4:  oc, 
Y)t  =  ±  00.  Sollen  aber  diese  Strecken  endlich  werden,  so  müssen  ?•• 
imd  Zb0  gleich  Null  sein.  Die  Kette  Ä  muß  also  ruhen,  und  die 
Kette  Ä'  befindet  sich  gegenüber  den  an  Ä  angreifenden  Kräften  in 
einer  Todlage;  sie  ist  aber  zwangläufig,  denn  zwischen  t).  und  tj»  be- 
steht die  Beziehung 

■^1«  •'"16=  Zab  '  Zam  ==  Cft«  •  Sfr«) 

welche  für  die  Verhältniszahl  tq«  :  ti^  einen  endlichen  Wert  liefert 
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In  allen  anderen  Fällen  ist  die  Kette  fi'  nicht  zwangläufig,  son- 
dern'besitzt  zwei  oder  drei  Bewegungsfreiheiten. 

Das  Verfahren,  die  Darstellung  der  Geschwindigkeiten  einer  kine- 
matischen Kette  auf  die  wiederholte  Lösung  einer  einfachen  geome- 
trischen Aufgabe  und  die  Auflösung  eines  Systems  linearer  Gleichungen 
zurückzuführen,  entspricht  dem  in  No.  206  zur  Berechnung  der  Spann- 
kräfte in  den  Stäben  eines  Fachwerks  benutzten  allgemeinen  Verfahren 
der  Stabvertauschung.  Auch  im  zweiten  Bande  werden  wir  bei  der 
Ermittelung  der  von  den  elastischen  Längenänderungen  der  Fachwerk- 
stäbe herrührenden  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  in  schwierigen 
Fällen  mit  einfachen  geometrischen  Konstruktionen  und  linearen  Glei- 
chungen, deren  Wurzeln  die  Läugenänderungen  gewisser  eingefügter 
Ersatzstäbe  sind,  arbeiten,  so  daß  wir  es  hier  mit  einem  sehr  frucht- 
baren allgemeinen  Verfahren  zu  tun  haben .*) 

Wir  heben  schon  an  dieser  Stelle  unseres  Buches  hervor,  daß  die 
Aufgabe:  die  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  infolge  der  Ände- 
rungen sämtlicher  Stablängen  zu  finden,  die  vorhin  gelöste  Aufgabe 
als  Sonderfall  einschließt,  weil  es  .sich  bei  dieser  Untersuchung  nur 
lun  den  Einfluß  der  Längenänderungen  einiKehier  Stäbe  —  der  y-Stäbe  — 
gehandelt  hatte. 

213.  Abändemng  der  Auflagerbediognngen  einer  zwangläuflgen 
Kette.  Es  ist  häufig  zweckmäßig,  den  Geschwindigkeitsplan  einer 
zwangläufigen  Kette  zimächst  unter  der  Voraussetzung  zu  zeichnen, 
daß  nicht  das  wirkliche  Widerlager  {w)  sondern  irgend  ein  anderes 
Glied  der  Kette  festgestellt  wird.  Ist  dann  $ß  der  augenblickliche  Dreh- 
punkt des  Widerlagers  w  und  nn  die  Geschwindigkeit  irgend  eines 
Punktes  von  w^  so  kann  man  die  wirklichen  Auflagerbedingungen 
nachträglich  in  der  Weise  leicht  erfüDen,  daß  man  die  ganze  Kette, 
die  man  nunmehr  als  starr  ansieht,  so  um  den  Pol  5ß  dreht,  daß  sich 
der  Punkt  n  mit  einer  Geschwindigkeit  n'n  bewegt,  die  gleich  und 
entgegengesetzt  der  Geschwindigkeit  nn  ist  Es  ergeben  sich  dann  für 
alle  Punkte  i  der  Kette  Geschwindigkeiten  i"i,  welche  nach  Seite  457 
durch  die  Bedingung  bestimmt  sind,  daß  die  Punkte  i"  eine  Figur  g" 
bilden  müssen,  welche  ähnlich  und  ähnlich  liegend  zu  der  Figur  ^  der 
Kette  ist,  so  zwar,  daß  der  Pol  5)3  der  Ähnlichkeitspunkt  beider  Figuren 


♦)  Besonders  brauchbar  ist  dieses  Verfahren  für  das  räumliche  Fachwerk,  dessen 
allgemeine  Untersuchung  der  Verfasser  in  einer  Reihe  von  Abhandlungen  im  Zentral- 
blatt der  Bauverwaltung  1891,  1892,  1902,  1903  durchgeführt  hat.  Eine  Zusammen- 
fassung dieser  Arbeiten  findet  der  Leser  im  letzten  Abschnitte  der  1904  erschienenen 
dritten  Auflage  von  Müller-Breslau,  Die  neueren  Methoden  der  Festig- 
keitslehre und  der  Statik  der  Baukonstruktionen. 
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ist  Die  Zusammensetzung  der  Geschwindigkeiten  i"i  und  ii'  liefert 
schließlich  die  Geschwindigkeiten  %'i.  Die  Ermittelung  des  Poles  ^ 
ist  übrigens  nicht  unbedingt  erforderlich;  es  genügt,  die  Figur  g" 
durch  Angabe  zweier  Punkte  zu  bestimmen. 


Es  seien  z.  B.  w,  /,  «',  k  (Fig.  466)  Biiotenpunkte  einer  zwang- 
läufigen Kette,  und  7n\  l\  i\  k\  die  Punkte  eines  für  irgend  eine 
Stützung  gezeichneten  Geschwindigkeitsplanes  %\  Die  in  Fig.  466  di<- 
Punkte  ?w,  Z,  i,  A  verbindenden  Linien  sollen  keine  Stäbe  vorstellen, 
es  sei  vielmehr  über  die  Gliederung  der  Kette  nichts  festgesetzt  Nun 
sollen  die  Auflagerbedingungen  wie  folgt  geändert  werden:  Punkt  /// 
soll  ruhen,  Punkt  k  soll  in  einer  Geraden  /*  geführt  werden.  Die 
erste  Änderung  verlangt,  daß  der  Punkt  m'  mit  dem  Punkte  m'  zu- 
sammenfällt, da  ja  die  Strecke  m'm  gleich  Null  sein  soll;  die  zweite 
fordert  für  den  Punkt  k  eine  zur  Geraden  /*  rechtwinklige  Strecke 
k"k' .  Da  nun  die  Figuren  g"  und  g'  ähnlich  sein  sollen,  so  muß 
m'k"  II  mk  sein.  Damit  ist  aber  der  Punkt  k"  und  auch  die  Figur  g" 
vollständig  bestimmt;  man  findet  z.  B.  i"  mit  Hufe  von  m'i"  ||  mi 
und  k"i"  II  Ä:t,  ist  also  im  stände,  die  Geschwindigkeiten  i"i  aller 
Punkte  der  Kette  für  die  abgeänderte  Stützung  anzugeben. 

Vereinigt  man  nach  Fig.  449  die  Geschwindigkeiten  ii'  und  /"/ 
zu  einem  Strahlenbüschel,  so  sind  die  Figuren  g  und  %"  ebenfalls 
ähnlich,  sie  brauchen  aber  nicht  mehr  ähnlich  zu  liegen. 

214.  Die  Ermittelung  der  angenbliokliohen  Drehpole  der  Glieder 
einer  zwangläoflgen  Kette  läßt  sich  häufig  auch  ohne  die  Konstruktion 
eines  Geschwindigkeitsplanes  mit  Hilfe  eines  Satzes  durchführen,  der 
sich  auf  die  gegenseitige  Bewegung  dreier  in  derselben  Ebene  befind- 
lichen Scheiben  bezieht 
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Bewegt  sich  eine  ebene  Scheibe  I  gegen  eine  ruhende  Scheibe  IT, 
so  dreht  sich  I  augenblicklich  um  einen  festen  Pol,  der  mit  (///)  be- 
zeichnet werden  möge;  in  ilun  siad  die  beiden  Scheiben  I  und  //  ge- 
wissennaßen  gelenkartig  miteinander  verbunden.  Wird  nun  beiden 
Scheiben  gleichzeitig  noch  eine  Bewegung  gegen  eine  dritte  Scheibe  /// 
erteilt,  so  dreht  sich  I  um  einen  augenblicklichen  Pol  {IUI)  und  II 
um  einen  augenblicklichen  Pol  {IIIII),  Der  vorhin  ruhende  Pol  (///) 
bewegt  sich;  ein  in  ihm  auf  seiner  augenblicklichen  Bewegungsrichtung 
errichtetes  Lot  muß  sowohl  durch  den  Pol  {HIT)  als  auch  durch 
den  Pol  {Hill)  gehen,  weil  {III)  als  gemeinschaftlicher  Punkt  der 
beiden  Scheiben  /  und  //  betrachtet  werden  darf.  Hieraus  folgt,  daß 
die  drei  Pole  (///),  {IIII)^  {Hill)  in  einer  Geraden  liegen. 


Fig.  467. 


Folgt  eine  zwangläufige  Kette  einem  der  in  No.  213  unter  1) 
und  2)  beschriebenen  Bildungsgesetze,  so  beruht  die  Ermittelung  ihrer 
Pole  auf  der  Lösung  der  Orundaufgabe:  Seien  (Fig.  467)  I  und  II 
Glieder  einer  zwangläufigen  Kette,  {Iw)  und  {II w)  ihre  Pole  gegen 
das  Widerlager  w^  {HT)  der  Pol  von  /  gegen  //;  seien  ferner  III 
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und  IV  zwei  Scheiben,  die  in  der  Weise  an  /  und  //  zwangläufig  an- 
geschlossen sind,  daß  sich  ///  gegen  J  um  den  Pol  {IUI)  dreht, 
IV  gegen  //  um  (IV 11)  und  ///  gegen  IV  um  {III IV)]  gesucht 
seien  die  Pole,  um  welche  sich  III  imd  IV  gegen  w  drehen.*) 

Man  findet  mit  Hufe  des  oben  bewiesenen  Satzes  der  Reihe  nach 

(IZ7IZ)  als  Schnittpunkt  derGeraden(JIZ/F)  (/Fi/)  und  (////)  (///) 
(IV I)     „  ,;  „         „       (IV II)    (III)      ,(IVIII)(IIII) 

(IIIw)    ,,  ,  „         „        (IUI)     (Iw)       ,,  (IIIII)(IIu) 

(IV w)    „  (IV II)   (II w)     „     (IVI)(Iw) 

oder    ,,         „        (III IV)  (III  tr)    „     (IVI)(Iw). 

Nach  diesem  Schema  ist  z.  B.  die  Polkonfiguration  der  in  Kg.  468 
dargestellten  zwangläufigen  Kette  gezeichnet  worden.  Zuerst  wurden 
die  Pole  des  Gelenkvierecks  will III  und  hierauf  der  Pol  der 
Scheibe  IV  gegen  das  Widerlager  w  bestimmt. 


Fig.  468. 

Die  Ermittelung  der  Pole  ohne  Zuhilfenahme  eines  Geschwindig- 
keitsplanes läßt  sich  auch  bei  den  zwangläufigen  Ketten  leicht  durch- 
führen, die  aus  Gebilden  mit  zwei  Bewegungsfreiheiten  durch  Hinzu- 
fügung einer  Starrheitsbedingung  gewonnen  werden.     Sie  stützt  sich 


*)   Es   ist   nicht   notwendig,   daß  die  Scheiben  J,  //i,  /F,  IT  in  Gelenken 
(1111)^  (III IV)  j  (IV II)  aneinanderhängen,  wie  dies  in  Fig.  467  vorausgesetzt  ist. 
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darauf,  dass,  solange  die  zweite  Bewegungsfreiheit  besteht,  für  jeden 
Pol  mindestens  ein  geometrischer  Ort  angegeben  werden  kann.  Da 
dieses  Verfahren  aber  meistens  weniger  einfach  ist  als  die  Polbe- 
stinmiung  mit  Hilfe  eines  Geschwindigkeitsplanes  (dessen  Konstruktion 
ebenfalls  auf  der  Ermittelung  der  Örter  g^  der  Punkte  n  beruht)  so 
gehen  wir  hier  nicht  weiter  darauf  ein.  Ein  Beispiel  findet  sich  in 
No.  216,  Fig.  487. 

215.  Berechnung  der  Innern  Kräfte  und  Stutzenwiderst&nde  eines 
Eaohwerks  mit  Hilfe  der  Plgor  Qf'.  Auf  eine  starre  Scheibe  mögen 
beliebige  äußere  Kräfte  öi,  Q%^  -  Qm  wirken,  welche  miteinander 
im  Gleichgewicht  sind.  Ihre  Hebelarme  in  Bezug  auf  irgend  einen 
Drehpunkt  5)3  seien  Aj,  ä,,  .  .  .  .  ä^  (Fig.  469).  Dann  besteht  die  Gleich- 
gewichtsbedingung 

(8)     2  (?Ä  =  0, 


Fig.  469.  Fig.  470. 

in  welcher  sich  das  Zeichen  2  über  sämtliche  Kräfte  Q  erstreckt.  Be- 
trachtet man  $ß  als  den  augenblicklichen  Pol  einer  unendlich  kleinen 
Drehbewegung  und  stellt  man  die  lotrechten  Geschwindigkeiten  der 
in  den  Richtungen  der  Kräfte  0,,  ö»  •  •  ö-  beliebig  angenonmienen 
Angriffepunkte  1,  2,  ...  w  mit  Hilfe  einer  Figur  g'  dar,  so  besteht 
zwischen  den  von  den  Punkten  1\2\  ,  .rn  auf  die  Kräfte  öu  ö»  •  •  C^m 
gefällten  Loten  c^,  Cg  .  .  c^  und  den  entsprechenden  Hebelarmen  h  die 
Beziehung 


«1  _ 

= . . 

Konstante, 

denn  es  ist  ja 

l'l 

15ß 

2'2 
2^' 

=  .  . 

=  Konstante. 

Die 

Gleichung  8  geht 

.  also  über 

in 

(9) 

Söc  =  0. 
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Es  liege  nun  ein  aus  mehreren  Scheiben  zusammengesetztes  Ge- 
bilde vor,  an  welchem  sich  äußere  Kräfte  Q  das  Gleichgewicht  halten. 
Das  Gebilde  sei  kein  starres;  es  sei  vielmehr  möglich,  die  einzelnen, 
in  reibungslosen  Gelenken  aneinander  hängenden  Scheiben  um  ver- 
schiedene Pole  zu  drehen.  Für  irgend  einen  augenblicklichen  Be- 
wegungszustand sei  eine  Figur  g'  gezeichnet,  und  für  jede  Scheibe 
sei  die  Gleichgewichtsbedingung  (9)  aufgestellt.  Dann  werden  in 
diesen  Gleichungen  neben  den  äußeren  Kräften  auch  die  Kräfte  D 
vorkommen,  mit  denen  die  Scheiben  in  den  Gelenken  aufeinander 
wirken,  Fig.  470.  Werden  aber  schließlich  alle  jene  Gleichungen 
addiert,  so  heben  sich  die  von  den  Kräften  D  herrührenden  Glieder 
paarweise  auf,  und  daraus  folgt,  daß  die  Gleichung  (9)  nicht  nur  für 
eine  einzelne  Scheibe,  sondern  auch  für  ein  Scheibengebilde  gilt, 
u.  a.  auch  für  ein  Fach  werk,  denn  Stäbe  sind  besondere  Fälle  von 
Scheiben.  Beachtet  man  schließlich  noch,  daß  c^  die  Projektion  der 
Geschwindigkeit  des  Angriffspunktes  m  der  Kraft  Q^  auf  die  Richtung 
von  Q„  darstellt,  so  erkennt  man  auch,  daß  die  Gleichung  SOc=0 
das  bekannte  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ausspricht 

Die  Gleichgewichtsbedingung  2Qc  gestattet  häufig  eine  außer- 
ordentlich schnelle  und  übersichtliche  Berechnung  der  Spannkräfte  und 
Stützenwiderstände  statisch  bestimmter  Fachwerke. 

Soll  die  Spannkraft  S^  in  einem  zwei  Knoten  i  und  k  verbin- 
denden Stabe  berechnet  werden,  so  verwandle  man  das  Fachwerk 
durch  Wegnahme  jenes  Stabes  in  eine  zwangläufige  kinematische  Kette, 
lasse  an  dieser  in  i  und  k  die  Spannkräfte  St^  als  äußiere  Kräfte 
angreifen,  zeichne  einen  Geschwindigkeitsplan  g',  wobei  die  Größe 
der  Geschwindigkeit  irgend  eines  Punktes  beliebig  groß  angenommen 
werden  darf,  und  stelle  für  alle  an  der  beweglichen  Stabverbindung 
angreifenden  Kräfte  die  Gleichgewichtsbedingung  2Qc  =  0  auf.  Wer- 
den bei  der  gedachten  unendlich  kleinen  Bewegung  die  Auflagerbe- 
dingungen erfüllt,  so  entspricht  sämtlichen  Stützen  widerständen  der 
Wert  c  =  0,  und  die  Gleichgewichtsbedingung  enthält  nur  die  eine 
Unbekannte  Stj,. 

Sind  die  Stützenwiderstände  bereits  bekannt,  so  darf  irgend  ein 
Glied  der  Kette  als  ruhend  angenommen  werden. 

Wird  eine  nach  bestimmter  Richtung  wirkende  Seitenkraft  eines 
Stützenwiderstandes  gesucht,  so  wird  die  Beweglichkeit  des  Fachwerks 
durch  Beseitigung  der  jenem  Widerstände  gleichwertigen  Auflager- 
bedingung erreicht 

Beispiel.  An  dem  in  Fig.  471a  dargestellten  Fachwerk  von 
6  Knotenpunkten  mögen  sich  die  äußeren  Kräfte  Pj,  P,, . .  .  P«  das 
(fleichgewicht  halten.     Gesucht  ist  die  Spannkraft  S  im  Stabe  16. 
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Der  Stab  16  wird  weggenommen;  in  den  Knotenpunkten  1  und  6 
werden  die  gesuchten  Spannkräfte  S  als  äußere  Kräfte  angebracht 
Sodann  wird  ein  Geschwindigkeitsplan  g'  gezeichnet,  am  einfachsten 
in  der  Weise,  daß  die  Punkte  1  und  2  festgelegt  werden  und  dem 
Punkte  3  die  beliebig  große  lotrechte  Geschwindigkeit  33'  erteilt 
wii-d.  Bedeutet  c  das  Lot  vom  Punkte  6'  auf  5,  so  nimmt  die 
Gleichung  ^Qc  =  0  die  Form  an 

P3C3  —  P^c,—  P,c,-P^c,—  Sc  =  0; 

sie  liefert  für  S  einen  endlichen  Wert,  solange  c  endlich  ist  Wird 
c  =  0,  so  ergibt  sich  der  unbrauchbare  Wert  S=  00.  Das  Fachwerk 
ist  dann  mindestens  von  unendlich  kleiner  Beweglichkeit 

Eine  zweite  Anordnung  zeigt  die  Figur  471b;  in  derselben  sind 
die  lotrechten  Geschwindigkeiten  von  einem  Nullpunkte  0  aus  aufge- 
tragen worden.*)  Die  Punkte  1'  und  2'  fallen  mit  0  zusammen. 
Die  zu  23  parallele  Strecke  2 '3'  wurde  beliebig  groß  gewählt  So- 
dann wurde 

4'  bestimmt  mittels  1'4'  ||  14  und  3'4'  ||  34, 
5'         „  „      2-5' II  25     „    4-5' II  45, 

6'         „  „      3'6'||36     „    5'6'||56. 


Fig.  471. 

Die  Gleichung  ^Qc  =  0^  ausgedehnt  über  alle  Kräfte  P  und 
über  die  Spannkräfte  S  drückt  jetzt  die  Bedingung  aus,  daß  die  Summe 
der  Momente  der  in  den  entsprechenden  Punkten  der  Figur  g'  (b) 
angreifenden  Kräfte  P  und  S  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  0  gleich 
Null  sein  muß. 

*)  Vergl.  auch  Fig.  449  a  u.  b  auf  Seite  457. 
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Bildet  man  also  die  Mittelkraft  R  der  Kräfte  Pj,  P^,  P5  und  Pg, 
so  muß  das  Moment  von  S  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  0  dem  Mo- 
mente von  R  entgegengesetzt  gleich  sein.  Bei  bequemer  Lage  des 
Schnittpunktes  der  Kraft  R  und  der  in  6'  angreifenden  Kraft  S,  ver- 
binde man  diesen  Schnittpunkt  mit  dem  Nullpunkte  0  durch  eine 
Gerade  L  und  zerlege  iZ,  nach  den  Richtungen  von  L  und  Ä  Das 
Kräftedreieck  in  Fig.  471c  liefert  die  gesuchte  Spannkraft  5,  weil  L 
durch  den  Drehpunkt  0  geht,  mithin,  keinen  Einfluß  auf  das  Moment 
der  Kraft  R  hat. 

Schneiden  sich  R  und  S  außerhalb  des  Zeichenblattes,  so  ersetze 
man  R  durch  zwei  Seitenkräfte  R'  und  R'\  von  denen  R"  durch  den 
Punkt  0  geht  R"  ist  ohne  Einfluß  auf  S\  R'  wird  so  angenommen, 
daß  es  S  in  einem  bequem  gelegenen  Punkte  schneidet;  dami  wird 
es  genau  ^vie  vorhin  nach  den  Richtungen  S  und  L  zerlegt 

Wäre  die  Geschwindigkeit  des  Angriffspunktes  1  der  zweiten 
Kraft  S  nicht  gleich  Null,  so  müßte  man  das  in  der  Fig.  471b  auftretende 
aus  zwei  Kräften  S  bestehende  Kräftepaar  erst  so  verschieben,  daß  die 
eine  der  beiden  Kräfte  8  durch  den  Nullpunkt  0  geht 

Nach  Ermittelung  von  8  kann  man  die  Spannkräfte  in  den  übrigen 
Stäben  des  Fachwerks  der  Reihe  nach  mit  Hilfe  der  Kraftpolygone 
für  die  Knotenpunkte  5,  4,  3,  2  bestinmien. 

Noch  eine  kurze  Bemerkung  knüpfen  wir  an  die  Figur  471b. 
Da  nämlich  die  vom  Nullpunkte  0  ausgehenden  Strecken  03',  04',  .  •  ■  ■ 
die  um  90**  gedrehten  Geschwindigkeiten  oder  Verschiebungen  der 
Knotenpunkte  3,  4,  ...  .  darstellen,  sö  erhält  man  die  wirklicheü  Ge- 
schwindigkeits-  oder  Verschieb imgsrichtungen,  wenn  man  die  Figur  471b 
um  90°  dreht;  es  entspricht  dann  jedem  Stabe  ik  eine  Gerade  tk\ 
die  rechtwinklig  zu  ik  ist  Eine  wichtige  Anwendung  dieser  Dar- 
stellungsweise enthält  No.  217. 

216.  Einflußlinien.  Das  kinematische  Verfahren  liefert  bei  An- 
nahme   eines  die  Auflagerbedingungen  befriedigenden  Bewegungszu- 

2Pc 

Standes  für  die  gesuchte  Unbekannte  8  stets  eine  Gleichung  8  =  — — , 

c 

welche  den  Einfluß  jeder  einzelnen  Last  angibt  und  deshalb  ohne 
weiteres  Schlüsse  auf  die  ungünstigste  Belastungsweise  gestattet;  es 
wird  sich  daher  auch  ganz  besonders  zur  Ermittelung  der  Einfluß- 
linien eignen.  Hier  handelt  es  sich  um  den  Sonderfall  paralleler 
Lasten.  Wählt  man  e'  =  1 ,  so  ist  die  Ordinate  der  Einflußlinien 
gleich  der  Projektion  c  der  Geschwindigkeit  des  Angriffspunktes  der 
Kraft  P  auf  die  Richtung  von  P,  oder,  etwas  kürzer  ausgedrückt, 
gleich  der  Geschwindigkeit  des  Angriffspunktes  von  P  in  der  Rich- 
tung von  P 
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Dreht  sich  nun  irgend  eine  der  starren  Scheiben,  aus  denen  die 
zu  untersuchende  zwangläufige  Eette  besteht,  mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit u  um  ihren  augenblicklichen  Pol  (Fig.  472),  so  bewegt  sich 
der  Angriffspunkt  einer  im  Abstände  x  Yon  jenem  Pole  an  der  Scheibe 
angreifenden  Kraft  P  in  der  Richtung 
von  P  mit  der  Geschwindigkeit  c  =  ajo; 
und  aus  dieser  linearen  Beziehung  folgt 
der  wichtige  Satz:  Zßi  jeder  starren 
Scheibe  gehört  eine  gerade  Mnflußlmie, 
deren  Nullpunkt  dem  augenblicklichen 
Pole  der  Scheibe  entspricht. 

Besteht  also  die  zwangläufige  Eette, 
in  welche  das  Fachwerk  durch  Beseitigung 
eines  Stabes  übergeht,  aus  den  Schei- 
ben   7,  //,  ///, so  setzt  sich  die 

Einflußlinie  für  S  aus  ebensoviel  geraden 

Linien  .  .  .  .  T,  //',  IIT  ....  zusammen, 

deren  Nullpunkte  .  .  .  J\^j,  N^^  iVj,  .... 

den  Polen  .  .  .  (/),  (72),  (777)  .  .  .  entsprechen,  um  welche  sich  die 

Scheiben  gegen  das  Widerlager  drehen.*)     Sind  die  Scheiben  so  an- 


Rg.  472. 


acj^ 


Fig.  478. 


einander  gereiht,  daß  jede  Scheibe  mit  der  vorhergehenden  und  der 
nachfolgenden  durch  ein  Gelenk  verbunden  ist,  Fig.  473,  so  fassen  wir 


*)  Es  sind  also  ...(/)  (11)  {IIT)   ...   die   kurzen  Bezeichnungen  für  die 
früher  gebrauchten  .  .  {Iw\  (IIw)^  (Illtc)  .  .  .  . ,  wo  «;  das  "Widerlager  bedeutet. 
Der  Satz:   es  liegen  die  drei  Pole  (Iw)  (IIw)  (III)  in  einer  Geraden,  nimmt  dann 
die  ebenso  übersichtliche  Form  an:   es  liegen  (I)  (I II)  {IT)  in  einer  Geraden. 
Müller-Breslau,  Qraphiiohe  BUtik.    I.  31 
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sie  unter  dem  Namen  Scheibenxug  zusammen.  Den  Gelenken  .... 
(1 11)^  (II III)  ....  als  den  gemeinschaftlichen  Punkten  zweier 
Scheiben  entsprechen  die  Schnittpunkte  ....  {T  IT)y  (IT  IW)  .... 

der  Geraden  I\  IT^  in\ Aber  auch  dann,  wenn  zwei  Scheiben 

nicht  unmittelbar  aneinanderhängen,  z.  B.  /  und  III^  darf  ihr  gegen- 
seitiger Pol  {IUI)  als  gemeinschaftlicher  Punkt  beider  Scheiben 
angesehen  werden;  ihm  wird  daher  ebenfalls  der  Schnittpunkt  der 
"zu  jenen  Scheiben  gehörigen  Geraden  /'  und  J/T  entsprechen.  Es 
ist  deshalb  keineswegs  erforderlich,  behufs  Auftragung  der  Einfluß- 
linie .  .  r,  ir,  Iir sämtUche  Pole  .  .  (/)  {11)  {III) zu 

bestimmen;  es  können  vielmehr  auch  andere  Pole,  nämlich  die  gegen- 
seitigen Drehpunkte  einzelner  Scheiben,  die  sich  oft  viel  leichter 
finden  lassen,  benutzt  werden.  Sind  genügend  viele  Pole  ermittelt 
worden,  so  erfordert  die  Aufzeichnung  der  Einflußlinie  nur  die 
Angabe  einer  einzigen  Ordinate  c  oder,  allgemeiner,  die  Angabe  der 
Strecke,  welche  irgend  zwei  dem  Linienzuge  , .  , .  T  IT  IIT . . .  ange- 
hörige  Gerade  auf  irgend  einer,  zur  Richtung  der  Eraft  P  parallelen 
Geraden  abschneiden.  Diese  letztere  Bestimmungsweise  wird  uns 
häufig  durch  den  Satx  ermöglicht  werden: 

Drehen  sich  zwei  Scheiben  I  und  II  (die  nicht  unmittelbar 
aneinander  xu  hängen  brauchen)  mit  den  Winkelgeschwindig- 
keiten öj  und  G),  um  ihre  Pole  (I)  und  (II),  so  ist  die 
relative  Winkelgeschuindigkeit  von  I  gegen  II 

und  es  schneiden  deshalb  die  Geraden  I'  und  II'  auf  einer 
im  beliebigen  Abstände  a  vom  Punkte  (T  IT)  paraUel  xu  P 
gexogenen  Oeraden  die  Strecke  aüj,  oft. 

Aus  diesem  Satze  folgt  zunächst,  daß  man  die  MnfiußUme 
...  2'  ir  Iir  ....  auch  als  ein  mit  der  Polweite  a  gezeichnetes 
Seilpolygon  auffassen  darf,  welches  die  in  den  Punkten  .  .  .  (r  IT), 
(ir  Iir)  ....  angreifenden,  xu  den  Lasten  P  parallelen  Oewichie 
.  .  .  acj,g,  aogj,  ....  verbindet.  Durch  den  Punkt  {t  IIT)  geht 
das  Gewicht  ao^  =  awu  +  ö^*^js* 

Bedeuten  die  Strecken  c  nicht  endliche  Geschwindigkeiten,  sondern 
unendlich  kleine  Verschiebungen,  die  in  unendlich  großem  Maßstabe 
aufgetragen  worden  sind,  so  sind  .  .  .  u^,  Og,  03  .  .  .  .  die  unendlich 
kleinen  Winkel,  um  welche  sich  die  Scheiben  ...  7,  //,  III^  .... 
drehen,  und  Oi^  ist  der  Drehungswinkel  der  Scheibe  /  gegen  die 
Scheibe  //. 

In  Kg.  474  haben  wir  die  Seheiben  durch  gerade  Linien  darge- 
stellt und  die  unteren  Winkel  des  Polygons  ....///  lU  ....  mit 
.  .  .  ^1,  ^g,  .  .  .    bezeichnet     Wählen    wir   dann    die   Richtung   der 
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Schwerkraft  zur  positiven  P-Richtung,  so  dürfen  wir  die  Einflußlinie 
.  .  .  T  ir  IIT  ....  als  Kettenlinie  der  Gewichte  .  .  .  A^^ ,  A^,  .... 
betrachten.  Einem  positiven  A^j  enspricht  eine  ßechtsdrehung  der 
Scheibe  /  gegen  die  Scheibe  //  und  infolgedessen  ein  nach  unten 
zeigender  Knick  der  Kettenlinie.  Die  Polweite  ist  gleich  1.  Zwischen 
den  Änderungen  der  unteren  und  oberen  Polygonwinkel  ^  und  a  be- 
steht die  Beziehung  A^==  —  Aa. 


Rg.  474. 

Treibt  man  nun  die  zwangläufige  Kette,  in  welche  das  Fach  werk 
durch  Beseitigung  eines  Stabes  von  der  Länge  s  übergeht,  dadurch  an, 
daß  man  s  um  die  verschwindend  kleine  Strecke  As  vergrößert,  so 
leisten  die  beiden  an  der  Kette  angreifenden  Kräfte  S  (Mg.  475)  die 
virtuelle  Arbeit  — SAs,  und  es  nimmt  die  Gleichung  2Qc  =  0  hei 
Erfüllimg  der  Auflagerbedingungen  die  Form 

I  — SAs  +  SP/j  =  0 

an;  sie  liefert,  wenn  As  =  l  (gleich  der  in  unendlich  großem  Maß- 
stabe aufzutragenden  unendlich  kleinen  Einheit  der  verschwindend 
kleinen  Verschiebungen)  angenommen  wird,  für  S  den  Wert 

S  =  2Pc. 

Verbindet  der  Stab,  dessen  Spannkraft  S  gesucht  wird,  zwei  Scheiben 
I  und  /J,  Fig.  475,  und  bezeichnet  r  das  Lot  vom  Pole  {III)  auf 
die  Stabachse  und  A^  den  Winkel,  um  den  sich  /  gegen  II  um  den 
Pol  (///)  dreht,  so  ist  offenbar 

As  =  rA^, 
folglich 

r         r 

und  es  schneiden  daher  die  Geraden  7'  und  //'  auf  einer  im  Abstände  a 

81* 
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vom  Pole  (III)  parallel  zu  P  gezogenen  Geraden  (r)   die  Strecken 

|5  =  aA*  =  1  —  ab.     Nimmt  v  die  durch  die  Pole  (/)  und  (IT)  be- 
r 

stimmten  besonderen  Lagen  (vj)  und  (r,)  an,  so  erhält  man  die  Strecken 

t;  ==  1  -i  und  t;,  =  1  -^ , 

von  denen  bereits  eine  zur  Festlegung  der  Linien  T  und  IT  genügt 
Verbindet  man  die  Punkte,  in  denen  die  Achse  des  Stabes  S  die  Ge- 


Fig.  475. 

raden  (t;),  {v^\  (v^)  schneidet,  mit  dem  Pole  (///)  durch  die  Geraden 
9)  9i7  9%  ^iiid  zerlegt  man  die  zur  Kraft  P  parallele  Strecke  1  nach 
der  Richtung  S  und,  der  Reihe  nach,  nach  den  Richtungen  der  Ge- 
raden 9^  9i'i  9^^  so  sind  die  zu  S  parallelen  Seiten  werte  der  Reihe 
nach  gleich  den  Strecken  'i\  v^^  v^.  Im  Abstände  r  vom  Pole  {III) 
ist  die  senkrechte  Entfernung  der  Geraden  /'  und  IT  gleich  1.  Wählt 
man  diese  Strecke  als  Maß  für  die  Lasteinheit,  so  gibt  die  Strecke  c 
die  von  der  Last  P=l  herrührende  Spannkraft  8  an. 

Stellt  nun  Fig.  476  einen  Teil  einer  durch  die  Beseitigung  eines 
Gurtstabes  U  gewonnenen  zwangläufigen  Kette  dar,  so  findet  man  za 
der  beliebig  gezogenen  Geraden  /'  nach  Auftragung  der  Strecke  1  so- 
fort die  zugehörige  Gerade  IT  und  mit  Hilfe  der  den  Polen  (/)  und 
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(//)  entsprechenden  Nullpunkte  j^^  und  N^  die  Nullachse  AB  und 
kennt  somit  die  zu  den  Scheiben  /  und  II  gehörigen  Teile  der  Ein- 
fluälinie  für  Z7.  Zu  beachten  ist,  daß  einer  Dehnung  des  Ourtstabes  U 
ein  positives  A^,  mithin  ein  nach  unten  zeigender  Knick  der  Eetten- 
linie  /'  //'  entspricht 


^^i(M) 


Fig.  477. 


Handelt  es  sich  um  einen  Stab  0  der  oberen  Gurtung,  Fig.  477, 
so  ist  a  der  infolge  einer  Dehnung  des  Stabes  zunehmende  Winkel; 
es  zeigt  dann  der  Knick  der  Kettenlinie  /'  IT  nach  oben. 

Vergleicht  man  diese  Ergebnisse  mit  den  auf  Seite  241  für  den 
einfachen  Fachwerkbalken  gewonnenen,  so  erkennt  man,  daß  die 
zwischen  den  Polen  (7)  und  {II)  liegenden  Teile  der  Z7-Linie  und 
0-Linie  übereinstimmen  mit  der  Z7- Linie  und  O-Lirde  eines  einfachen 
Balkens,  dessen  Stützweite  gleich  der  wagerechten  Projektion  der 
Strecke  N^  N^  ist. 

Eine  andere  wichtige  Anwendung  der  in  der  Fig.  475  dargestellten 
allgemeinen  Gesetze  zeigt  Fig.  478.  Dieselbe  veranschaulicht  einen 
Teil  einer  kinematischen  Kette,  die  aus  einem  Fachwerke  durch  Be- 
seitigung einer  Diagonale  D  entstanden  ist.  Die  Lasten  sind  an  der 
unteren  Gurtung  angreifend  gedacht  Zu  den  Gliedern  /,  77,  777  ge- 
hören die  drei  Geraden  7'  77'  777^.  7'  und  777'  treffen  sich  in  der 
Senkrechten  durch  den  Schnittpunkt  (7777)  der  die  Scheiben  7  und  777 
verbindenden  Gurtstäbe.  I'  und  77'  büden,  da  a  infolge  einer  Dehnung 
der  Diagonale  D  zunimmt,  einen  nach  oben  zeigenden  Knick,  sie  schneiden 

auf  der  Senkrechten  durch  den  Knotenpunkt  (11111)  die  Strecke  v=l  — 

ab,  wo  X  die  Feldweite  bedeutet.  Da  die  zu  dieser  Senkrechten  ge- 
hörige Gerade  g  mit  dem  Gurtstabe  U  zusammenfällt,  kann  v  durch 
Zerlegung  der  senkrechten  Strecke  1  nach  den  Richtungen  der  Stäbe  U 
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und  D  gewonnen  werden,  und  man  erkennt,  daß  die  2)-Linie  zwischen 
den  Nullpunkten  N^  und  N^  mit  der  D- Linie  für  einen  einfachen 
Balken  von  der  Stützweite  N^  N^  übereinstimmt  (VergL  Seite  240, 
Eig.  226).  Aber  noch  andere  wichtige  Eigenschaften  der  D-Linie 
lassen  sich  aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  folgern. 


A^^oaDSin^ 


-K"--  A *i 


Fig.  478. 

Da  nämlich  die  drei  Pole  (7)  (///)  und  (77)  in  einer  Geraden 
liegen  müssen  und  ebenso  die  drei  Pole  (777)  (77777)  (77),  so  eigibt 
sich  (77)  als  der  Schnittpunkt  der  von  den  Polen  (7)  und  (777)  durch 
die  Endpunkte  des  Stabes  77  gelegten  Geraden,  und  damit  ist  der  Null- 
punkt N^  bestimmt  Verbindet  man  den  Schnittpunkt  N*  der  Geraden 
N^  (77)  und  der  Diagonalen  mit  dem  Gelenk  (777)  durch  die  Gerade  g^ 
und  zerlegt  die  Strecke  1  nach  den  Richtungen  von  D  und  g^  so  gibt 
der  zu  D  parallele  Seitenwert  den  Abstand  v^  der  Geraden  r  und  77' 
an  der  Stelle  N^  und  damit  eine  Ordinate  der  Geraden  T  an. 

Für   die  Änderung  des  Winkels  a  infolge   einer  Dehnung  der 

Diagonale  um  die  Strecke  1  fanden  wir  den  einfachen  Ausdruck  A  a  =  — 

und  folgerten  hieraus,  daß  die  Geraden  r  und  77^  in  der  Entfernung  r 
vom  Punkte  (7*  ir)  den  senkrechten  Abstand  1  besitzen,  Kg.  479. 
Es  ist  nun  die  Frage,  ob  sich  nicht  auch  für  die  Änderung  des 
Winkels  a',  den  77  mit  777  bildet,  ein  ebenso  einfacher  Ausdruck  nach- 
weisen läßt  Wir  bezeichnen  das  Viereck,  dem  die  Diagonale  angehört 
mit  12  3  4,   denken  die   Seite  1  2  festgehalten  und   schreiben   dem 
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Punkte  3  eine  lotrechte  Verschiebung  2' 3'  ||  2  3  zu,  deren  Projektion 
auf  die  Normale  zu  D  gleich  1  ist    Sodann  ermitteln  wir  die  lotrechte 


Fig.  480. 

Verschiebung  1'4'  mit  Hilfe  von  1'4'  ||  1  4  und  3' 4'  ||  3  4  und  erbeten 

1'4' 
den  Winkel  Aa',  um  den  sich  ///  gegen  //  dreht:  Aa'  = :=^  • 
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Bestimmen  wir  nun  auf  dem  Stabe  3  4  einen  Punkt  3'  so,  daß 
1  3'  II  2  3  II  2' 3'  ist  und  bezeichnen  das  Lot  von  3'  auf  D  mit  r\  so 

ergibt  sich  1'4' :  1  4  :=  1 :  r',  und  wir  erhalten  daher  Aa'  = r  - 

In  der  Entfernung  r  vom  Punkte  IT  Iir  ist  also  der  senkrechte  Ab- 
stand der  Geraden  IT  und  IW  gleich  1.  Durch  die  Strecken  r,  r' 
und  1  imd  die  beiden  Nullpunkte  N^  und  N^  ist  die  Einflußlinie 
T  ir  Iir  vollständig  bestimmt 

Fig.  480  stellt  den  Sonderfall  eines  senkrecht  stehenden  FöUungs- 
stabes  V  dar.    Hier  ist  r  =  X.     Im  Nullpunkte  N^  besitzt  /'  die  Or- 

dinate  t?^  =  1  — . 

Die  Möglichkeit,  die  Ordinate  v«,  durch  Zerlegung  der  Lasteinheit  nach  den 
Eichtungen  von  D  und  gn  zu  gewinnen,  führt  zu  einer  sehr  übersichtlichen  Er- 
mittelung der  in  den  Füllungsstäben  eines  einfachen  Balkens  durch  eine  ^eich- 
mäßige   Verkehrslast    hervoigerufenen  Spannkräfte.     Fig.  481   zeigt  die   Einfloß- 


Fig.  481. 


fläche  der  Spannkraft  D  in  einer  liukssteigenden  Diagonale  für  den  Fall  unten- 
liegender  Fahrbahn.  Die  Belastungsscheide  E  ist  nach  dem  auf  Seite  287  be- 
schriebenen Verfahren    bestimmt  worden.     mimDp   entsteht  infolge  Belastung  der 

Strecke  J.     Die  negative  Einflußfläche  ist  ein  Dreieck  von  der  Höhe  Vu  -j-  ^u>d 

dem  Inhalte 
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X        5  VnX 

und  es  eigibt  sich  deshalb 


F=v„-^.--  — 


px 

mtnDp  = pF= —  Vm  - 

Man 'erhält  also  mtnDp'i  wenn  man  (an  Stelle  der  Last  1)  die  Last  ^^  nach  den  Bich- 

tiingen  von  gn  und  D  zerlegt.    "Wir  haben  ^-^  als  Ordinate  einer  Geraden  A'B\ 

die  bei  B  die  Ordinate  ^~-  besitzt,  dargestellt  und  den  Seitenwert  von  ^^---  nach 
der  Richtung  von  P  mit  D«  (absolut  genommen)  bezeichnet;  wir  erhalten  also 

Erzeugt  nun  eine  gleichmäßige,  über  die  ganze  Trägerlänge  sich  erstreckende  Be- 
lastung von  der  GröBe  1  für  die  Längeneinheit,  die  Spannkraft  D«,  so  ist  der  Einfluß 
der  an  der  unteren  Gurtung  angreifend  gedachten  ständigen  Belastung  {g  f.  d.  Längen- 
einheit) 

und  es  ergibt  sich  mithin 

n^iJ>=igD.^Dx^ 
Die  Belastung  der  Strecke  %'  erzeugt 

weil  iNaaJ>p-|-  mimDp  dou  dor  gänzlichen  Belastung  mit  p  entsprechenden  Wert  pD^ 
liefern  muß,  und  es  folgt  also,  wenn  ^-|-p=:g  gesetzt  wird, 

Die  Spannkräfte  D«  findet  man  am  schnellsten  mit  Hilfe  eines  Gremonaschen  Kräfte- 
planes. 

Man  könnte  auch,  wie  leicht  einzusehen  ist,  mmaJ>p  in  der  Form 

iN«rAi  =  +D,' 

darstellen,  wobei  Dm*  der  zu  D  parallele  Seitenwert  einer  nach  den  Richtungen  von 

'DX 

D  und  g'n  zerlegten  Last  -^ —  ist  und  g'n  wie  folgt  erhalten  wird.    Man  bestimme 

in  der  Geraden  8  4  den  Punkt  8'  mit  Hilfe  von  2  S'  ||  1  8,  ziehe  8'  8''  ||  2)  bis  zur 
Senkrechten  durch  2  und  verbinde  8''  mit  N'  durch  g'n.  Die  erste  Bestimmungs- 
weise ist  jedoch  vorzuziehen. 

Handelt  es  sich  um  den  senkrechten  Stab  V  des  in  Fig.  482  abgebildeten 
Fachwerks,  dessen  Belastung  wieder  an  der  unteren  Gurtung  angreifen  möge,  so  ist 

e 


=  -^r-l  und 


Vn 


Es  ist  also 


_  X         X     e 


,K,  =  -i,F=~^-f  =  -F.s 


wo  Ft'  gedeutet  weiden  kann  als  der  auf  den  Knotenpunkt  1  entfallende  Teil  einer 

,  Google 
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im  Punkte  N^  des  Zwischenträgers  1  2  angreifenden  Last  ^^    . 
von   Vg'  auf  dem  in  Fig.  482  angegebenen  Wege  findet  man 

F«  entsteht  bei  derselben  Belastung  wie  D«.*) 


Nach  Ermittelung 


Wir  lassen  nun  eine  Beihe  von  Beispielen  folgen,  die  nach  den 
vorstehenden  {lusführlichen  Erörterungen  nur  noch  einer  kurzen  Er- 
läuterung bedürfen  werden. 

!•  Seispiel.  Bogenträger  mit  einem  festen  Auflagergelenk  B 
und  einem  auf  schräger  Bahn  geführten  Auflagergelenk  A,  Fig.  483. 
Gesucht  ist  die  Einflußlinie  für  JJ.  Der  Pol  (i)  liegt  in  der  Normalen 
zur  Auflagerbahn  und  in  der  Geraden  (7J)  (1 11).  Durch  die  Null- 
punkte N^  und  N^  und  die  Strecke  v^  ist  die  J7-Linie  bestimmt 

2.  BetapieL  Bogenjträger  mit  festem  Auflager  B  und  schrägem 
Gleitlager  -4,  Rg.  484.    Die  Einflußlinie  für  D  wurde  mit  Hilfe  der 


♦)  Für  den  Sonderfall  eines  Fachwerks  mit  Vertikalen  ist  die  Ermittelung  der 
Werte  mtnD,  =  —  2>,,  mmxDp  =  +  D,'  und  «,<„ F,  =  —  F,',  bereits  von  Prof.  Herzog 
(Zürich)  gezeigt  worden.    Veigl.  Schweiz.  Bauzeitung,  Bd.  XV,  No.  8. 
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Pole  (7)  und  (IT)  und  der  Strecke  v^  bestimmt    (i)  ist  der  Schnittpunkt 
der  Normalen  zur  Bahn  des  Auflagers  Ä  und  der  Geraden  (III)  {1111)- 


Fig.  488. 


Fig.  484. 

&•  Beispiel.  Dreigelenkbogen.    Gesucht  ist  die  Einflußlinie  für 
D,  Kg.  485.    Es  wurde  der  Pol  (717)  als  Schnittpunkt  der  Geraden 
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(/)  {IUI)  und  {III IV)  {IV)  ermittelt,  hierauf  der  Pol  {II)  und  die 
Strecke  t?»  bestimmt.  Wir  empfehlen  dem  Leser  noch  zur  Übung  den 
Pol  {IIV)  als  Schnittpunkt  der  Geraden  (J)  {IV)  und  {IUI)  {III IV) 
und  den  Pol  {HIV)  als  Schnittpunkt  der  Geraden  (//)  {IV)  und 
{IIIII)  {III IV)  einzutragen.  Senkrecht  unter  diesen  beiden  Polen 
müssen  die  Schnittpunkte  {I'IV')  und  {W IV')  liegen. 


Fig.  485. 

4.  Betspiel.  Gesucht  ist  die  D-Linie  für  den  in  Fig.  486  dar- 
gestellten durchgehenden  Balken.  Die  Belastung  greift  an  der  oberen 
Gurtung  an.  Der  Pol  {II)  der  Scheibe  7/  wurde  in  der  bereits  auf 
Seite  476  (Kg.  468)  beschriebenen  Weise  ermittelt,  wobei  zu  beachten 
war,  daß  der  Pol  von  II  gegen  den  Stab  IV  im  Unendlichen  liegt 
Sodann  wurde  die  Ordinate  N^Ä  der  Geraden  //'  gleich  der  Spann- 
kraft D'  gemacht,  welche  in  der  Diagonale  D  durch  eine  Auflager- 
kraft J.  =  1  erzeugt  wird,  und  schließlich  wurde  die  Gerade  IIV  mit 
Hilfe  der  Strecke  v  festgelegt  Der  unbequem  gelegene  Punkt  {IIIII) 
wurde  nicht  benutzt  In  Fig.  486  b  ist  noch  die  Einflußlinie  für  den 
Stützenwiderstand  A  gezeichnet  worden. 

5.  Beispiel.  Der  in  Fig.  487  dargestellte  Träger  besitzt  bei 
B  ein  festes,  bei  Ä  ein  auf  schräger  Bahn  geführtes  Auflagergelenk 
und  wird  außerdem  durch  zwei  Pendelsäulen,  die  wagerechten  Gleit- 


Digitized  by 


Google 


Kinematische  Theorie  des  Fachwerks. 


493 


lagern  als  gleichwertig  zu  erachten  sind,  gestützt  Gesucht  ist  die 
Einflußlinie  für  0.  Der  Pol  (IT)  wurde  in  derselben  Weise  ermittelt 
wie  im  Beispiel  4.  Wäre  die  Lage  von  {IV)  bekannt,  so  könnte  man 
auf  die  Lage  von  (///)  in  derselben  Weise  schließen  wie  von  (/)  auf 
(11).  Geben  wir  nun  (IV)  in  der  Normalen  zur  Bahn  des  Auflagers  A 
die  Lagen  {IV\  und  (/F),,  so  finden  wir  den  zu  (11)  symmetrisch 
liegenden  Pol  (IH)i  und  den  mit  (/F),  zusammenfallenden  (111)^- 
Diese  beiden  Punkte  bestimmen  die  Gerade,  welche  (III)  durchläuft, 
während  IV  die  Bahnnormale  beschreibt    Da  nun  aber  (HI)  auch  in 


Fig.  486. 

der  Geraden  (11)  (III  11)  liegen  muß,  so  ist  sowohl  die  Lage  von  (III) 
als  auch  die  von  (IV)  eindeutig  bestimmt,  und  man  kennt  jetzt  die 
Nullpunkte  N^N^N^N^  der  0-Linie.     Die   Gerade  77'  besitzt  an  der 

SteUe  JV:  die  Ordinate  1  ^. 
"  h 

Wird  die  Einflußlinie  für  die  Spannkraft  D  gesucht,  so  ist  das 

starre  Pachwerk  durch  Beseitigung  der  Diagonale  in  eine  kinematische 

Kette  zu  verwandeln.    Der  Pol  von  777  gegen  77  fällt  dann  mit  dem 

unendlich  fernen  Schnittpunkte  der  wagerechten  Gurtstäbe  0  und   U 

zusammen,  und  es  muß  daher  (777)  in  der  Wagerechten  durch  (77) 


Digitized  by 


Google 


494 


Dreizehnter  Abschnitt.  —  §  52. 


liegen.  Es  fällt  also  (IIT)  mit  (/IZ)i  ^^^  (^^  ^^  (^^)i  zusammeiL 
Der  zwischen  N^  und  N^  gelegene  Teil  der  D-Linie  stimmt  mit  der 
D-Linie   eines   einfachen  Balkens  von  der  Stützweite  N^N^  oberem. 

Die  Gerade  11'  besitzt  an  der  Stelle  JV.  die  Ordinate  — ,  wo  9  den 

'  •        sm  9  '        ^ 

Neigungswinkel  der  Diagonale  gegen  die  Wagerechte  bedeutet 


h/m/m///m/mhmmk//;/;mm^^^ 


Fig.  487. 


Wird  das  Auflager  A  in  einer  Wagerechten  geführt,  so  rückt  der 
Punkt  {IV\  {III)^  ins  unendliche,  und  die  Gerade  {III)^  (111)^  wird 
senkrecht  Die  Höhenlage  des  Punktes  IV  ist,  solange  nur  senkrechte 
Lasten  in  Frage  kommen,  gleichgültig;  denn  die  Nullpunkte  N^  für 
alle  Spannkräfte  0,  U  und  D  der  Mittelöffnung  liegen  in  der  durch 
den  Punkt  {III)i  bestimmten  Senkrechten.  Es  ist  in  diesem  Falle 
einerlei,  ob  das  feste  Auflager  in  B  oder  in  Ä  liegt 

6.  Beispiel*  Fig.  488  zeigt  einen  aus  drei  Scheiben  und  vier 
Stäben   bestehenden  Träger,   der  bei  D  ein  festes,  und  bei  -4,  jB,  C 
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bewegliche  Auflägergelenke  besitzt  Gesucht  ist  die  Einflußlinie  für  den 
Stützenwiderstand  C.  Die  Lasten  mögen  an  der  oberen  Gurtung  an- 
greifen. Wir  denken  uns  die  Führung  des  Punktes  C  beseitigt  und 
bestimmen  die  Pole  der  Scheiben  /,  //  und  7/7. 


Fig.  488. 

Da  Punkt  A  in  einer  Geraden,  die  wir  kurz  mit  4  bezeichnen  wollen, 
und  Punkt  3  in  einem  Kreisbogen,  dessen  Mittelpunkt  D  ist,  geführt 
wird,  so  schneidet  der  Stab  7)3  die  Normale  zu  /„  im  Pole  (7).  Eine 
durch  die  Punkte  (7)  und  (777)  gelegte  Gerade  trifft  die  Achse  des 
Stabes  7)4  im  Pole  (77)  und  eine  durch  (77)  und  (77777)  gelegte 
Gerade  trifft  die  Normale  zur  Führung  l^  des  Stützpunktes  B  im 
Pole  (777).  Damit  sind  die  Nullpunkte  JV^,  N^^  N^  bestimmt.  Die 
Ermittelung  der  dem  Punkte  2  entsprechenden  Ordinate  r[^  der  C-Linie 
soll  nun  mit  Hilfe  eines  Geschwindigkeitsplanes  erfolgen.  Wir  nehmen 
für  das  Gelenk  2  die  mit  der  Geraden  2  (777)  zusammenfallende  lot- 
rechte Geschwindigkeit  2  2'  beliebig  an,  legen  durch  2' Parallelen  zu 
den  Geraden  26  und  2  6,  welche  die  Geraden  5(77)  und  6(77)  be- 
ziehungsweise in  5'  imd  6'  schneiden  und  ziehen  5'C'||5C'  sowie 
6'C'  II  6C  Bezeichnet  c  den  Abstand  des  Widerstandes  C  vom  Punkte 
C  und  Cj  den  Abstand  der  in  2  angreifenden  Last  P  vom  Punkte  2', 
so  besteht  die  Gleichung  Cc  —  Pc^  =  0\  sie  liefert  für  ijg  den  Wert 

Die  Figuren  489,  490  und  491  zeigen  verschiedenartig  geformte,  über 
mehrere  Offnungen  gespannte  Balkenbrücken,  die  sich  zu  Übungsaufgaben  eignen. 
In  Fig.  492  sind  die  von  den  Mittelstützen  ausgehenden  schrägen  Stäbe  durch 
gleichwertige   Gleitlager    ersetzt   worden.     Treten  nur  senkrechte  Lasten   auf,   so 
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ist  es  gleichgültig,  welches  Auflagergelenk  das  feste  ist,  und  es  empfiehlt  sich 
daher,  in  jedem  einzelnen  Falle  eine  zu  möglichst  einfachen  Polbestimmangen 
führende  Annahme  zu  machen.    Würde  man  z.  B.  in  Fig.  486  das  Gelenk  C  als 


TSZ^N^hl^Z^ 


A  mm 

Fig.  489.  Fig.  491. 


JZSZS^/^^ 


Fig.  490.  Fig.  492. 

festliegend  betrachten  und  dafür  B  wagerecht  geführt  ansehen,  so  würde  sich  der 
Pol  (J),  den  wir  jetzt  mit  (i)'  bezeichnen  wollen,  als  Schnittpunkt  der  Stabachse  CE 
mit  der  Senkrechten  durch  B  ergeben  und  (//)'  als  Schnittpunkt  der  Geraden  (/)' 
(l^l)  ^d  CF  und  dieser  Punkt  würde  in  der  Senkrechten  durch  (11)  liegen, 
mithin  denselben  Nullpunkt  ^^   liefern,   so   daß  sich   aus  dieser  Zulässigkeit  der 


Fig.  498. 

AuflagervertauschuDg  eine  ganze  Beihe  von  Zeichnungsproben  herleiten  lassen.  — 
Auch  die  Untersuchung  des  in  Fig.  498  abgebildeten  BogentrSgeis  ist  als  lehrreiche 
Übimgsaufgabe  zu  bezeichueu. 

H.  Beispiel.  Es  soll  der  bereits  im  §  43,  Fig.  370  auf  anderem 
Wege  untersuchte  Oerbersche  Balken  mit  Hängegurtung  nunmehr 
kinematisch  behandelt  Averden. 

Fig.  494  zeigt  den  Ausleger  und  den  Koppelträger.  Gesucht  seien 
die  Einflußlinien  für  die  Spannkraft  U  der  unteren  Gurtung  und  die 
wagerechte  Seitenkraft  0  cos  ß  der  xmter  ß  geneigten  Spannkraft  O  des 
Auslegers.  Handelt  es  sich  um  Z7,  so  ist  der  obere  Knotenpunkt  m  der 
Pol  von  III  gegen  //.  Die  Pole  (a  III)  und  (6 III)  der  Kettenglieder 
a  uud  b  gegen  die  Scheibe  ///  fallen  wegen  der  parallelen  Hänge- 
stangen ins  Unendliche;  es  liegen  daher  die  Pole  (a)  und  (6)  der 
Glieder  a  und  b  gegen  das  Widerlager  in  der  Senkrechten  durch  (lII), 
Da  nun  der  Knotenpunkt  C  mit  dem  über  die  Seitenöffnung  gestreckten. 
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das  Widerlager  des  Auslegers  bildenden  Trägei-s  AB  (Fig.  495)  fest 
verbunden  ist,  so  fällt  (a)  mit  C  zusammen  und  es  muß  auch  (6)  mit  C 
zusammenfallen,  weil  (a),  (afe),  (6)  in  einer  Geraden  liegen.  Hätte  die 
Scheibe  III  drei  oder  noch  mehr  Felder,  so  würden  auch  die  Pole  (c) 
(rf)  . . .  der  übrigen  mit  (III)  durch  parallele  Hängestangen  verbundenen 


Fig.  494. 

Kettenglieder  r,  rf,  .  .  .  .  mit  C  zusammenfallen,  weil  (6),  (6c),  (c)  in 
einer  Geraden  liegen,  desgleichen  (c)  (cd)  (d)  u.  s.  w.  Durch  die  beiden 
Geraden  (b)  (bll)  und  (///)  7n  ist  jetzt  der  Pol  {11)  und  damit  auch 
der  Nullpunkt  N^  bestimmt.  "Wird  0  gesucht,  so  hängen  die  Scheiben  III 
und  //  in  ?w'  zusammen,  und  die  Scheibe  II  dreht  sich  um  den  in 
den  Geraden  (b)  {bll)  und  {III)  m'  liegenden  Pol  (//)'.  Nach  Er- 
mittelung der  Nullpunkte  wurden  die  Einflußlinien  für  U  und  0  cos  ß 

cc 
mit  Hilfe  der  Strecke  1  -j-  bestimmt,  wo  h  die  Länge  der  Vertikale  mw ' 

bedeutet.  Wie  man  aus  den  ?7-Linien  und  0  cos  ß-Linien  sehr  schnell 
die  Einflußlinien  für  D  cos  9  und  —  Fcotg  9  finden  kann,  ist  im  §  43 
beschrieben  worden. 

Rg.  495  zeigt  die  Einflußlinien  für  die  Spannkräfte  U  und  0  cos  ß 
in  zwei  Gurtstäben  der  Seitenöffnung  AB.  So  lange  die  über  den 
Träger  wandernde  Last  zwischen  A  und  B  liegt,  ist  die  Kettengurtung 
spannungslos,  und  das  Trägerstück  AB  verhält  sich  wie  ein  einfacher 
Balken.   Die  0  cos  ß-Linie  imterscheidet  sich  von  der  ?7-Linie  nur  durch 

Müller-Bresl au,  Graphische  Statik.    1.  32 
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das  Vorzeichen;  beide  Linien  sind  durch  ein  und  dieselbe  Strecke  r=l  -  - 

h 

bestimmt.  Um  den  Einfluß  der  Belastung  des  Auslegers  und  des 
Koppelträgers  zu  ermitteln,  braucht  man  nur  den  Pol  {IUI)  von  / 
gegen  III  anzugeben.  Da  nun  der  Punkt  C  jetzt  zur  Scheibe  ///  ge- 
hört, so  fällt  der  Pol  von  b  gegen  ///  mit  C  zusammen,  und  man  ge- 
winnt den  Pol  (IUI)  als  Schnittpunkt  der  Geraden  (b  III)  (bl)  und 
(11111)  (II I),  Je  nachdem  es  sich  nun  um  U  oder  0  handelt,  fällt 
(III)  mit  dem  oberen  Knotenpunkte  m  oder  dem  unteren  Knoten- 
punkte m'  zusammen;  man  erhält  für  den  gesuchten  Pol  von  I  gegen  /// 
die  beiden  Lagen  (IUI)  und  (////)'. 


ia: 


(lirj 


Fig.  495. 


''^n^ 


'^ nnnrnmTinnTim^^ 


Wir  empfehlen  dem  Leser,  eine  ähnliche  Untersuchung  über  die 
D-Linie  anzustellen  und  auch  die  (besonders  einfache)  Bestimmung  des 
Poles  (IUI)  für  den  Fall  vorzunehmen,  daß  die  fraglichen  Stäbe  links 
vom  Endpunkte  E  der  Hängegurtung  Hegen. 

217.  Herleitimg  der  Einflofiflgnren  for  sehr&ge  Lasten  aus  dea 
Elnflofilinien  for  senkrechte  Lasten.    Es  seien  0,  1,  2,  3 n  die 

Knotenpimkte  eines  Stabzuges  oder  Scheibenzuges  einer  zwangläufigen 
Kette,  in  welche  ein  Fachwerk  behufs. Berechnung  irgend  einer  Unbe- 
kannten aS  verwandelt  worden  ist,  Fig.  496  a;  es  seien  femer  (in  Fig.  496  b) 
0,  1,  2,  3.  ...  .  71  die  entsprechenden  Punkte  der  auf  eine  wagerechte 
Xiüllinie  AB  bezogenen  Einflußlinie   für   S,    gültig  für   senkrechte 
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Lasten  P.  Die  Ordinaten  '^o^  '^n  '^i  •  -  •  "^n  dieser  Einfliißlinie  dürfen 
stets  als  die  senkrechten  Projektionen  der  Geschwindigkeiten  der 
Knotenpunkte  0,  1,  2,  3,  ...  /^  aufgefaßt  werden,  und  daraus  folgt, 
daß  die  Endpunkte  0',  1',  2',  3' .  .  .  n'  der  von  einem  in  der  AB 
angenommenen  NuUpunkte  0  aus  aufgetragenen  Geschwindigkeiten  der 
Punkte  0,  1,  2,  3,  ...  n  in  den  durch  die  entsprechenden  Punkte 
der  Einflußlinie  gelegten  Wagerechten  liegen  müssen.  Da  nun  außer- 
dem die  Geraden  O'l',  1'2',  2'3' der  Reihe  nach  rechtwinklig 


Fig.  496. 


zu  den  Verbindungsgeraden  Ol,  12,  23,  ...  der  Knotenpunkte 
sein  müssen  (vergl.  den  Schluß  von  No.  215),  so  ist  der  Geschwindig- 
keitsplan in  Rg.  496  c  vollständig  bestimmt,  sobald  die  Richtung 
oder  die  Größe  der  Geschwindigkeit  eines  einzigen  Punktes  m  des 
Scheibenzuges  gegeben  ist.  Die  Ermittelung  der  Geschwindigkeiten 
der  übrigen  Punkte  erfolgt  dann  mit  Hilfe  des  durch  den  bekannten 
Punkt  m'  zu  führenden  Norrnalenxuges  0'r2'3' .  .  .  n. 

JBeispieL  Nach  diesem  Verfahren  ist  in  Figur  497  der  Einfluß 
schräger  Lasten  auf  die  Spannkraft  0  des  Obergurtstabes  1  —  3  des 
Versteifungsfachwerks  eines  Gelenkbogens  untersucht  worden,  indem 
zuerst  die  Einflußlinie  für  die  lotrechte  Belastimg  auf  die  im  §  49 
angegebene  Weise  gezeichnet  wurde.  Der  dem  fraglichen  Stabe  gegen- 
überliegende Knotenpunkt  4  liegt  im  Abstände  h  unterhalb  der  die 
Auflagergelenke  verbindenden  Geraden,  und  es  wurde  daher  das 
Maß  h  vom  entsprechenden  Bogenpunkte  b  aus  nach  oben  aufgetragen, 
hierauf  durch  0  und  den  Endpunkt  der  Strecke  h  eine  Gerade  gelegt, 
welche  die  Verbindimgslinie  14  —  c   in   E   trifft.     Lotrecht  unter  E 

32* 
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liegt  der  Nullpunkt  der  Einflußlinie,  welche  aus  drei  Geraden  besteht, 

deren   mittelste   auf   der  Senkrechten  •  durch  0   die  Strecke  1  —  ab- 

r 

schneidet,  jwo  r  das  Lot  von  4  auf  0   bedeutet    Diese  Einflnßlinie 


Fig.  497. 

gilt  für  oben  und  unten  angreifende  Liasten  und  kann  nun  zur  Be- 
stimmung der  Fig.  497  b  benutzt  werden.  0  ist  der  in  der  Nulllinie 
angenommene  Pol.  14'  fällt  mit  0  zusammen.  Sollen  nur  die  unten 
angreifenden  Lasten  berücksichtigt  werden,  so  genügt  es,  den  der 
unteren  Gurtung  entsprechenden  Normalenzug  14' 13' IT  9' 7' 6' 4' 2' C 
zu  zeichnen.     Der  Einfluß  von  P^^  auf  0  ist  z.  B. 

Dreht  man  die  Last  P^  rechts  herum  um  90°  und  weist  man  Dir 
den  Punkt  11'  als  Angriffspunkt  zu,  so  ist  Pnhn  das  Moment  von 
P,i  in  Bezug  auf  den  Nullpunkt  0;  es  ist  positiv  anzunehmen, 
sobald  es  rechts  um  0  dreht  Auf  diese  Weise  kann  man  den  Aus- 
druck 2P8,  ganz  ebenso  wie  dies  in  No.  215  mit  dem  Ausdruck 
SPc  geschehen  ist,  als  das  Moment  der  Kräfte  P  in  Bezug  auf  den 
Pol  0  deuten. 
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§  53. 
Aufgaben  fiber  mehrteilige  Fachwerke. 

218.  Ein  Fach  werk  wird  ein  Meiliges  genannt,  wenn  seine  Gur- 
tungen durch  zwei  einander  kreuzende  Scharen  von  Püllungsstähen 
verbunden  sind  und  ein  von  Gurtung  zu  Gurtung  reichender  Stab  der 
einen  Schar  durch  Stäbe  der  anderen  Schar  in  ^Teile  zerlegt  wird. 

Die  bisher  ausgeführten  mehrteiligen  Fachwerke  sind  mit  wenigen 
Ausnahmen  statisch  unbestimmt;  es  unterliegt  aber  nicht  den  geringsten 
Schwierigkeiten,  auch  brauchbare  statisch  bestimmte  mehrteilige  Fach- 
werke zu  bilden.  Beispiele  für  statisch  bestimmte  mehrteilige  Netz- 
werke haben  vnr  bereits  im  §  51,  Seite  446  u.  f.,  kennen  gelernt, 
solche  für  statisch  bestimmte  mehrteilige  Ständerfachwerke  zeigen  die 
Figuren  498  und  499.*)     Beim  Fachwerke  Fig.  498  gehe  man  von 


den  Endständem  aus,  bilde  mittels  zweistäbigen  Anschlusses  der 
Knotenpunkte  die  Scheiben  I  und  II  und  verbiade  diese  miteinander 
durch  das  Gelenk  b  und  den  Stab  ce.  Die  Kreuzungspunkte  der 
Diagonalen  und  Vertikalen  dürfen  auch  als  Knotenpunkte  aufgefaßt 
werden.  Das  Fachwerk  in  Fig.  499  wird  vom  Mittelständer  aus,  durch 
zweistäbigen  Anschluß  der  Knotenpunkte  gebildet. 

Die  Berechnung  mehrteiliger  Fachwerke  erfolgt  am  zweckmäßigsten 
mit  Hilfe  von  Einflußlinien;  sie  soll  durch  eine  Reihe  von  Bei- 
spielen, die  sich  auf  Balken  mit  zwei  Stützpunkten  beziehen,  erläutert 
werden. 

a.  Balken  mit  gebrochenen  Gurtungen. 

219.  Elnflofilinie  für  die  Vertikale  F  des  Ständerfaohwerks  In 
Flg.  499.  Wird  der  Stab  8  7  beseitigt,  so  entsteht  eine  zwang- 
läufige Kette.  Der  rechts  vom  Stabe  6  9  gelegene  schraffierte  Teil 
des  Fachwerks  ist  eine  starre  Scheibe  und  soll  zunächst  als  ruhend* 


'-'      *)  Eine  ähnliche  Anordnung  zeigt  der  auf  Seite  361  abgebildete  Ausleger  der 
Niagarabriioke. 
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angesehen  werden.  An  denselben  schließt  sich  das  Gelenkviereck  6  4  7  9 
an,  und  mit  diesem  sind  die  übrigen  Knotenpunkte  durch  je  zwei 
Stäbe  verbunden.  Fig.  499  a  stellt  die  um  90**  gedrehten  Gheschwin- 
digkeiten  dar.  Nach  Übertragung  des  ruhenden  Stabes  6  9*)  wurde 
der  Punkt  7'  auf  der  zum  Stabe  7  9  parallelen  Geraden  7 '9'  beliebig 
angenommen,  und  hierauf  wurden  der  Reihe  nach  die  Punkte  5',  4' 
3',  2',  1'  und  0'  ermittelt 


?mf 


Fig.  499. 

Der  Einfluß  irgend  einer  Last  P  ergibt  sich  nun  aus  der  Gleich- 
gewichtsbedingung S  öc  =  0.     Greift  P  in  3  an,  so  erhält  man 
Pc^  —  Acq—Vc^=Q 

*)  Der  größeren  Übersichtlichkeit  wegen  empfiehlt  es  sich,  dea  Gesohwindi^ 
keiisplan  vom  Trägemetz  zu  trennen. 
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und  hieraus 

WO  6  den  Abstand  der  Last  P  von  der  Stütze  B  und  /  die  Stützweite 
bedeutet     Setzt  man 

b      _ 

SO  findet  man 

Die  Einflußfläche  für  V  zeigt  Fig.  499b.  Es  wurde  gemacht:  0 0"=  c^, 
3  3"=C3,  ''^'^^t;  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  5  und  9  und 
aller  Knotenpunkte  der  Scheibe  6B  sind  gleich  Null.  Weiter  wurde 
0"  mit  B  durch  eine  Gerade  verbunden,  deren  unter  P  gemessene 

Ordinate  =  — -  Cq  ist   Wählt  man  den  Kräftemaßstab  Gj  =  P,  so  erhält 

V 

man   F=y]. 

In  Fig.  499  b  ist  außerdem  noch  die  Anwendung  eines  Ge- 
schwindigkeitsplanes gezeigt  worden,  der  die  vom  Nullpunkte  B  aus 
in  den  wirklichen  Richtungen  aufgeti-agenen  Geschwindigkeiten  dar- 
stellt*) Es  wurde  BT'  gleich  der  beliebig  anzunehmenden  Geschwindig- 
keit C.J  gemacht;  die  Punkte  5",  6"  fallen  mit  B  zusammen. 
4"  wurde  bestimmt  mit  Hilfe  von  6"4"_L6  4  und  7"4"J_7  4 
3"      .  „  „       „       „    5"3"J.5  3    „     4"3"J_4  3 

Eine  dritte  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe  zeigen  die  Figuren  499  c 
und  499 d.  Es  wurde  der  Stab  Ol  als  ruhend  angesehen.  Nach  An- 
nahme von  3'  ergaben  sich  der  Reihe  nach  2',  4',  5',  6',  7',  9'.  Nun 
wurde,  da  der  schraffierte  Teil  der  kinematischen  Kette  starr  ist,  der 
Punkt  B'  besimmt  mit  Hilfe  von  9'B'  \\  9B  imd  6'B'  \\  65,  und 
schließlich  wurde  8'  bestimmt  mittels  jB'8'  ||  J38  und  6'8'  ||  6  8.  Die 
Gleichgewichtsbedingung  2Qc  =  0  lautet,  wenn  die  Last  P  in  3  angreift, 

—  Pc^  -^rc,  +  Vc,  —  Bcj,  =  0, 
woraus 


Vic,  +  c,)  =  p{c,^^c,y 


Die  in  der  Fig.  499  d  schraffierte  Fläche  ist  Einflußfläche  für  V{c^  +  Cg). 
Die  dritte   Lösung   bietet   den  Vorteil,  daß    ein   Teil   der  Fig.  499c 


*)  Yergl.  den  Schluß  von  No.  215. 
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auch  zur  Berechnung  anderer  Spannkräfte  V  benutzt  werden  kann. 
Handelt  es  sich  beispielsweise  um  die  Spannkraft  V  im  Stabe  5  6,  so 
können  die  Punkte  2',  3',  4',  5',  T  beibehalten  werden.  Die  Division 
mit  (c^  +  Cg)  braucht  man  nur  mit  einer  Ordinate  vorzunehmen,  weil 
die  Einflußlinie  durch  eine  Ordinate  und  durch  die  Nullpunkte  be- 
stimmt ist. 

Aus  dem  Geschwindigkeitsplane.  Fig.  499c  lassen  sich  mit  wenigen 
Strichen  die  Einflußlinien  für  die  Spannkräfte  A-u  imd  I>,o-ii  in  den 
Stäben  8 — 11  und  10 — 11  folgern.  Wird  z.  B.  die  kinematische  Kette 
durch  Beseitigung  des  Stabes  8 — 11  erzielt,  so  rückt  8'  in  die  Senk- 
rechten durch  7';  Punkt  10'  wird  in  der  Senkrechten  durch  9'  mittels 
8'  10'  II  8  10  bestinmit;  sodann  werden  in  der  Wagerechten  durch  9'  die 
Punkte  11'  und  B'  durch  Ziehen  von  10'— 11'  ||  10—11  und  lO'S'  ||  lOB 
festgelegt  Die  Spannkräfte  in  den  übrigen  Diagonalen  und  in  den 
Gurtungen  werden  mit  Hilfe  der  Gleichgewichtsbedingungen  durch  die 
Spannkräfte  F,  Dg-n  und  Dio-n  ausgedrückt  So  besteht  z.  B.  zwischen 
den  Spannkräften  V  und  D  der  Stäbe  7  8  und  7  4,  falls  Knoten- 
punkt 7  unbelastet  ist,  die  Beziehung 

Z>sin9  =  — F, 

so  daß  sich  die  Ordinaten  der  Einflußlinien  für  D  sin  9  und  V  in 
allen  Knotenpunkten  mit  Ausnahme  des  Punktes  7  nur  durch  das 
Vorzeichen  unterscheiden.  Liegt  P  in  7,  so  ist  Z>  sin  9  =  —  F-|-  P: 
es  ist  dann  die  Ordinate  der  Dsin^-Lioie  gleich  der  Lasteinheit 
vermindert  um  die  entsprechende  Ordinate  der  F-Linie. 
Zwischen   Z7^,  D  und   J7,  besteht  die  Gleichung 

Z7^  =  ZJ,  +  D  cos  9  =  CTj  +  Z>  sin  9  •  cotg  9. 

Da  nun  U^  =  0  ist,  so  kann  man  aus  den  2)sin9-Linien  schrittweise 
alle  Z7- Linien  herleiten  und  aus  den  Werten  ZJ  findet  man  die  Spann- 
kräfte Oj,  0,,  0,  der  unter  den  Winkeln  ß^,  ß„  ß,  gegen  die  Wage- 
rechte geneigten  Obergurtstäbe  der  ersten  drei  Felder 

Oi  =  — t/'s  secßi,  Oj  =  —  üi  sec ßg,  0^=  —  L\sec(^^. 

Die  Spannkraft  O5  wird  wie  beim  einfachen  Dreiecksystem  mittels 
der  Gleichung 

All 

gefunden,  wo  h^^  die  Länge  des  Stabes  11 — 12  bedeutet  und  für  O4 
gilt  die  Gleichung 

O4  cos  ß^  =  O5  cos  ßs  —  {D  cos  9)10-11. 

Die  Spannkraft  F  im  Stabe  11 — 12  ist  durch  das  Kräftepolygon  für 
den  Knotenpunkt  11  bestimmt. 


O5  cos  ßs  =  —  - 
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220.  Zweiteiliges  Netewerk  mit  einem  Ständer  in  der  Utte. 
Fig.  500.  Die  Lasten  mögen  in  den  Knotenpunkten  der  unteren 
Gurtung  angreifen.  Die  Einflußlinien  für  die  Stäbe  0,  U  und  D 
sollen  mit  Hilfe  von  Kräfteplänen  bestimmt  werden. 


Wir  betrachten  die  linke  Trägerhälfte  als  einen  an  der  Stelle  9 — 10 
eingespannten,  mit  den  äußeren  Kräften  Ä^  P^,  P3,  P5,  P7  belastete» 
k  Freiträger  und  ermitteln  der  Reihe  nach  die  Spannkräfte  infolge  der- 
Belastungen  ■ 

^  =  1,  P,  =  l,  P3=l,  P,=  l,  P,=  l 
mit  Hilfe  der  einer  näheren  Erläuterung  nicht  bedürfenden  Kräfte-^ 


Digitized  by 


Google 


606 


Dreizehnter  Abschnitt  —  §  58. 


plane  [b],  [c],  [d],  [e],  [/].*)  Durch  diese  5  Pläne  sind  die.Einflufi- 
linien  für  sämtliche  Diagonalen  und  Gurtstäbe  bestimmt 

Figur  500  g  zeigt  die  Dg -Linie.  Die  dem  Plane  [6]  entnommene 
positive  Spannkraft  Z>g^  infolge  Ä  =  l  bestimmt  die  Gerade  Ä'B\ 
welche  für  alle  Lagen  der  Last  P=  1  den  Einfluß  des  Stützendruckes i 
auf  die  Spannkraft  2>g  angibt  Trägt  man  nun,  von  dieser  Geraden 
aus,  auf  den  Senkrechten  durch  die  Knotenpunkte  1,  3,  5,  7  die  Spann- 
kräfte Dg.  i,  Dg.  3,  Dg.  5,  D^.^  ab,  welche  in  Dg  beziehungsweise  in- 
folge von  jPi=1,  Pg=l,  Pgsirl,  Py=1  entstehen,  so  erhält  man 
die  Eckpunkte  der  Dg -Linie.**) 

Um  die  Einflußliiiie  für  die  Spannkraft  V  des  Ständers  zu  finden, 
verwandeln  wir  das  Fachwerk  durch  Beseitigung  dieses  Stabes  in  eine 
kinematische  Kette,  bewegen  die  Knotenpunkte  9  und  10  in  der  Yerti- 
kalen  9 — 10  gegeneinander  mit  einer  beliebig  großen  Geschwindig- 
keit c,  bestimmen  die  zugehörigen  Geschwindigkeiten  c^,  c,,  Cg,  Cj, 

der  Punkte  0,  1,  3,  5,  . .  .  und  ermitteln  dann  die  F-Linie  mit  Hilfe 
der  Gleichgewichtsbedingung  S  ©c  =  0.  Dieses  Verfahren  führt  stets 
rasch  zum  Ziele  und  gestaltet  sich  besonders  einfach,  wenn,  wie  im 
vorliegenden  Falle,  die  Senkrechte  durch  die  Mitte  und  die  Wagerechte 
durch  die  Stützpunkte  Symmetrieachsen  des  Fachwerks  sind. 


Fig.  501. 

Li  Fig.  501  ist  der  Geschwindigkeitsplan  für  einen  Träger  mit 
8  Feldern  und  (der  größeren  Deutlichkeit  wegen)  mit  steileren  Gur- 
tungen gezeichnet  worden.  Die  Geschwindigkeiten  wurden  nicht  um 
90°  gedreht,  sondern  in  ihren  wirklichen  Richtungen  auftragen. 
Die  in  einer  Senkrechten  gelegenen  Punkte  T  und  8'  wurden  in  den 
Wagerechten   durch    die   Knotenpunkte  7  und  8    angenommen;    ihre 


*)  In  deD  Plänen  [c]  bis  [f]  haben  wir  die  Bezeichnungen  Dj,  D„  ft,  .  •  • 
durch  die  kürzeren  1,  2,  8,  .  .  .  ersetzt. 

**)  Dieses  Verfahren  läßt  sich  natürlich  auch  zur  Berechnung  des  in  Fig.  499 
daigestellten  Trägers  benutzen. 
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gegenseitige  Geschwindigkeit  wurde  also  darch  die  Länge  des  Stabes  7  8 
dargestellt    Nun  wurde  5'  mittels  8'5'_L8  6  und  7'6'_L7  5  bestimmt 

6'  „  7'6'J_7  6  „  8'6'J_8  6  „ 
u.  s.  w. 
Sind  nun  die  Geraden  0  —  n  und  7  8  Symmetrieachsen  des  Fachwerks, 
so  muß  5'  in  der  Wagerechten  durch  6  liegen,  was  man  sofort  er- 
kennt, wenn  man  den  Schnittpunkt  s  der  drei  Lote  des  Dreiecks  7  8  (6) 
bestimmt  und  dann  beachtet,  daß  8s||8'5'  und  7s||7'6'  ist;  und 
ganz  ebenso  läßt  sich  beweisen,  daß  die  Punkte 

6'    4'    3'    2'    1' 

der  Reihe  nach  in  den  Wagerechten  durch  die  Punkte 

6    4    3     12 
liegen.    Ist  also  die  gegenseitige  Geschwindigkeit  der  Punkte  7  und  8 
gleich   dem  Abstände  7  8    der  Knotenpunkte  7  und  8,   so   sind   die 
gegenseitigen  Geschwindigkeiten  der  Punktepaare  (5,6),  (3,4),  (1,2) 
beziehungsweise  gleich  den  Strecken  5  6,  3  4,  12. 

Aus  diesem  wichtigen  Gesetze  folgt  nun  für  den  vorhin  behan- 
delten Fachwerkbalken  (Fig.  600)  sofort  die  in  Figur  500  h  lediglich 
mit  Hilfe    des    Trägernetzes    dargestellte    Einflußlinie    für   F.      Die 

schraffierte  Fläche  0'  1'  3'  5'  7'  9' gilt  für  untenUegende,  die 

Fläche  0'  2'  4'  6'  8   10'  für  obenüegende  Fahrbahn.    Der  Kräftemaß- 
stab ist  P=l=f. 

b.  Parallelträger. 

221.  Ganz  besonders  einfach  gestaltet  sich  die  Untersuchung 
mehrteiliger  Fachwerkbalken  mit  parallelen  Gurtungen.  Sind  die  Feld- 
weiten gleich  groß,  was  in  der  Regel  der  Fall  sein  wird,  so  kann  man 
das  Trägemetz  als  Plan  der  um  90°  gedrehten  Geschwindigkeiten  be- 
nutzen. Es  besteht  dann  die  Herleitung  der  Einflußlinien  lediglich 
im  Anschreiben  von  Ziffern  an  die  Knotenpunkte. 

222.  Zweiteiliges  Ständerfaohwerk.  Fig.  502.  Wird  die  Ein- 
flußlinie für  die  Spannkraft  Dg  gesucht,  so  mache  man  das  Fachwerk 
durch  Beseitigung  von  D^  beweglich,  nehme  die  schraffierte  starre 
Scheibe  ruhend  an  und  schreibe  dem  Kxiotenpunkte  3  eine  Geschwin- 
digkeit c^  =  \  zu.  Punkt  3'  fällt  dann  mit  dem  Knotenpunkte  1  zu- 
sammen, 4'  mit  2,  6'  mit  6,  5'  mit  5,  8'  mit  6,  7'  mit  5  u.  s.  w., 
11'  mit  9.  Der  Hebelarm  von  D^  in  Bezug  auf  4'  ist  Xsin9,  und 
man  erhält  beispielsweise  für  eine  in  3  angreifende  Last  P  die  Gleichung 

^X  — PX  — Z>5Xsin<p  =  0 
Dj  sin  9  =  -4  —  P 
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Figur  502  a  zeigt  die  DjSin  9-Linie  sowohl  für  untenliegende  als  auch 
für  obenliegende  Fahrbahn. 

Beseitigt  man  D^  und  bestimmt  man  in  derselben  Weise  einen 
Geschwindigkeitsplan,  so  findet  man,  daß  11'  mit  11  zusammenfällt 


Fig.  502. 

Es  entsteht  die  in  Fig.  503  b  gezeichnete  D^  sin  9-Linie.  Damit  sind 
die  Bildungsgesetze  für  die  D  sin  9-Linien  gefunden.  Für  alle  Diago- 
nalen, welche  dem  vom  Endknoten  12  ausgehenden  Stabzuge  12 — 7— 
8 — 3  . .  .  angehören,  ergeben  sich  Einflußlinien  von  der  Art  Fig.  502a, 
für  die  anderen  solche  von  der  Art  Fig.  502  b.  Dies  gilt  auch  für 
DjSin  9j,  welches  im  vorliegenden  Falle  zur  zweiten  Gruppe  [Fig.  502 b] 
gehört. 

Kennt  man  die  Grenzwerte  ^,J9sin9  und  ,^Dsin9,  so  findet 
man  die  Spannkräfte  in  den  Vertikalen  mit  Hilfe  der  Gleichgewichts- 
bedingungen für  die  Knotenpunkte.  Beispielsweise  ergibt  sich  für  J\ 
bei  untenliegender  Fahrbahn  der  Wert 

F^=  — DßSin?  — ^.X 

wo  g^\  die  ständige  Belastung  des  Knotenpunktes  4  bedeutet,  und  bei 
obenliegender  Fahrbahn  wird 

V^=  —  D^s'm(f  +  g,\ 

wo  g^\  die  ständige  Belastung  des  Knotenpunktes  3  ist 


Digitized  by 


Google 


statisch  bestimmte  mehrteilige  FachwerkbaLken. 


509 


Fig.  603  zeigt  die  Einflußlinie  für  die  Spannkraft  U  in  einem 
Stabe  der  unteren  Gurtung.  Die  schraffierte  Scheibe  ist  wieder  als 
ruhend  angesehen  worden;  1'  fällt  also  mit  1  zusammen,  2'  mit  2. 
Punkt  3'  darf  nach  Belieben  in  der  Geraden  23  angenommen  werden; 


Fig.  503. 


er  wurde  mit  2  zusammenfallend  gewählt     Dann  fallen  aucli  6',  7', 
lO;  11'  mit  2  zusammen,  während  4',  5',  8',  9',  12',  13'  mit  4  zu- 
sammenfallen.    Für  eine  in  11  angreifende  Last  P  findet  man 
.4.4X  — P4X—  Uh  =  Q 
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Den  Knotenpunkten  9  und  7  entsprechen  die  Geschwindigkeiten  2X; 
die  Knotenpunkte  5,  3,  1  .  .  .  .  J9  bewegen  sich  nicht;  es  entsteht  also 
die  durch  Schraffierung  hervorgehobene  Einflußfläche  für  Z7,  welche  so- 
wohl für  untenliegende  als  auch  für  obenliegende  Fahrbahn  gilt  und 
deren  Bildungsgesetz  leicht  zu  übersehen  ist. 

223.  Zweiteiliges  Netzwerk  mit  Mittelstander  Fig.  504  und  505. 
Die  für  D  und  0  gezeichneten  Einflußlinien  (a  gilt  für  untenliegende, 
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Fig.  505. 

h  für  obenliegende  Fahrbahn)  dürften  nach  den  vorstehenden  Ent- 
wicklungen eine  weitere  Erklärung  nicht  mehr  erfordern.  Die  Ein- 
flußlinie für  V  folgt  aus  dem  in  No.  220  (Fig.  500  h)  gefundenen  all- 
gemeinen Gesetze. 

224.    Fig.  506   zeigt   ein    zweiteiliges   Fachwerk,    das   sich    von 
dem  soeben  untersuchten  im  wesentlichen  nur  dadiu*ch  unterscheidet, 
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daß  der  Mittelständer  durch  einen  wagerechten  Stab  CC^  ersetzt 
worden  ist.  Außerdem  wurden  durch  Einschaltung  von  Vertikalen 
in  der  belasteten  Gurtung  neue  Knotenpunkte  zur  Stützung  von 
Querträgem  geschaffen.  Die  Ordinaten  der  Einflußlinien  für  die 
Spannkraft  H  ini  Stabe  CC^  sind  gleich  +\:h\  es  hat  diese  Linie 
dieselbe  Form  wie  die  F-Linie  des  vorhin  untersuchten  Systems.  In 
Fig.  506  a  ist  ein  Geschwindigkeitsplan  für  die  durch  Beseitigung  dea 
Stabes  CC^  gewonnene  zwangläufige  Kette  gezeichnet  worden.  Den 
Punkten  C  und  Q  wurden  die  entgegengesetzt  gleichen  wagerechten 
Geschwindigkeiten  OC  erteilt  \md  in  ihren  wirklichen  Richtungen 
aufgetragen,  sodann  wurde  5'  mittels  C'5'J_C5  und  6\'5'J_Ci& 
bestimmt,  hierauf  (5)'  sodann  4'  u.  s.  w.  Es  fallen  zusammen 
mit  (5)'  die  Punkte  3',  (1)'  und  7',  (9)' 

.     5'     „         „       (3)',  r     „     (7)',  9' 

„      0      „         „        4',  2\  0'  „     6',  8',  10' 

„      C"  der  Punkt  Ä 

.,      C\  der  Punkt  B\ 


Fig.  506. 
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Fig.  507. 

Lasten,    welche    in    den    Knotenpimkten   0,  2,  4,  6,  8,  10    angreifen^ 
sind  ohne  Einfluß  auf  H. 

Werden  also  nur  in  den  Knotenpunkten  der  Vertikalen  Querträger 
angeordnet  (Fig.  507),  so  ist  der  Einfluß  der  Yerkehrslast  auf  H  gleich. 
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Null.  Auch  das  auf  alle  Knotenpunkte  sich  verteilende  Eigengewicht 
erzeugt  ini  Stabe  CC^  nur  eine  geringe  Beanspruchung.  Sehr  einfach 
gestaltet  sich  bei  dieser  Anordnung  die  Berechnung  der  Spannkräfte 
in  den  Diagonalen  und  Gurtungen.  £s  ist  nämlich  immer  zulässig, 
das  Eigengewicht  nur  auf  die  Kjiotenpunkte  1,  2,  3  ....  zu  verteilen 
und .  die  Knotenpunkte  E  und  F  unbelastet  anzunehmen.  Dann  er- 
geben sich  fiir  die  beiden  in  E  angreifenden  Diagonalen  entgegen- 
gesetzt gleiche  Spannkräfte  und  ebenso  auch  für  die  beiden  in  F  sich 
treffenden.  Da  nun  aber  die  Querkraft  Q  für  alle  zwischen  den 
beiden  Knotenpunkten  1  und  2  geführten  Schnitte  gleich  groß  ist,  so 
erhält  man  für  alle  vier  dem  Felde  1 — 2  angehörigen  Diagonalen  den- 
selben Wert  D,  so  zwar,  daß  die  linkssteigenden  Diagonalen  bei 
positivem  Q^  mit 

2   sm9 

auf  Zug  und  die  rechtssteigenden  ebenso  stark  auf  Druck  beansprucht 
werden.  Für  die  Gurtungen  erhält  man  aus  den  Angriffemomenten 
iU?!,  SWg»     •     •  ^i®  Spannkräfte 


-o,  =  +  c/, 


_^ 


-o,  =  +  u,= 


9», 


Die  unteren  Hälften  der  Vertikalen  werden  durch  die  Knotenpunkte- 
lasten auf  Zug  beansprucht,  die  oberen  Hälften  erfahren  nur  un- 
wesentliche Drücke  und  dienen  hauptsächlich  zur  Unterstützung  der 
Knickfestigkeit  der  oberen  Gurtung.  Der  Vorzug  dieses  Trägers  und 
des  in  Fig.  606  dargestellten  besteht  überhaupt  in  den  kurzen  Langen 
der  auf  Dmck  beanspruchten  Stäbe. 


Fig.  508. 

Eine  verwandte  Anordnung  zeigt  Fig.  508;  sie  ist  in  neuerer 
Zeit  vielfach  bei  ebenen  Windverstrebungen  zur  Ausführung  gekommen 
und  vom  Verfasser  schon  seit  Jahren  in  seinen  Übungen  im  Entwerfen 
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eiserner  Brücken  empfohlen  worden.    Für  die  Spanntraft  D  gilt  hier 
ebenfalls  die  Formel 

(Zug)I>.=  +  |^  =  Z>.  (Druck). 
In  den  Gartungen  entstehen  die  Spannkräfte 

In  den  Vertikalen  entsteht 

F.  =  Z>.sin9=^9, 

F.  =  P.  — D.sin  <p  =  P»  —  i  Ö„. 

S26.  Eine  umfangreiche  Anwendung  mehrteiliger  Fachwerke  mit  kurzen  Stab- 
längen  zeigt  das  von  mir  im  Jahre  1894  konstruierte,  in  Fig.  509  skizzierte  Bau- 
gerttst  des  Berliner  Domes.  Es  bestand  aus  Pfeilern,  deren  Stabwerk  durch 
kräftigere  Linien  hervorgehoben  wurde,  und  aus  darauf  ruhenden  Sprengwerken. 
Die  Stäbe  s  sollten  nur  den  Anschluß  leichter  Maurer-Rüstungen  und  die  Schaffung 
von  Arbeitsböden  ermöglichen.  Seitenriß  und  Grundriß  geben  Auskunft  über  die 
Anordnung  der  Wind  Verstrebungen.  Das  Gewicht  der  großen  Schiebebühne  mit 
Elektromotor,  Winde,  Katze  und  BrahtseU  betrug  14  400^,  die  Nutzlast  15  000*^. 
Der  von  einem  Stiele  aufzunehmende  größte  Druck  (einschließlich  der  Wirkungen 
des  Eigengewichts  und  eines  Winddruckes  von  100 'v  f.  d.  qm)  war  rund  P=  25  000*". 
Die  größte  Geschoßhöhe  war  ä  =  5,7".  Wären  die  einzelnen  Felder  des  Pfeilers 
in  der  gewöhnlichen  Weise  durch  zwei  sich  kreuzende  Diagonalen  versteift  worden, 
so  wäre  nach  der  bekannten  EulerSQ\ien  Formel  ein  kleinstes  Querschnitts-Trägheits- 
moment 


•/ «Wf»  — 


v,^E 


erforderUch   gewesen,    wo  n   den  Sicherheitsgrad  und  E  den  Elastizitätsmodul  be- 
deutet.   Setzt  man  tc«J&=1  000  000*»/,«,  und  wählt  n  =  6,  so  erhält  man 

6 -25  000 -570«        ,^ -^^       , 

JmiH  = ^48  735  cm*. 

-"•  1000  000 

Infolge    der    Halbieiiing    der    freien    Längen    der   Stirnwand    geht    dieser    Wert 
herab  auf 

J„t,  =  i^^  =  rd.  12  200  c;»*, 
4 

und  es  erwiesen  sich  daher  zwei  Hölzer  von  IS'^x  18**  Stärke  mit 

J^t„  =  "  -  ~^*  =  12  640  cm* 

als  vollkommen  sicher. 

Zur  Schätzung  der  durch  Halbierung  der  freien  Längen  erzielten  Holzerspamis 
genügt  folgende  kurze  Überschlagsrechnung.  Sind  l^  und  l^  die  Längen  zweier 
gleich  stark  auf  Knicken  beanspruchten  Stäbe,  /\  und  F,  die  Inhalte,  Ji  und  J.^ 
die  kleinsten  Trägheitsmomente  ihrer  Querschnitte,  und  sind  die  beiden  Querschnitte 
einander  ähnlich,  so  verhält  sich 

und  man  findet  daher  für  /j  =  J  7,  das  Verhältnis  Fi  =  |  F^. 

Mfiller-BresUa,  OrsphlBche  SUtlk.    I.  33 
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Der  Materialverbrauch  ist  deshalb  für  die  erete  Anordnung  nur  halb  so 
groß  wie  für  die  zweite.  In  Wirklichkeit  ändert  sich  natürlich  diese  Zahl  etwas, 
wegen  der  gebotenen  Anpassung  an  die  im  Handel  vorkommenden  Holzstärken;  dafür 
tritt  aber  noch  der  Umstand  hinzn,  daß  sehr  starke  Hölzer  —  wie  sie  hier  für 
eine  freie  Länge  von  ö,?*"  erforderlich  gewesen  wären  —  teurer  sind,  wie  solche 
mittlerer  Abmessungen.    Ich  hebe  noch  hervor,  daß  bei  der  Domrüstung  an  einer 
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Fig.  509. 


Stelle  auch  eine  größere  Spannweite  mit  ITotröSchen  Trägem  (d.  h.  Paralleltrager 
mit  hölzernen  Gurtungen,  hölzernen  gedrückten  Diagonalen  und  eisernen  gezogenen 
Vertikalen)  überbrückt  worden  ist  imd  schließe  diese  kurze  Mitteilung  mit  dem 
Gate,  große  Baugerüste  auch  für  Hochbauten  stets  nach  den  im  Brückenbau  geltenden 
Grundsätzen  zu  entwerfen.  Ob  man  nun  eine  sogenannte  Gerästbrücke  (wie  die  in 
Fig.  509  dargestellte)  baut,  oder  ob  man  Träger  mit  größeren  Spannwetten  ver- 
wendet, muß  von  Fall  zu  Fall  entschieden  werden. 

226.  ünsymmetrisolLes  zweiteiliges  Netzwerk,  Eahrbahn    unten. 
Die  Figuren  510  und  611  zeigen  die  Ermittelung  der  Einflußlinien 
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für  Dj  und  O5.    Das  Fach  werk  stimmt  mit  dem  in  Fig.  509  als  Pfeiler 
verwendeten  überein. 


f^ig.  5ft. 


227.  Unsymmetrisches  vierteiliges  Netzwerk.  Fig.  512.  Die 
Streben  bilden  einen  zusammenhängenden  Stabzug,  der  in  einem  End- 
knoten des  linken  Ständers  beginnt  und  in  dem  anderen  Endknoten 

33* 
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endigt;  das  Netzwerk  ist  statisch  bestimmt  (vergl.  Seite  452).  Der 
Träger  besitzt  14  ganze  und  ein  halbes  Feld;  seine  Stützweite  ist  29", 
seine  Höhe  4"'.  Wir  beginnen  mit  der  Ermittelung  der  Einflußlinie 
für  Z>iSin9,  lassen  A'  mit  A  zusammenfallen,  1'  mit  1  und  finden  2' 
mit  2  zusammenfallend,  3'  mit  3,  4'  mit  4  u.  s.  w^.,  8'  mit  8:*)  Nun 
wurde  dem  Punkte  9  der  mit  8  zusammenfallende  Geschwindigkeits- 
punkt 9',  der  in  der  Geraden  8  9  beliebig  angenommen  werden  darf, 
zugewiesen  und  10'  mit  7  zusammenfallend  gefunden,  11'  mit  6  u.  s.  w^ 
16'  mit  1.  Punkt  17'  fällt  mit  17  zusammen,  18'  mit  18  u.  s.  w. 
23'  mit  23,  24'  mit  23,  25'  mit  22  u.  s.  w.  31'  mit  A^  32'  mit  1, 
B'  mit  8.  Den  Knotenpunkten  der  unteren  Gurtung,  in  denen  alle 
Lasten  (auch  die  ständigen)  angreifen  mögen,  entsprechen  abwechselnd 
die  Geschwindigkeiten  c  =  X  und  c  =  0.  Punkt  A  besitzt  die  Ge- 
schwindigkeit 0,  Punkt  B  die  Geschwindigkeit  ^X.  Die  Summe  der 
Momente  der  in  den  Knotenpunkten  31  und  32  angreifenden  Kräfte  Dj 
in  Bezug  auf  die  zugehörigen  Geschwindigkeitspunkte  31'  und  32'  ist 
—  2Z>iX  sin  9,  und  es  ergibt  sich  daher  für  jede,  in  einem  der  Knoten- 
punkte (1),  (3),  (5), ♦*)  angreifende  Last  die  Gleichung 

—  2  Z>,X  sin  9  +  PX  —  jBy  =  0, 
Z>,sm9  =1  P —  \B, 

Die  Einflußlinie  für  Z)iSin9  zeigt  Mg.  512  b.  Die  Untersuchung  der 
übrigen  Spannkräfte  Z>  geschieht  nun  am  kürzesten  wie  folgt 

Greifen  nur  in  den  Knotenpunkten  der  unteren  Gurtung  Lasten 
an,  so  ist  der  Knotenpunkt  32  nur  dann  im  Gleichgewicht,  wenn  die 
beiden  in  32  angreifenden  Spannkräfte  T)  entgegengesetzt  gleich  sind; 
wird  also  die  linkssteigende  Diagonale  mit  B^  gezogen,  so  wird  die 
rechtssteigende  Diagonale  mit  B^  gedrückt.  Auf  dieselbe  Weise  kann 
man  nun  durch  Betrachtung  des  Gleichgewichts  des  Knotenpunktes  16 
schließen,  daß  die  Diagonale  16  — 15  ebenfalls  mit  B^  gezogen  wird. 
Wir  setzen  nun  fest,  daß  die  Stabhraft  B  für  eine  Unkssteigende 
Biagonale  positiv  angenommen  tüird^  ivenn  sie  Zugspannungen  hervor- 
bringt, für  eine  rechtssteigende  Biagonale  hingegen  positiv,  toenn  sie 
I)ruckspannu7igen  erzeugt.  Die  Bezeichnung  der  Diagonalen  ist  aas 
der  Eig.  512a  zu  ersehen;  die  Pfeile  deuten  an,  in  welchem  Sinne 
die  positiven  Kräfte  B  an  den  Knoten  der  unteren  Gurtung  angreifen. 
Mit  Ausnahme  von  B^  kommt  jede  Spannkraft  B  zweimal  vor.    Greifen 

in  den  Knoten  (1),  (2),  (3), der  unteren  Gurtung  die  Lasten 

Pj,  Pj,  Pj,  .  .  .  an,  so  muß  sein: 

*)  In  Fig.  512  a  sind  die  Knotenpunkte  in  der  Reihenfolge  nummBiiert  wordea, 
in  welcher  die  Geschwindigkeiten  am  zweckmäßigsten  bestimmt  werden. 

♦*)  So  wollen  wir  die  Angriffsstellen  der  Lasten  fortan  bezeichnen,  siehe  Fig.  512  b. 
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(I) 


2>4  sin  9  =  Z>j   sin  9  —  Pj 

Dg   sin  9  =  D^  sin  9  —  Pg 

Z>igSin9  =  Z)g   sin  9  —  P3 

JD15  sin  9  =  Z),g  sin  9  —  Pj, 

Dil  8111 9  =  I>,5  sin  9  +  Pi, 

Z>7   sin  9  =  7>i  1  sin  9  -j-  P^ 

Dj   sin  9  =  Z>7   sin  9  -|-  ^4 

Z>j   sin  9  =  Z>i   sin  9  —  P, 

JDi^  sin  9  =  Dg   sin  9  —  P, 

Di4  sin  9  =  Dio  sin  9  —  Pj  ^ 

Dl,  sin  9  =  Di4  sin  9  +  Pi^ 

D9   sin9  =  Di3Sin9  +  Pio 

D5   sin  9  =  D9   sin  9  -f-  Pg 

Dj  sin9  =  D5  sin  9 -j-Pg. 
Ist  der  Knotenpunkt  (1)  unbelastet,  so  ist  D^  sin  9  =  Di  sin  9.  Die 
Ordinaten  für  diese  beiden  Werte  unterscheiden  sich  also  nur  an 
der  Stelle  (1)  voneinander  und  zwar  um  die  Lasteinheit  P.  Man  kann 
also  in  der  durch  die  vorstehenden  Gleichungen  bestimmten  Reihenfolge 
aus  der  Dj  sin  9 -Linie  schrittweise  die  Einflußlinien  für  D4sin9, 
Dg  sin  9, folgern.    Dabei  empfiehlt  es  sich,  um  Bruchziffem  zu 

vermeiden,  die  Rechnung  für  P  =  29  f  weil  /  =  29  -^  ist J  durchzu- 
führen. Die  Ergebnisse  sind  in  der  folgenden  Tabelle  zusammengestellt 
worden.  Die  Ordinate,  in  welcher  eine  Linie  von  der  vorhergehenden 
Linie  abweicht,  wurde  durch  Unterstreichung  hervorgehoben ;  man  be- 
achte, daß  Dg  sin  9  wieder  aus  Dj  sin  9  gefolgert  wird. 

Enotenpankt 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

Dl  sin  9 

+  14 

— 

+  13-    2 

+  12 

—    3 

+  11 

—   4 

+1Ö 

-    5 

+"^ 

—   6 

+    8 

—    7 

2)4  »119 

—  15 

— 

+  13 

—    2 

+  12 

-    3 

+  11 

—   4 

+  10 

—    5 

+   » 

—   6 

+    8 

—    7 

ög  81119 

—  15 

— 

1 

+  13 

—    2 

—  17 

—    3 

+  11 

—    4 

+  10 

—    5 

+    9 

—   6 

+  8;-  7 

Dl,  sin  9 

—  15 

— 

1 

+  13 

-    2 

-17 

-    3 

+  11 

—   4 

—  19 

—    5 

+    9 

—    6 

+    8 

1 

DiBain9 

—  15 

— 

1 

+  13—    2  —  17 

-    3 

+  11 

—    4 

—  19 

—   5 

+    9 

—   6 

—  21 

—    7 

Dn  sin  9 

—  15 

— • 

+  13-2 

-17 

—    3 

+  11 

—   4 

—  19 

—    5 

+   9 

+  23  —  21 

—    7 

Dt  sin  9  —15 

— 

1 

+  13—    2 

-17 

—   8 

+  11 

+  25 

—  19 

—    5 

+   9 

+  23 

-21 

—    7 

Da  sin  9  —15 

— 

1 

+  13  +  27 

—  17 

-   3 

+  11 

+  25 

—  19 

—    5 

+   9 

+  23 

-21 

—    7 

De  sin  9  1+ 14 

— 

1 

—  16—2 

+  12-3 

+  11 

-    4|+10 

—    5 

+   9 

—    6 

+    8 

—    7 

Djo  sin  9 

+  14 

— 

-16—2 

+  12 

—    3 

—  18 

—    4 

+  10 

—    5+    9 

—   6 

+   8 

—    7 

Di4  sin  9 

+  14 

— 

—  16|—    2 

+  12 

-    3 

-18 

-    4 

+  10 

—    5 

-20 

—    6 

+    8-    7 

D,j  sin  9 

+  14 

— 

-16—2 

+  12 

—   3 

-18 

—    4 

+  10 

—    5 

r-20 

—    6 

+    8'+ 22 

Dq  sin  9 

+  14 

— 

—  16 

-   2 

+  12 

—    3 

-18 

—    4 

+  10 

+  24 

—  20 

—   6 

+    8 

+  22 

Z>B  sin  9 

+  14 

— 

1  —  18 

—    2 

+  12 

+  26 

—  18 

-    4 

+  10 

+  24-20 

—    6 

+    8 

+  22 

D,  8in9 

+  14 

+  28 

—  16 

-    2 

+  12 

+  26 

—  18 

—    4 

+  10 

+  24I 

—  20 

—    6 

+   8 

+  22 
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Fig.  512  c  enthält  sämtliche  2)sin9-Linien;  sie  ist  bestimmt  durch  4^ 
parallele  Geraden;  die  Einflußfläche  für  die  am  stärksten  beanspruchte 
Diagonale,  d.  i.  D,,  ist  durch  Schraffierung  hervorgehoben  worden. 

Aus  den  JD-Linien  findet  man  die  Z7-Linien  mit  Hilfe  der  Glei- 
chungen . 

Ui  =  I>3  cos  9 

(II)    <U^=  Ui+  Dl  cos  9  + 1>4  cos  9 

tTj  =  JJj  +  Z>2  cos  9  -(-  Dj  cos  9  u.  s.  w. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  9  =  45^  also  cos  9  =  sin  9.  Sonst  würde 
man  an  Stelle  der  CALinien  die  Z7tg9-Linien  bestimmen,  damit  man 
die  Ordinaten  der  D  sin  9-Linien  ohne  weiteres  benutzen  kann.  Führt 
man  dann  die  ganze  Rechnung  für  P=29  aus,  so  hat  man  es  mit 
einfachen  Zahlenwerten  zu  tun.  Ganz  ebenso  werden  die  0  tg  9-Linien 
ermittelt 

Handelt  es  sich  um  eine  Eisenbahnbrücke,  so  wird  man  bei  der 
Berechnung  der  größten  Spannkräfte  D  die  Radstände  und  gegenseitigen 
Abstände  der  Lokomotiven  und  Tender  mit  den  Feldweiten  tunlichst 
so  in  Einklang  bringen,  daß  möglichst  hohe  JD- Werte  erzielt  werden. 
Im  vorliegenden  Falle  empfiehlt  sich  z.  B.  für  die  Berechnung  von 
maxD2p  die  in  Fig.  612  dargestellte  Zuganordnung;    sie  liefert 

_Z),^sin9  =  10r. 
Die  ständige  Belastung  sei  g  =  lfi%  Gleis,  also  ^X  =  3,2*  für  einen 
Knotenpunkt.     Die  Summe    der  Ordinaten    der  Einflußlinie   ist,   für 
P=29, 

14  4-  28  +  12  +  26  +  10  +  24  +  8  + 1-  22*) 

,,,.  ^        .^,    .^  -(16  +  2  +  18  +  4  +  20  +  6)  =  72,5; 

folglich  ergibt  sich 

A,  sin  9  =  72,5  ^  =  8,0'.**) 

Im  ganzen  entsteht  also 

^^Dg  sin  9  =  109*  und  ^^D^  =  154*. 
Mit  diesem  Werte  wollen  wir  die  Spannkraft  „^D  im  4"*  langen  End- 
felde eines  einteiligen  Parallelträgers  von  29"*  Spannweite  vergleichen. 
Es  ergibt  sich  (Fig.  513)  für  einen  Zug  mit  den  früher  festgesetzten 
Radständen 

D^  sin  (f  =  A^—  ^^-^^  =  102,2  -  4,8  =  97' 

Z>^  sin  9  =  gx'  =  16  - 12,5  =  20' 
^D  sin  9  =  117'  und  D  =  165*. 


*)  Knotenpankt  14  ist  nur  mit  ^  gX  belastet. 

**)  Werden  sämtliche  Dg  gesucht,  so  berechne  man  einen  Wert  D,Bm<p  mit 
Hilfe  der  Ordinaten  der  Einflußliuie,  die  übrigen  aber  mittels  der  Gleichungen  1. 
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Die  Diagonale  D^  des  vierteiligen  Fachwerks  erfährt  also  im  vor- 
liegenden Falle  nahezu  dieselbe  Beanspruchung  vrie  die  eines  ein- 
teiligen Systems,  ein  Ergebnis,  v^elches  hinreicht,  um  den  Träger  in 
Fig.  512  als  unvorteilhaft  zu  kennzeichnen.  Ein  weiterer,  für  die 
Ausführung  sehr  ins  Gewicht  fallender  Nachteil  dieses  Fachwerks  ist 
seine  unsymmetrische  Anordnung.  Würde  man  nur  in  den  Knoten- 
punkten (1),  (3),  (5) .  .  .  Querträger  anordnen,  so  würde  D^  w^esenüich 
kleiner  werden,  weil  dann  die  großen  Ordinaten  der  Z>-Linie  fortfallen. 


-^^ 


ff     M     19     fff 


,,...j;#    ---J.-.U*    .-•---»,•-- AJ^<>i*--  V.*  --'  ^ 
♦     i     i     V  ▼     ' 


j»    V   /IT   «r* 


i0    l€     19*    \ 


Fig.  513. 

228.  SymmetrifiolLes  yierteiliges  Netzwerk  mit  einem  lialbeii 
Ständer  in  der  Mitte.  Fig.  514.*)  Der  Träger  besitzt  14  ganze  und 
2  halbe  Felder;  seine  Stützweite  ist  30"  seine  Höhe  4*  Die  Fahr- 
bahn liege  an  der  unteren  Gurtung.  Wir  beginnen  mit  der  Darstellung 
der  Einflußlinie  für  D,  sin  9,  nehmen  die  schraffierte  Scheibe  ruhend 
an,  weisen  dem  Knotenpunkte  1  den  Punkt  1'  zu  und  bestimmen  der 

Reihe  nach  zu  den  Punkten  2,  3,  4,  5, 33  die  Punkte  2', 

3',  4',  5',  .  .  .  33'. 

Die  Lote  von  den  Punkten  27'  und  32'  auf  die  in  den  Knoten  27 
und  32  angreifenden  Kräfte  Z>,  sind  2  X  sin  9  und  X  sin  9.  Punkt  33 
besitzt  die  Geschwindigkeit  1,6  X,  Punkt  12  die  Geschwindigkeit  2X, 
Knoten  23  die  Geschwindigkeit  c  =  1,5  X.  Man  erhält  also  für  eine 
in  23  angreifende  Last: 

i>2  (2  X  sin  9  —  X  sin  9)  +  ^  1,5  X  —  52,0  X  —  Pl,5  X  =  0 
und  hieraus 

Z>,  sin  9  =  —  1,5  A  -f-  2,0  jB+  1,5  P. 

Die  Gerade  A"B"  ist  Einflußhiiie  für  den  Ausdruck  ( —  1,5  A 
+  2,0jB);    trägt  man  von  dieser  Geraden   aus   auf  den  Senkrechten 

durch  die  Knotenpunkte  der  unteren  Gurtung  die  entsprechenden —- 


*)  Man  vergleiche  die  Untersuchung  des  in  Fig.  429  dargestellten  Trägers  auf 
Seite  446  u.  f.  und  bilde  zur  Übung  die  Determinante  D.  Auch  empfiehlt  sich 
Untersuchung  des  Falles  eines  von  Gurtung  zu  Gurtung  reichenden  Mittelständers, 
der  mit  den  ihn  kreuzenden  Diagonalen  nicht  verbunden  ist. 
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auf,  SO  erhält  man  die  JD,  sin  9 -Linie.     Für  die  ersten  drei  Knoten- 

c  c 

punkte  ist  —  =  -|-  l^Si  für  die  nächsten  drei  —  =  +  0,5,  für  die  fol- 

Ä  A 

C  C 

genden  —  =  —  0,5,  für  die  letzten  —  =  —  1,5. 

Ä  A 

Die  dritte  Zeile  der  Tabelle  I  auf  Seite  524  enthält  die  Ordinaten 
der  D,  sin  9 -Linie  für  P  =  30.  Die  Ordinaten  der  Dj  sin  9 -Linie 
ergeben  sich  aus  der  Gleichgewichtsbedingung,  denen  die  am  linken 
Endständer  angreifenden  Kräfte  D  genügen  müssen,  Kg.  515, 

2  Z>i  sin  9  +  2  Z)j  sin  9  =  Ä. 
woraus 

(7)i4-Z),)sin9  =  i^. 

Die  Ordinaten  der  Einflußlinie  fiir  ^  Ä  sind  in  der  ersten  Zeile  der 
folgenden  Tabelle  angegeben.  Nach  Berechnung  der  Dj  sin  9 -Linie 
findet  man  die  Ordinaten  der  übrigen  2>  sin  9 -Linien  der  Reihe  nach 
mit  Hilfe  der  Gleichungen:*) 

D^  sin  9  =  Dj  sin  9  —  P^ 
Z>4  sin  9  =  Dj  sin  9  —  P, 
JDg  sin  9  =  Z>j  sin  9  —  Pg 
Dg  sin  9  =  Dl  sin  9  —  P4 
D7  sin  9  =  D3  sin  9  —  Pg 
Dg  sin  9  =  D4  sin  9  —  P^ 
D9  sin  9  =  Dg  sin  9  —  P^. 

Die  EinfluJälinien  für  D\  sin  9  und  Dg  sin  9  sind  Spiegelbilder.  Die 
F- Linie  ist  bestimmt  durch 

F^  Dg  sin  9  -f-  D'g  sin  9; 

sie  besitzt,  wie  die  F- Linie  des  in  Fig.  505  dargestellten  zweiteiligen  Fach- 
werks, in  den  Knotenpunkten  abwechselnd  Ordinaten -|-  |Pund  — |P. 
In  Figur  515  sind  alle  D-Linien  zusammengestellt  worden;  ihre 
Eckpunkte  liegen  in  6  parallelen  Geraden.  Die  Einflußlinie  für  D^  sin  9 
ist  durch  Schraffierung  hervorgehoben  worden. 

Tabelle  E  auf  Seite  524  enthält  die  Ordinaten  sämtlicher  CT-Linien. 
Es  ist 
C/i=0 

U2  =  Dj  cos  9  -f  Dg  cos  9  =  Dl  sin  9  +  D,  sin  9  weü  9  =  45®**) 

u.  8.  w. 


♦)  Für  die  rr— r? — 1 — Diagonalen  der  linken  Träfferhalfte  bedeatst  ein 

^  rechtssteigenden     ^  ^ 

D  einen  Zug. 


negatives 

♦*)  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  berechne  man  die  Werte  Utg<p. 


Digitized  by 


Google 


statisch  bestimmte  mehrteilige  Fachwerkbalken. 


523 


Digitized  by 


Google 


524 


Dreizehnter  Abschnitt.  —  §  58. 


1 

Iß  *^  ▼H  vH  tH  T^  vH 

o  o  o. 
IM  ■*4'iH  00  o 

^l+T++7 

iH  <r4  iH          *^ 
1   J 1 1 L 

1  i     1     1     T 

O         .00               »«•«'O 

"I+I++I I++TT 

CO 

M 

"'+1  +  1  I++I  I++ 

<i         O  kO               lO  lA  iO 

ta  «  oT  00  oT  oTeo  oo  oToT»«  o 

+1+1 I++I 1 1 1 

■»-1 

lO       o  o 

1 + 1 ++ 1 

O  O  O 
OOOCO  T^O 

•^  "1-1           f4 

1    1    1    1    1 

1    11    1    t 

O 

lA        lA  lO 

■*'  1  +  1  ++  1 

o  o  o 

05  "Fl 

I++I      1 

o> 

lO  t^  cTe^  o  o  h-  fc»  o  o  id"io 

*+l+l I++I I++ 

•-4 

00 

"^^+1  +  1  1  ++  1  1   M 

1 

1^ 

1+1 ++I l+l 1+ 

CO 

,£>  1-»  00  tH  00  00  »- 

++++++ 

f-l  tH  00  CO  o 

+  I++I 

o 

»^0>*^0>-*^im05<i-I>i-It-I00O 

^ 

"+I+I iT+  1 iT 

00 

o      oo          ooo. 
>ft  o  t*ot-c<«oot*ea©«o 

""  l  +  l  +  l  11  +  11  + 

c^ 

o^      »ft»^           «^«»^»^ 
•^00  cToo  oTo  eo  00  Ä  O  "^O 
CO         ^H         ^  ■•-<                -ri  -r-i         "t-l 

'^+++l+++l++l 

▼^ 

o^     o^o.          »«oo 

O^COOJOOOOtHOJCOOO^iO 

-^++1+++!++++ 

8- 9- 8- 9- 0- 8- 9- ö- 9- 9- 

Hh  «  'S  '53  '53  'So  M  '55  'S  'So  «  ^ 

»3 


c>9oo<«-ioo<^e4e>ie«90eoooeoco 

C40«         O«  C4  C4         090904        Ol  Ol 

I++++I+I I+++ 


COO>OOOäO«COCD«OOObO»aO 


++++I+I++ 


ooooooooooooo 

,H  tH  »i^  «M  O*  -^  *-• 

+1+1   ++++ I + I + 


coo»fc«0)oico^<ooo)-<-4dfte« 

Ol  iH        »^  "t-l  Ol  —  O«  "^  »^  o*  ^ 

+1+1 I++++I+I+ 


ooh-o>r^coooooooo»*e*r*'* 

v^  04         Ol  eo  «M  — •  iH         04  04  Ol  o 

++++ I + I    +++ 


0«eOr-ieO'«OIOI040000QOO«D 

•F-4^i-404      e«      oa-r^oOTH-* 

I ++++ I + 1 +++++ 


^        ^       r-i  1-4  Ol -M  "^  ^  eo       09 

+  1  +  1  ++++-!-  I  +  I 


OOOOOOOOOOtOOO 

eo  ^  ^  ,H       00  00  oo  <o  T-i  "^  1-4  03 

+1+1   ++++I+J+ 


^^t^v-iOD«4i-^^OiHiMi-»0« 
1-4  CO  iH  00  ^  -4  CO  1-«  09  00  o         o 


I ++++ I + ! +++++ 

Ö4t-o>e*«oo«aooiöoor-f'i* 

li^  1-1  T-l  CO         CO         ^  <r-i  O«  <i-l  «1« 

+++++++++ I +++ 


OOOdiHOO'^OOOlOlOOOaOOOCD 
1-1         09         Ol  1-4  "^l  tl  00         00         OQ 

+++++++ 1  +++++ 


Tj«T-(ooi-oi"^<orj«Oi-«a»i-ioo 

00  1-4  09  1-1  1-1    1-4  00  O  «»^  00  1-4  04 

+1+1 +++++ 1+1+ 


ooooooooooooo 

tH  eo  04         00  tH  Ol  1-4  ip4  00  -^  04  Ol 

I ++++ I + I +++ I + 


COO)OOi-iOOCO'^COOAO)i-i04 

o«  1-4      04      oo  00      e«  1-1 

+1 I ++++++ I I++ 


oor-iHt^cDoiooaoot^oot«^ 

04  04  00  1-4 

I + I ++++ I I + I ++ 


tf  ä       »  »  »  ä  » 

d  o       d  a  0  a  a 

00    OQ           00  00  00  00  QC 

Q-.^'    Q-  q-  c?  q-  Q- 

+  +  +  +  + 


ä  ö       »       ti       ä       tt       » 

3     .S     .S 

oo  00  OD 


•i-i   -9   ■§ 


Q(^"    CT    Q-    cf    cj    cf 


'  k^"       §-•       •«*       k.*       *^       K.*"       w-!* 

t;)     l:^     ;:;>     L>     i:;)     Kd     b 


Digitized  by 


Google 


statisch  bestimmte  mehrteilige  Fachwerkbalken. 


525 


Den  größten  Wert  D  erhielten  wir  für  die  Diagonale  Dg.  Die 
in  Figur  514  angegebene  Zugstellung  erzeugt 

«-Ai>  =  +  64,7^ 
Infolge  der  ständigen  Belastung,  welche  für  die  Knoten  (1)  und  (15)  je 

— |—  und  für  die  übrigen  ^X  beträgt,  entsteht 

A,  sin  9  =  Jj  [4  •  3,5  +  10,5  +  17,5  +  1,5  +  8,5  +  15,5  +  6,5 

+  13,5  +  4,5  +  ~  11,5  —  5,5  —  7,5  —  0,5  —  9,5  —  2,5] 

=  g\'  2,125  =  1,6 . 2,0  •  2,125  =  6,8', 
mithin  im  ganzen 

^1\  sin  9  =  64,7  +  6,8  =  71,5'  und  Z>,  =  101'. 

c.  Angenäherte  Berechnung  statisch  unbestimmter  Fachwerice. 

220.  Allgemeines.  Die  Berechnung  statisch  unbestimmter  Fach- 
werke erfolgt  in  der  Kegel  in  der  Weise,  daß  das  ^- teilige  Eachwerk 
in  /  einteilige  statisch  bestimmte  Pachwerke  zerlegt  und  jedes  Teil- 


^^       23      l      J      C      7      ^       *      t       2      J     l       J      6      7      ^ 


Fig.  516.  Fig.  517. 


System  nur  für  die  in  seinen  Knotenpunkten  angreifenden  Lasten  be- 
rechnet wird.  Gehört  ein  Knotenpunkt  mehreren  Teilsystemen  an,  so 
wird  seine  Belastung  gleichmäßig  auf  diese  Systeme  verteilt  Sodann 
werden  die  Teilfachwerke  wieder  vereinigt  und  die  Spannkräfte  zu- 
sammenfallender Stäbe  und  Stababschnitte  addiert.  In  den  Mguren  516 
und  517  sind  die  Zerlegungen  eines  zweiteiligen  Strebenfachwerks  und 
eines  zweiteiligen  Ständerfachwerks  mit  Gegendiagonalen  dargestellt 
worden;  es  wird  in  beiden  Fällen  angenommen,  daß  auf  das  obere 
Teilsytsem  nur  die  in  den  Knotenpunkten  1,  3,  5,  7  angreifenden 
Lasten  von  Einfluß  sind,  während  dÜe  Belastungen  der  Punkte  2,  4,  6 
lediglich  von  dem  unteren  Teilsystem  auf  die  Auflager  übertragen 
werden. 
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Auch  die  bislang  ausgeführten  mehrteiligen  Netzwerke  mit  Dia- 
gonalenzügen, die  von  beliebigen  Punkten  der  Endständer  ausgehen^ 
also  nicht  von  Gurtung  zu  Gurtung  führen,  Fig.  518,  sind  nach  dem 
Verfahren  der  Teilsysteme  berechnet  worden.  Sie  sind  statisch  un- 
bestimmt, weil  sie  biegungsfeste  Endständer,  welche  die  Rolle  starrer 
Schtiben  spielen,  besitzen.  In  Figur  518  ist  die  Zerlegung  eines 
derartigen  vierteiligen  Systems  angegeben  worden;  alle  vier  Teilsysteme 


Fig.  518. 

sind  statisch  bestimmt  Hat  man  die  Spannkräfte  der  an  den  End- 
Ständern  angreifenden  Stäbe  berechnet,  so  kann  man  für  jeden  Quer^ 
schnitt  des  Endständers  die  Längskraft  N^  die  Querkraft  Q  und  das^ 
Angriffsmoment  3R  angeben  und  die  im  Querschnitte  auftretenden 
Spannungen  a  und  t  (s.  Abschnitt  II)  ermitteln.  Statt  biegungsfester 
Endständer  kann  man  auch  geghederte  Scheiben  (Fig.  520  und  522> 
anordnen. 
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Rg.  518  e  zeigt  die  Einflnßfläche  für  die  Spannkraft  D^  in  einer 
Diagonale  für  den  Fall  untenliegender  Fahrbahn.  Sie  wird  aus  der 
Einflußfläche  ÄL^L^B  für  die  Diagonale  eines  einteiligen  Parallel- 
trägers mittels  der  (zuerst  von  Fränkel  gemachten)  Annahme  gefolgert^ 
daß  nur  die  in  den  Knotenpunkten  1,  5,  9,  13,  17  angreifenden  Lasten 
einen  Einfluß  auf  D  ausüben,  während  die  übrigen  Knotenlasten  von 
den  drei  anderen  Teilfachwerken  aufgenommen  werden. 

Bei  gebrochenen  Gurtungen  führt  die  Zerlegung  in  Teilsysteme 
zu  Gurtstäben,  die  einen  oder  mehrere  Knicke  aufweisen  und  durch 
gerade  Stäbe  ersetzt  werden  müssen.   So  werden  z.  B.  in  Fig.  519  bei 


Fig.  519. 

Betrachtung  der  beiden  Teüfachwerke  behufs  Berechnung  der  Füllungs- 
stäbe an  Stelle  der  Gurtungen  ahc  und  hcd  die  Stäbe  ac  und  hd  ein- 
geführt Die  Spannkräfte  0  und  TJ  drückt  man  hingegen  zweck- 
mäßiger wie  folgt  durch  die  für  die  ungeteilte  Belastung  berechneten 
größten  Angriffsmomente  3R  aus.  Man  setze  für  den  Stab  hc  als  Glied 
des  Teüfachwerks  hd  (w  +  1) 


0.  =  - 


2    h 


■mJfX 


und  für  denselben  Stab  als  Glied  des  Teilfachwerks  acm 


0^  = 


1   2». 


2    K 


secß« 


im  ganzen  also 


"— K^+f-)-^- 


und  hierin  verstehe  man  unter  ß^  den  Neigungswinkel  des  Stabes  bc. 
Ganz  ebenso  findet  man  für  den  wagerechten  Stab   U^ 


--=+l(?-+?::r)- 


Eine  genauere  Berechnung  der  statisch  unbestimmten  Fachwerke 
enthält  der  zweite  Band  dieses  Buches;  mit  ihren  Ergebnissen  stinunen 
die  auf  Grund  der  Zerlegung  in  einfache  Fachwerke  gefundenen  Spann- 
kräfte in  vielen  Fällen  ganz  gut  überein.   Dies  gilt  besonders  von  den 
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für  die  Praxis  besoaders  wichtigen  mehrteiligen  Parallelträgern.  Bei 
gebrochenen  Grurtungen  weichen  dagegen  die  genauen  Werte  der 
Spannkräfte  in  den  Füllungsstäben  von  den  Ergebnissen  des  Ver- 
fahrens der  Zerlegung  oft  so  erheblich  ab,  daß  dem  einer  schärferen 
Untersuchung  nicht  gewachsenen  Ingenieur  nur  geraten  werden  kann, 
von  derartigen  Fächwerken  Abstand  zu  nehmen. 

Wir  wollen  nun  die  Darstellung  der  Einüußlinien  nach  dem  Ver- 
fahren der  Zerlegung  in  einteilige  Fachwerke  an  einem  Zahlenbeispiele 
erläutern. 

230.  Vierteiliges  Netzwerk  von  30"  Spannweite  mit  steifen  End- 
scheiben.   Fig.  520.    Fahrbahn  unten. 

i.  Diagonalen,  Hinsichtlich  der  Vorzeichen  setzen  wir  wieder 
fest,  daß  ein  positives  D  für  eine  linkssteigende  Diagonale  einen  Zug. 
für  eine  rechtssteigende  Diagonale  einen  Druck  bedeutet 

Fig.  520a  zeigt  die  Einflußlinie  für  D,.  Der  Strebenzug,  dem 
D^  angehört,  ist  kräftig  ausgezogen  worden;  er  enthält  die  Knoten- 
punkte 3,  7,  11,  15  der  belasteten  Gurtung.  Die  Kjiotenpunkte  1 
und  15  gehören  eigentlich  jedem  der  vier  Teilsysteme  an,  da  diese 
4  Systeme  ohne  die  starren  Endscheiben  beweglich  wären;  wir  wollen 
aber,  der  Einfachheit  wegen,  den  Knotenpunkt  15  nur  zu  dem  Teil- 
system rechnen,  welchem  Z>j  angehört  und  den  Knotenpunkt  1  nur 
zu  dem  Systeme,  welches  die  Diagonale  D^  enthält  Die  Einflüsse 
der  Belastungen  dieser  beiden  Knotenpunkte  sind  unwesentlich.  In 
Fig.  520a  ist  ferner  der  Lastenzug  angegeben  worden,  welcher  mög- 
lichst große  Werte  D  erzeugt  Man  erkennt,  daß  dreiachsige  Loko- 
motiven im  vorliegenden  Falle  größere  Spannkräfte  erzeugen  als  vier- 
achsige.  Bezeichnet  i\  die  Höhe  eines  der  Dreiecke,  aus  denen  die 
Einflußfläche  besteht,  so  ist  der  Einfluß  einer  Lokomotive 

(I)    D=16^(l  +  2||-)==28,8, 
und  der  eines  Tenders 

(U)    «  =  12,1:^+^=17,4,. 

Berechnen  wir  den  unwesentlichen  Einfluß  der  Belastung  des 
Knotenpunktes  15  der  Kürze  wegen  ebenfalls  mittels  Formel  (I),  so 
erhalten  wir  für  D^  den  Wert 

"'^»'~  \30  ■  sino  "•"  30  ■  sino  "^  30  '  siao/      ' 


sin  9    "^  30     sin  9        30    sin  9 

Q        1 
+  -^--^'^ — 17,4,    d. 
'    30    sin  9       '  ' 

_Z)„  =  1,36  (25  +  17  + 1)  +  0,82  •  9  =  65,9' 


Digitized  by 


Google 


Mehrteilige  statisch  unbestimmte  Fachwerkbalken. 


529 


In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  Ordinalen  aller  D-Linien  (und 
in   der   ersten  und  letzten  Zeile  auch  die  der  .4-Linie  und  5-Linie) 


J>  %6 


irnir 


^j^ 


m  jtf' 


Fig.  520. 


für  P==30  zusainmeugestellt  worden.  Die  Zahlen  für  die  mit  Jjoko- 
motiven  belasteten  Knotenpunkte  wurden  durch  Unterstreichung  her- 
vorgehoben. 


Möller*Breslan,  Grftphische  SUtlk.    I. 
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Knotenpunkt 


Knoten- 
punkt 

1 

2 

' 

4 

5    1     6 

7 

8 

9 

10 

11 

12    13 

14|15 

Ä         j 

29 

27 

25 

23 

21  j    19 

17   ' 

L 

15 

18 

11 

9 

7l5 

1 

1 

8  !   1 

/),sin9 

27  1         ! 

1  19    '          1 

11 

3  . 

Z>s8in9 

,  25  1 

l~       17 

9 

1 

'   1 

1     1^1-     1 

— — 

1>4  sin  9 

.  23 

1 

15 

7 

DftSinq) 

-ll         1 

21 

18, 

5 

2>e  sin  9 

1—8  1 

19 

11 

1 

3  , 

Z>7  sin  q> 

-5 

!  17 

9 

'   1 

Z>,8in9 

:~7 

1 

15 

' 

7 

/>,  sin  qp 

-11                  j 

-9 

18, 

'  5 

Z>io  sin  9 

-8 

—  11. 

11 

3 

1 

Dil  sin  9 

/ 

-5 

1 

-13, 

1 

_9_ 

1   1 

1 

B 


1    I    3    I    5    I    7    I    9    I   11    '    13  j  15  I  17  I  19  I  21  I  28  i  25  '  27  '  29 


Aus  diesen  Zahlen  folgt: 


f^mxD^p 

=  1,36  (27  -1-  19  +  3)  +  0,82  •  11  =  75,66' 

„A, 

=  1,36  (25  +  17  +  1)  4-  0,82  •   9  =  65,86 

-A, 

=  1,36  (23  +  15) 

+  0,82-    7  =  57,42 

.A, 

=  1,36  (21  +  13) 

+  0,82-   5  =  50.34 

•,A, 

=  1,36(19+    3) 

+  0,82-11  =  38,94 

.,  /;„ 

=  1,36(17+    1) 

4-0,82-   9  =  31,86 

.A, 

=  1,36 .  15 

+  0,82-    7  =  26,14 

«A, 

=  1,36  •  13 

+  0,82-   5  =  21,78 

71  Aoi» 

=  1,36  •  11 

+  0,82-   3  =  17,42 

„A., 

=  1,36-   9 

+  0,82-    1  =  13,06. 

Infolge  der 

ständigen  Belastung 

^  =  1,6%  entsteht 

7>„ 

_^^(27  +  19  +  ll+3)^.^; 

=  3'ö(27-^19  + 

11  +  3)4,52  =  9,04' 

A. 

=  ^(25  +  17  + 

9  +  1)4,52  =  7,80") 

A. 

=  3^,(23  +  15  + 

7)  4,52  =  6,78' 

A, 

=  3ö(21  +  13  + 

5  — 1)4,52  =  5,76'*) 

A,  =  A, 


</X 


sni  9 
*)  Die  Knotenpunkte  1  und  15  sind  nur 


=  D^,  —  4,52 


^Jt  jo    .  ff^  belastet. 
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Z)„  =  9,04  —  4,52  =  4,52' 
Z)„  =  7,80  — 4,52  =  3,28' 
D.,  =  6,78  —  4,52  =  2,26' 


I   i)„  =5,76  —  4,52=1,25' 
I   i?,o,  =  4,52 -4,52  =  0 


,8, _.,..-, ,«._.,.„      I   i)„,  =  3,28 -4,52  =  -1,24' 

Im  ganzen  erhält  man  also  infolge  Yerkehrslast  und  Eigengewiclit 
für  «.^g  bis  mmtDn  der  Eeihe  nach  die  Werte: 

^Z)  =  85',  74',  64',  56',  43',  35',  28',  23',  17',  12'. 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man  für  ,^D  =  mH,D,  -\-  D,  die  Werte 

^i)  =  9'*),  8'*),  7'*),  4',  0',  -4',  -7',  -12',  -17',  -23'. 

Um  nun  die  Spannkräfte  in  den  Stäben  der  linken  Endscheibe  zu 
berechnen,  betrachten  wir  den  in  Fig.  521  dargestellten  Belastongs- 
zustand  dieser  Scheibe.  Mit  den  aus  der  Eigur  ersichtlichen  Bezeich- 
nungen ergeben  sich  die  Gleichgewichtsbedingungen 

A**) 
2  sin  9 
Si-S,  =  Z>,-i)„ 
aus  denen  folgt: 


s,  +  s,  =  , 


+ 


Dt- Da 


4sin9  '         2 

Ä D^  —  D^ 

4sin9  2 

Da  nun 
^  =  P,  +  (Z),  +  Z>,  +  i),  +  Dj)  sin  (p 
sein  muß,  so  erhält  man  schließlich  die  Formeln  Fig.  521. 

^^=4-i9+Tt^»-^*+3^»+^»i 

'^«  =  4Ä^  +  Tt^»  +  3^*-^*+^»^' 

welche  die  Herleitimg  der  Einfliißlinieii  für  S^  und  S^  aus  den  D-Linien 
ermöglichen.  Mg.  520  b  zeigt  die  Sj- Linie,  deren  Konstruktion  einer 
weiteren  Erläuterung  wohl  nicht  bedaii.  Man  braucht  nur  die  Streben- 
züge, denen  die  Diagonalen  Dg?  A»  ^%  ^^^  ^a  angehören,  zu  ver- 
folgen und  festzustellen,  welche  Knotenpunkte  der  unteren  Ourtimg 
in  ihnen  liegen. 


♦)  Die  ei"steQ  drei  Werte  sind  nur  von  g  abhängig. 
•*)  A  bedeutet   den   um    die    Belastung   des   Knotenpunktes  0   verminderten 
Stützen  widerstand. 

34* 
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Nach  Berechnung  von  S^  findet  man 

F=4-2S'iSin9  (als  Druck  positiv), 

während  die  in  der  üblichen  Weise  als  Zugkräfte  positiv  angenommenen 
Stabkräfte  F,  und  V^  den  Gleichgewichtsbedingungen  genügen  müssen 

V^  =  «S'i  sin  9  —  D^  sin  9 

V^  =  P^  —  S^  sin  9  +  A  sin  9. 

Man  findet 

r.  =  ^P,+  J-[3D,-3Z>3-Z),+  2),]sin9 

F.  =  |-P,+  l[Z>,-Z>3-37J,  +  3DJsin9. 

Die  Einflußlinie  für  F.  ist  in  Figur  520  c  dargestellt  worden. 
Man  erhält  für  die  in  den  Figuren  520b  und  520  c  gezeichneten 
Laststellungen 

^5,,  =  59'  und  «.,F.^  =  44'. 

Den  Einfluß  des  Eigengewichts  berechnet  man  mit  Hilfe  der 
Formeln 

«'~4sin9  2 

V.,= Pu-(S„-D„)  sin  <f 

=  ~g\-  (S„  -  D„)  sin  9  =  1,01 '. 
Im    ganzen    entsteht    also    .„<S',  ^  66'   und 

Wir  empfehlen  dem  Leser,  in  gleicher  Weise  auch  die  Spann- 
kräfte der  in  der  Fig.  522  dargestellten  Anordnung  der  Endscheibe 
zu  untersuchen  und  wenden  ims  jetzt  zu  den  Gurtstäben.  Wir  be- 
schränken uns  darauf,  die  Konstruktion  der  Einflußlinie  für  [Tg  zu 
beschreiben. 

Zunächst  fassen  wir  U^  als  Stab  des  in  der  Figur  523  kraftig 
ausgezogenen  Teilsystems  auf,  dem  die  unteren  Knotenpunkte  1,  5, 
9  und  13  angehören.  Es  folgt  dann  aus  dem  Momente  3f(7,  in  Bezug 
auf  den  oberen  Knotenpunkt  (7)  für   U^  der  Wert 

h  ' 
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die  Punkte  1',  5',  9',  13'  der  Einflußlinie  gehören  also  dem  Linien- 
zuge  A' (ly  B'   an,    der   durch  J'J^  =  1  y- =  6,5 -r-  bestinmit  ist. 


Fig.  523. 

Und  ganz  ebenso  läßt  sich  folgern: 

Die  Punkte  2\  6',  10',  14'  liegen  auf  dem  I^ienzuge  A\8y  JJ' 

3\  7',  11',  15'       Ä'(9yB' 

„       4',  8',  12'  ..        „       „  „  A\6yB\ 

Durch  diese  Angaben  ist  die  Einflußlinio  für  U^  bestimmt. 

Anmerkung.  Zu  einer  eingehenden  Untersuchung  mehrteiliger  Strebenfach- 
werke  wurde  ich  bereits  in  den  Jahren  1894  und  1895  gelegentlich  einer  im 
dienstlichen  Auftrage  ausgefühi-ten  Prüfimg  von  Entwürfen   für  zerlegbare  eiserne 
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Brücken  veranlaßt.  £s  stallte  sich  bei  dieser  Untersachung  heraus,  daß  es  vor 
allen  Dingen  darauf  ankommt,  geringe  Spannkräfte  in  den  Diagonalen  zu  erhalten, 
damit  die  Durchmesser  der  auf  Biegung  beanspruchten  Gelenkbolzen  möglichst 
klein  ausfallen.  £in  vierteiliges  Fachwerk,  wie  das  in  No.  227  behandelte,  in 
welchem  sich  in  einer  Diagonale  eine  Spannkraft  entwickeln  kann,  die  beinahe 
ebenso  groß  ist  wie  bei  einem  finteiligen  System,  ist  für  zerlegbare  Brücken 
natürlich  ganz  ungeeignet,  taugt  aber  auch  sonst  nicht  als  Brückenträger.  Schon 
der  Umstand,  daß  dieses  Fachwerk  unsymmetrisch  ist,  spricht  gegen  seine  Ver- 
wendung. Die  vorgeführten  Aufgaben  beweisen,  daß  man  mit  symmetrischen  An- 
ordnungen bessere  statische  Ergebnisse  erzielen  kann  und  dann  noch  den  Vorteil 
zweier  gleichartigen  Trägerhälften  gewinnt.  Aus  gleichen  Gründen  verdient  auch 
das  Fachwerk  in  Fig.  504  den  Vorzug  vor  dem  Fachwerk  in  Fig.  510.  Die  kleinsten 
Strebenkräfte  erhielt  ich  für  statisch  unbestimmte  mehrteilige  Fachwerke  mit 
steifen  Endscheiben;  sie  wurden  sowohl  nach  dem  genäherten  als  auch  nach  dem 
in  Band  II  mitgeteilten  genaueren  Verfahren  berechnet.  Auch  das  Fachwerk 
mit  steifen  Endscheiben  und  Mittelvertikale  (Vereinigung  der  in  den  Figuren  520 
und  514  dargestellten  Anordnungen)  erwies  sich  als  vorteilhaft  und  leicht  zu  be- 
rechnen. 

Die  Warnung  vor  dem  in  No.  227  untersuchten  Fachwerk  spreche  ich  hier 
hauptsächlich  deshalb  aus,  weil  in  einem  Aufsatze  über  ^^Statiach  bestimmte  me^ 
teilige  Wandgliederung  der  Gitterträger"*)  von  Prof.  Mehrtens  gerade  für  diese 
Anordnung  —  allerdings  ohne  Durchführung  einer  eingehenderen  Untersuchung  — 
eingetreten  wird.  Herr  Mehrtens  nennt  ein  Strebenfach  werk,  yydaa  einen  einzigen 
in  sich  geschlossenen  Stabzug  hihi  et,  der  von  einem  Ständer- Eckknoten  ausg^ 
und  in  einem  anderen  Ständer- Eckknoten  endigt** ,  ein  endloses  Netzwerk  —  eine 
Benennung,  die  mir,  beiläufig  bemerkt,  wenig  passend  erscheinen  will,  für  einen 
Stabzug,  von  dem  doch  ausdrücklich  behauptet  wird,  daß  ein  mit  dem  Anfangs- 
punkte nicht  zusammenfallender  Endpunkt  vorhanden  ist;  er  weist  (in  der  Literatur 
wohl  zum  ersten  Male)  darauf  hin,  daß  diese  Fach  werke  statisch  bestimmt  sind,  be- 
schreibt auch  ein  einfaches  rechnerisches  Verfahren  zur  Ermittelung  der  Einfluß- 
linien für  die  Strebenkräfte  und  beendet  dann  seine  Abhandlung  mit  dem  Satze: 
„Vei^gleicht  man  schließlich  die  gebräuchlichen  mehrteiligen  Netzwerke  mit  den 
erörterten   endlosen  statisch  bestimmten  Netzwerken,  so  finden  sich  die  mehr  als 

zweiteiligen  unbestimmten  Anordnungen  insofern  im  Nachteil,  als  sie  stets  (t  —  2)  -**) 

Viereckzüge***)  enthalten,  die  beweglich  sind  und  für  die  Lastübertragung  nicht 
taugen.  Dagegen  verteilen  die  statisch  bestimmten  mehrteiligen  Netzwerke  alle 
Lasten  gleichmäßig  über  das  gesamte  Stabwerk  der  Wand,  der  Gurte  und  der 
Ständer." 

Alle  in  diesem  Satze  aufgestellten  Behauptungen  sind  unrichtig.  Herr 
Mehrtens  übersieht,  daß  die  gebräuchlichen  mehrteiligen  Netzwerke  steife  End- 
ständer besitzen.  Zweitens  haben  wir  in  Fig.  442  (Seite  453)  ein  mehrteiliges 
Fach  werk  ohne  steifen  Endständer  kennen  gelernt,  welches  statisch  unbestimmt 
ist  und  trotzdem  keinen  „beweglichen  Viereckzug"    besitzt.     Ganz   unverständlich 

*)  Zeitschrift  für  Architektur  und  Ingenieurwesen,  Wochen -Ausgabe ,  1898. 
Seite  329. 

*♦)  t  ist  die  Teilungsziffer. 
**♦)  So   nennt  Herr  Mehrtens   die   geschlossenen   Stabzüge,  wie  0123  .  .  8  ia 
Fig.  441,  Seite  453. 
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ist  aber  der  Schluß  des  beanstandeten  Satzes;  denn  wie  hat  man  sich  die  gleich- 
mäßige Vei-teilung  einer  Last  über  sämtliche  Stäbe  des  Systems  vorzustellen? 
Oder  soll  das  etwa  heißen,  es  sei  zulässig,  für  einen  senkrecht  durch  den  Balken 
geführten  Schnitt  die  Querkraft  zu  bilden  und  gleichmäßig  über  die  vom  Schnitte 
getroffenen  Diagonalen  zu  verteilen?  —  ein  Verfahren,  das  bei  mehrteiligen  Netz- 
werken mit  steifen  Endständern  öfters  benutzt  wird,  das  aber  bei  einem  Netz- 
werk der  hier  besprochenen  Art  (Bndständer  mit  Gelenken  in  jedem  Knotenpunkte) 
zu  ganz  unrichtigen  Ei^ebnissen  führen  kann.  Das  beweist  die  in  No.  227  durch- 
geführte Berechnung  der  Spannkraft  Z>„  welche  nicht  /),  =  T-  ,  sondern  bei- 
nahe D,  r—  — ^ 


8m9 


lieferte. 


Im  zweiten  Bande  ist  die  in  Nr.  227  durchgeführte  statische  Untersuchung 
durch  die  Darstellung  der  Formänderungen  des  fraglichen  Fachwerks  ergänzt  worden. 
Das  Eigebnis  ist  für  das  Mehrtenssche  System  außerordentlich  ungünstig  und  be- 
weist, wie  voreilig  es  ist,  neue  Trägerarten  ohne  eingehende  wissenschaftliche  Unter- 
suchung und  konstruktive  Durcharbeitung  zu  empfehlen. 


§  54. 
Balkenbrücken  von  großer  Spannweite.' 

231.  Bei  weitgespannten  Balkenbrücken  kommt  man  mit  den  in 
den  Abschnitten  IX  und  X  untersuchten  einfachen  Dreiecksystemen 
nicht  aus.  Auch  mehrteilige  Fachwerke  sind  konstruktiver  Schwierig- 
keiten wegen  nicht  zu  empfehlen.  Zweckmäßiger  sind  die  in  den 
Figuren  524  und  525  dargestellten  Tragwerke. 
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Fig.  524. 


Fig.  525. 


Der  Träger  in  Fig.  524  besteht  aus  einem  weitmaschigen  Dreieck- 
system, dessen  Feldweiten  zwischen  dem  einfachen  und  dreifachen 
Querträgerabstande  wechselt  Die  innerhalb  der  Felder  des  Dreieck- 
netzes liegenden  Querträger  i,  k  hängen  an  den  durch  Schraffierung 
kenntlich  gemachten  gegliederten  Scheiben,  für  deren  Ausbildung 
Fig.  524  zwei  verschiedene  Anordnungen  (denen  sich  leicht  noch 
andere  anreihen  ließen)  angibt. 
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Kg.  525  zeigt  einen  ähnlichen  Träger.  Die  schraffierten  Scheiben 
liegen  unterhalb  der  Diagonalen  des  Hauptnetzes.  Die  Zwischenverti- 
kalen reichen  bis  zur  oberen  Gurtung,  sie  erhöhen  deren  Knickfestig- 
keit und  übertragen  die  in  ihren  oberen  Endpunkten  angreifenden 
Bestandteile  der  ständigen  Belastung  auf  die  Scheiben. 

Die  allgemeine  Berechnimgsweise  derartiger  Pachwerke  ist  im  §  28 
(No.  137)  erledigt  worden.  Die  gegliederten  Scheiben  übertragen  die 
in  den  Zwischenknoten  angreifenden  Lasten  .  .  .  P„  P^  .  .  .  nach  Fig.  527 
auf  die  Knotenpunkte  ...  (m — 1),   m  .  .  .   des  Hauptnetzes.     Man 


Fig.  526. 


Fig.  527. 


berechnet  die  in  den  Stäben  der  Scheiben  durch  die  Kräfte  P<,  P^^ 
P',  P"  hervorgerufenen  Spannkräfte,  ermittelt  sodann  die  Spannkräfte 
in  Jden  Stäben  des  Hauptnetzes,  und  zählt  schließlich  für  diejenigen 
Stäbe,  welche  sowohl  einer  Scheibe  als  auch  dem  Hauptsystem  an- 
gehören,   die    aus    beiden    Untersuchungen    sich    ergebenden   Bean- 


fl=/ 


Fig.  528. 

spruchungen  zusammen.     Diese  Betrachtung  führt  auch  ohne  weiteres 
zu   den  Einflußlinien.     Als  Beispiel  haben  wir  in  Fig.  528  die  Ein- 
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flußlinie  für  die  Spannkraft  D  im  Mittelstück  der  Diagonale  eines^ 
dreiteiligen  Feldes  dargestellt  Zuerst  wurde  die  Diagonale  nur  als 
Bestandteil  des  Hauptnetzes  ins  Auge  gefaßt  Die  Einflußlinie  AL^L^B 
für  D  ist  dann  bestimmt  durch  die  Spannkraft  D'  infolge  A  =  l  und 
durch  die  Bedingung,  daß  der  senkrechte  Abstand  Ly^R^  der  Geraden  / 
und  II  an  der  Stelle  m  —  1  gleich  der 
durch  Zerlegung  von  1  nach  den  Rich- 
tungen von  0  und  D  gewonnenen  Strecke  v' 
ist  Nun  wurde  D  als  die  Spannkraft  der 
unteren  Gurtung  der  in  das  Hauptnetz 
eingesetzten  Scheibe  betrachtet  und  ihre 
Einflußlinie  in  Fig.  529  mit  Hufe  der 
Spannkraft  (D')  infolge  ^'=1  ermittelt, 
wobei  sich  (Z)')  =  v'  ergab.  Schließlich 
wurden  die  beiden  Einflußflächen  zu  der 
in  Fig.  628  durch  Schraffierung  gekenn-  ^^' 
zeichneten  2?-Fläche  vereinigt. 

Noch  schneller  findet  man  die  Z>-Fläche 
aus  der  Bedingung,  daß  den  drei  Schei- 
ben 7,  III,  II  die  drei  Geraden  /',  IIT, 
IT  entsprechen  und  die  Linie  II  mit  der 
!>'•  ul-Ldnie  übereinstimmt  Man  muß  dabei 
allerdings  daran  denken,  daß  es  beim  Ständerfachwerk  gleichgültig 
ist,  ob  die  Lasten  an  der  unteren  oder  an  der  oberen  Gurtung  an- 
greifen, 

232.  Als  zweites  Beispiel  wählen  wir  eine  etwas  ausführlichere 
Untersuchung  des  in  Fig.  530  dargestellten  Trägers.  Die  Spannkräfte 
in  den  drei  Abschnitten  der  Diagonalen  des  m****  Feldes  bezeichnen 
wir,  von  unten  nach  oben,  der  Reihe  nach  mit  Z>^,  D^^,  D^,,  die 
Spannkräfte  in  den  Gurtstäben  mit  0^,  ü^,  der  Vertikalen  mit  V^y 
der  Diagonalen  der  Scheibe  m(m)(m — 1)  mit  Z^^,  Z^^, 

Nach  Führung  des  Schnittes  /  ergibt  sich  aus  der  Momenten- 
gleichung für  den  oberen  Knotenpunkt  m — 1  als  Drehpunkt: 


(AhT 


Fig.  529. 


(1)    u^=  + 


und  aus  der  Momentengleichung  für  den  unteren  Knotenpunkt  m: 


(2)     0^cosß„  = 


wo  M^2  ^^^  Moment  der  links  vom  Schnitte  /  angreifenden  äußereu 
Kräfte  in  Bezug  auf  m  bedeutet     Dieses  Moment  darf  nicht  mit  M^ 
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verwechselt  werden.    Für  den  in  Fig.  530  angenommenen  Belastungs- 
faU  ist 

und 

M^^^^Ax,  —  P^ö\  -P^i\  —  P^3\  =  M,+  P,2X  +  P*A. 


Die  Lasten  P,  und  P*  liegen  zwar  links  von  w,  aber  nicht  links 
vom  Schnitt  /.  Fig.  531  enthält  eine  Gegenüberstellung  der  JC-Fläche 
und  jjf.^- Fläche.  Der  Einfluß  der  in  i  und  k  angreifenden  Lasten 
auf  M^2  ist  gleich  -4«,;  es  ist  also  die  mit  x^  multiplizierte  -4-Linie 
von  B  bis  i  zu  benutzen. 

Für  die  Spannkraft  D^^  ergibt  sich  aus  der  Gleichgewichtsbe- 
dingung 

Dm2  coö  9^  4-  0«  cos  ß«  +  U^  =  0 
der  Wert 

K  *«-!    * 

Nun  wird  Schnitt  II  geführt  und  die  Momentengleichung  für  den 
oberen  Knotenpunkt  m  aufgestellt;  sie  lautet 

(D^i  cos  9«  +  U^)  A,  =  i¥«i, 

wo  Jf^i  das  auf  7n  bezogene  Moment  der  links  von  //  angreifenden 
äußeren  Kräfte  (d.  i.  hier  der  Kräfte  Ä^  P^,  P,,  P,,  P,)  bedeutet 

Man  findet 

(4)     Z>,,cos,„=-^^'    -^J-. 


(3)     D^a  cos  9„  = 
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Führt  man  schließlich  den  Schnitt  ///,  so  erhält  man  aus  der 
Momentengleichung  für  den  oberen  Knotenpunkt  m  für  Z>^  die  Formel 

(5)     Z>^cos9^=  -  -^-   ^  . 


^ x^  _  ,  , .  ^^ 


Für  die  Berechnung  von  D.  genügt 
Hauptsystems. 


die  Untersuchung  des 

Google 
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Die  Spannkräfte  Z.,  und  Z^^  der  Zwischendiagonalen  gewinnt 
man  durch  Zerlegung  der  Knotenlasten  P,  und  P*  nach  den  Richtungen 
von  D  und  Z.  Bezeichnet  man  die  Längen  dieser  Diagonalen  mit 
x^^  und  ;r«,,  so  erhält  man 

7  7 

KP)     ^iHj  —  ^i    T     y    ^mi —     *    ;> 

Die  Spannkraft  in  der  m^^  Vertikale  ist 

(7)  r.  =  -Z)«sin9^  +  P«. 
In  Fig.  531  haben  wir  noch  die  Einfluß fläehen  für  die  Spann- 
kräfte -D^,  D^i,  J)«2»  ^^m  dargestellt.  Die  I)^- Linie  ist  bestimmt 
durch  D'^  und  v'  (vergl.  den  Schluß  von  No.  231).  Um  aus  der 
1>^-Linie  die  D^j-Linie  und  die  D^^-Linie  abzuleiten,  betrachte  man 
jD^i  und'D^,  als  Spannkräfte  der  unteren  Gurtung  der  Scheibe  (w  — 1) 
(m)m.    Eine  in  i  angreifende  Last  1  erzeugt  , 

2 
^«.2=  3  «',    2>«i  =0, 

und  eine  in  k  angieifende  Last  1  erzeugt 

Die  F^- Linie  ist  durch  die  Gleichung  (7)  bestimmt  Man  trägt 
die  D«  sin  9^ -Linie  auf  und  ändert  an  der  Stelle  7?i  deren  Ordinate 
um  wm'  =  +  1 .  Der  Punkt  m'  fällt  in  die  Verlängerung  der  Linie  L 
was  ohne  weiteres  aus  den  Eigenschaften  der  F^- Linie  des  Haupt- 
netzes folgt  Man  vergleiche  Fig.  226  auf  Seite  240;  dort  wird 
L^E.2  =  v  =  l^  sobald  der  Stab  CF^  eine  lotrechte  Lage  annimmt 
Die  schraffierte  F,- Linie  ist  also  durch  die  Spannkraft  F'^  und  die 
Strecke  mm'  =1  vollständig  bestimmt 

288.  2iahlenbei8piel.  Eingleisige  Eisenbahnbrücke  mit  Schwedler-Tragem 
von  löO^S*  Spannweite  (Fig.  531).  Anzahl  der  Felder  gleich  18,  Feldweite  X  =  8,35". 
Das  Hanptnetz  besitzt  zwei  einfache,  zwei  doppelte  nnd  vier  dreifache  Felder.  Das 
Eigengewicht  darf  man  für  die  statische  Berechnung  setzen 

wo  F  das  Gewicht  der  Fahrbahn  bedeutet.*)    Mit  F=-12bO'v/m  ergibt  sich 

^  =  30 •  150  +  1250  =  5750*»  m  =  5,75'...  Oleis, 
es  ist  also 

^X  =  5,75  •  8,35  =  48,0'  und  ^—  =  200/w. 

Nach  der  Formel 

_      gX^  (/  —  Xm) 


Mmy  —  ^ 


^mg  - 


erhält  man  für  die  Momente  infolge  des  Eigengewichts  die  Werte 

♦)  Siehe  die  im  Anhang  gemachten  Angaben  über  die  Gewichte  eiserner  Brücken. 


Digitized  by 


Google 


Halkenbrüoken  von  großer  Spannweite. 


541 


Af,,  =  ^^*.l    17  =  200.1 

M^g  =  200-3 
3f,,  =  200-6 
M^g  =  200-9 

M\g  =  M^g  -\-  g\'\ 

M\g  =  M%g  +  ^X  .  X  +  jf  X 
M\g    =M4g  +  ffX'\ 


17 


3400 fm 


15  =  9000  „ 

12  =  14400  „ 

9  =  16200  „ 

=  9400  „ 

= 14800  „ 

2X  =  15600  „ 
=  16600  ,, 

2X  =  17400  „ 


Nach  Bestimmung  der  Tiägerfomi  lassen  sich  die  Spannkräfte  0,  ü^  D^  V 
infolge  des  Eigengewichts  mit  Hilfe  der  Formeln  (1)  bis  (7)  ans  den  Momenten  Jf, 
M\  M"  berechnen. 

Bestimmung  der  Trftgerform.  Aus  dem  auf  Seite  288  angegebenen  Grunde 
empfiehlt  es  sich  bei  der  Berechnung  der  Yerfaältniszahlen  Km—i-.hm  mit  einem 
kleineren  Eigengewichte  zu  rechnen.  Wir  dividieren  daher  die  vorstehenden 
Momente  Mg  durch  1,2  und  erhalten 

Jfi^  =  2800,    Jf,,  =  7500,    ifg,  =  12000,    3f4p=  13500^. 

Behu&  Berechnung  von  h%:h^  nehmen  wir  an,  der  von  A  aus  auffahrende 
Zug  sei  so  weit  in  das  Feld  2—8  vorgerückt,  daB  die  r^*  Achse  am  Knotenpunkt  2 
liegt,  Fig.  582.    Es  entsteht  dann 


-V--> 


\  p  p  p 


.15  y^ 


I2X 


<r-C^-'> 


^' 


^ 


—  c, > 


Fig.  532. 


Bp^ 


^Pa  ^  J^  \Pa^ 
/    '"~18       X      ' 

Jfj  =  Bp  15  X  —  ^r  "T"  ^%9 

M^  ^  Bp  12  X  -|-  Äfvg 


•S,Pa  =  e.  +  %a. 


und  ee  maB  sein 


Mo 

m\ 


Es  soll  mit  den  neuen  Belastungsvorschriften  für  die  Preußischen  Staatsbahnon 
gerechnet  werden.  Die  erste  Maschine  föhrt  rückwärts;  es  ist  also  die  im  Anhang 
unter  n  mitgeteilte  Tabelle  D  zu  benutzen,  und  es  ei^bt  sich  für  verschiedene  r 
der  folgende  Rechnungsansatz: 
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r  = 

4 

25,05 
7,50 

•         5 

6 

7 

1  » 

25,05 
9,00 

i   25,05 
j    10,50 

25,05 
12,00 

25,05 
18,50 

82,55 
31,50 

84,05 
83,00 

35,55 
33,00 

37,05 
36,00 

38.55 
I   86,00 

an  =  x^  +  c\—Ci  = 
n  = 

3.= 

'    1,05 
15 
285 
246,7 

,  8789,5 

1,05 
16 
'•      248 
'   260,4 
1  4092,0 

i    2,55 

16 

248 

632,4 

4092,0 

1,05 
17 
261 
274,0 
4836,0 

2,55 
17 
261 
665,5 

4836.0 

1 

8986,2 

221 

8815 
284 

4852,4 

242 

8630 
818 

4724,4 

262 

8930 
427 

5110,0 

284 

4260 
562 

'  5501.5 

306 

4590 
723 

Jf„=15B,X-er  = 

8081 
7500 

8312 
7500 

8502 
7500 

8698 
7500 

11198 

3408 

12000 

3867 
7500 

10581 

2652 

12000 

10812 

2904 

12000 

11002 

8144 

12000 

11367 

8672 

12000 

Ä,  _  Jf.  _ 

14652 
0,722 

14904 
0,725 

15144 
0,726 

15408 
0,727 

15672 
0.725 

Es  mw&  also  mindestens  sein  ^  :  A,  =  0,73.  Auf  dieselbe  Weise  findet  man 
;ii :  ^  :=  0,44.  Fährt  die  erste  Lokomotive  vorwärts,  so  ei^eben  sich  kleinere  "Werte 
hm-x'.hm.    Wir  wählen: 

Ä,  =  Ä4=:24- 

Ä,  =  0,8Ä,  =  19,2'" 

Ä,  =0,5Ä,  =  9,6-.*) 

Bereohnang  von  mmxihp*  ^^^  Eisenbahnzug  fahrt  von  B  bis  in  das 
Feld  2  —  3  des  Hauptnetzes  vor.    Die  Achse  Pr  liegt  bei  3,  Fig.  533 a.    Man  erhält 

hmDm  cos  9«  =  1/«  —  Mm~x     ,  , 

nm-i 
wo 

M        -  ^^*  X 

jjam  —  \  —         .        *  w»  -  - 1  • 

*)  Der  Verfasser  hat  gelegeutlich  der  Bearbeitung  eines  größeren,  für  das  Aus- 
land bestimmten  Brückenentwurfes  vor  kui-zem  den  oben  behandelten  Trager  und 
einen  ähnlichen  von  192,5*"  Spannweite  vollständig  durchkonstruiert  und  gefunden, 
daß  für  große  Spannweiten  Schwedlei-träger  (deren  Diagonalen  aber  zweckmäßig 
steif  ausgebildet  werden)  sehr  vorteilhaft  sind.  Infolge  der  geringen  Beanspruchungen 
der  Fülltmgsstäbe  ergeben  sich  auch  einfache  Knotenpnnktverbindungen. 
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SP'6'=3r  bedeutet  das  statische  Moment  der  im  Felde  (m  — 1)— -w  (das 
ist  2  —  8)  liegenden  Lasten  bezogen  auf  den  Knotenpunkt  m  =  8.  Rechnet  man 
mit  Achslasten  und  beachtet,  daß  die  Brücke  eingleisig  ist,  daß  sich  also  die  Be- 
lastung des  Gleises  auf  zwei  Haapttrager  verteilt,  so  erh&It  man  für  die  Diagonale 
eines  Hauptträgers 

2hmDmOOS<Pm  =  e^SPd  —  SP'6', 
wo 

'w  —  1  hm 


Xm 


l 


nuuvD^ 


m/ucD^j 


iiuvxDj  2 


fuilTlM  lU '-■' if 

Ullilu.tll ••'•'^ 

uiill '.'.' f" 


\IP 

I 

Jj'l  1 1 


jnmVj 


V 


IP' 

Fig.  588. 


f' 


Soll  die  Zugstellung  die  Spannkraft  , 


^""18       18Ö>' 


,7)  hervorbringen,  so  muß  sein 

Das  beißt:  Verschiebt  man  den  Zug  nach  rechts,  so  daß  /V  nicht  zur  ^P' 
gehört,  so  muß  '^F^<.u^P  sein;  verschiebt  man  ihn  nach  links,  so  daß  Pr  zur 
2P'  gehört,  so  muß  >iP'>erfP  sein.    Für  das  dritte  Feld  ist 

3      1        2 
8  ' 

Wählt  man  r  =  5,  so  kommen  41  Achsen  auf  die  Brücke.     Es  ergibt  sich 
2P=578«  (Anhang  Tabelle  D)  und  erf'2P=71,6*,  femer 

--SP'  =  56<71,6 

SP'r=78>71,6. 
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Nun  ist,  wegen  d»:=l,2"* 

3P6  =  %.b^  +  @»  =  573  •  1,2  +  84892  =  35080, 
i:P'ft'  =  @5  =  318, 
2  ^  cos  (p,  =  2  •  24  •  0,794  =  88,1 . 


mithin 


.D,,  •  88,1  =  4"  •  85080  —  818, 


««Z),p=l07'. 

Bereohnnng  ▼on  •mw2>4  .  i#*  Sin  von  vorwärtsgehendea  Lokomotiven  ge- 
führter Zug  wind  in  das  Feld  ik  voigesohoben,  Fig.  533  b  (Anhang  Tabelle  C).  Die 
Summe  SFfr'  erstreckt  sich  nur  über  die  zwischen  •  und  k  liegenden  Lasten:  6'  ist 

2P'ä' 
der  Abstand  einer  Last  P'  von  k,     Punkt  i  wird  belastet  mit  -     •    Man  findet 


2  Dm 'ipOOSfpm=  Mm.  i  —  Mm- 


X 
hm 


Das  gibt 
Bedingung 


nm—i 
Jf«  •  I  =  — jj —  Xm ; 2  a 

JH«  — i  — = —  Xm—f 


2  D«„  COS  9„  =  Bi^SP*  —  2  SP"*' = -^  2PJ  —  2  SP'i' 

8 


i^SF^^SP. 


Ist  r  =  S,  80  liegen  42  Achsen  auf  der  Brücke.     Es  wird  SP  =  5861  and 


|2P  =  1.  586  =  36,6 


--*SP'  =  34<86,« 
—  SP' =  51  >  86,6, 


2P6  =  ^^bn  +  @»  =  586  .  2,05  +  86158  =  37354 
2  3P'6'  =  2  @,  =  2  .  17  (1,5  +  3,0)  =  158*) 

m«D, .  ip  •  38,1  =  l  •  37354  —  158 

o 

««/),.  „  =  119f. 

Bereohnimg  Ton  mmD,  . .,.    Der  von  vorwärtsfahrenden  liOkomotiven  geführte 

Zug  wird  in  das  Feld  (m-— l)ife  vorgeschoben.    Die  Summe  SP' 6'  erstreckt  sich 

über  die  zwischen  (m  —  1)  und  k  liegenden  Lasten,  b'  ist  der  Abstand  einer  Last 

'SP'6' 
F   von  I.     Punkt  (m—  1)  wird  belastet  mit  —  y; —    Man  findet 

2  />m  .  2j,  cos  9«  =  If    «  —  Jf«,    -  i  -r , 

*)  @«  darf  nicht  der  Tabelle  C  entnommen  werden,  da  die  ersten  4  Reihen 
unter  Annahme  höherer  Achslasten  für  den  Fall  berechnet  sind,  daß  nur  eine  bis 
vier  Achsen  auf  der  Brücke  stehen.  Wir  verweisen  auf  den  Tert  unmittelbar  vor 
der  Tabelle  C. 
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Mm  '  t  — 'j Xm ^-^ •  O  k 

Mm  —  i  —  J Xm  —  1  • 

o 


22P'^-y-SP. 


Ist  r  =  2  so  kommen  45  Achsen  auf  die  Brücke.    Es  wird  1P=%2b**)  und 


1 2P=ij.  625  =  26' 


-►SP'  =  17<26 
-SP'  =  34>26 


SP6  =  ©45  =  41544,    3P'6'  =  17.  1,5  =  25,5 
•«Z),  .,,•  88,1  =  y  •  41544  —  3  -  25,5 
^/),.,P  =  134'. 

Bereohnnng  yon  «.toFsi».     Der  Lastzag  rückt  von  B  aas  in  das  rechts  von 

3P'ft' 

m  gelegene  Feld  m  —  t'  vor.    Punkt  m  wird  belastet  mit  — r^ Es  entsteht 

SP'&' 
Vm  =  —  Dm  sin  9m  ^ 


=  —/)«,  008  9« 


wX      '        X      ' 

wo  o  die  Anzahl  der  in  dem  Felde  (m — 1)  —  m  enthaltenen  Strecken  X  bedeutet; 
im  vorliegenden  Falle  ist  o  ^  3 .  Drückt  man  Dm  cos  9«  durch  die  Momente  aus, 
80  erhält  man 

j.     r    Mm     hm—i  Mm—i~[     ,     SP^& 

wo  3fM  =  ^a;«,  Mm^i=^ÄXm^i'  Für  die  Vertikale  eines  Hauptträgers  ergibt 
sich  schließlich 

2  r«X  =  — s.SPft  +  SP'd', 
wo 

1     /  afi»»    hm—i  Xm^i  \ 

Im  Yorliegenden  Falle  ist 

-=t(Ä-«'««-Ä)=^- 


•)  Da  a?'<  +  1,5  =  116,90  +  1,5  =  118,4 ■•  ist,  also  von  Ci  =  118,5 ■•  nur  un- 
wesentlich abweicht,  so  nehmen  wir  n  =  45  und  &m==0  an. 

Müller-BresUn,  Onphltohe  SUtlk.    I.  35 
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546  Dreizehnter  Abschnitt  —  §  54. 

liegt  Fl  bei  •*',  so  kommen  86  Lasten  auf  die  Brücke.     Man  findet 


:SP'  =  17  >  15,9  • 

2  P6  =  ¥•  6«  +  @»  =  508  •  0,85  +  26424  =  26602 

«**F„.  2.  8,85  =  -^26602 

^,^F„  =  — 58«. 

Die  Spannkräfte  mmmV,  berechnet  man  am  zweckmäßigsten  mit  Hilfe  einer 
£inflaßlinie,  desgleichen  die  Spannkräfte  0,  und,  wenn  keine  Tabellen  zur  Ermittelnng 
der  Momente  3^,  zur  Vexfügong  stehen,  auch  die  üp. 


Die   vorstehenden   Untersuchungen   lassen   sich   auch   für  weit- 
gespannte Gerber-Balken  verwerten. 
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Neue  Belastuflgsvorschläge  für  Eiseabahabrfickea. 

Im  Jahre  1900  wurde  vom  Verein  Deutscher  Eisenbahnvencaüungen  ein 
Bericht  über  Yerhandlangen  des  Ausschnsses  für  technische  Angelegenheiten  ver- 
öffentlicht, welcher  u.  a.  neue  Vorschläge  für  die  beim  Entwerfen  von  Brücken 
anzunehmenden  Belastungen  enthält  Fig.  534  gibt  die  Achslasten  der  Lokomotive 
und  des  Tenders  an.    Sie  wird  in  jenem  Berichte  von  der  Vorschrift  begleitet: 


Ztikamoiivk 


l^-^f-^JL 


/>. 


it 


H      H     H     Ü     i4 


i/L 


A^     -<» 


Ji9UUT 


JA 


*--.tO' 


fj 


i^^Mtter 


h  Tiaifit09i 


Fig.  534. 


,4)er  Berechnung  der  Briicken  ist  ein  Zug  aus  zwei  Lokomotiven  samt  Tendern 
in  ungünstigster  Stellung  und  einseitig  angereihten  "Wagen  von  8,6  Tonnen  Gewicht 
auf  das  laufende  Meter  Wagenlänge  (einschließlich  Pufferlänge)  zu  Grunde  zu  legen.^^ 

^Jnsofem  für  kleine  Stützweiten  oder  Belastungslängen  vier  je  1,4"*  von- 
einander abstehende  Achsen,  von  denen  eine  an  der  ungünstigsten  Stelle  mit 
18  Tonnen  Belastung  anzunehmen  ist,  größere  Beanspruchungen  ergeben,  als 
die  oben  skizzierte  Lokomotive,  ist  dieser  Belastungsfall  der  Rechnung  zu  Grunde 
zu  legen." 

Der  Bericht  ist  reich  mit  Tabellen  ausgestattet,  denen  wir  folgende  "Werte 
entnehmen. 

85* 
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Größte  Biegangamomante  für  ▼eraohiedene  StfttaEweiten  I. 


l 

Mmar 

l 

Mmmx 

l 

M^      1 

l 

M,^ 

m 

im 

m 

im 

m 

tm 

m 

tm 

1,0 

4,5 

15 

285,0 

44 

1607 

78 

4158 

1,5 

6,75 

16 

261,0 

46 

1787 

80 

4  829 

2,0 

9,0 

t7 

289,4 

48 

1872 

82 

4  504 

2,5 

11,5 

18 

818,45 

50 

2007 

84 

4  680 

8,0 

15,5 

19 

849,5 

52 

2147 

86 

4  859 

8,5 

21,85 

20 

880,9 

54 

2286 

88 

5089 

4,0 

27,6 

22 

448,1 

56 

2480 

90 

5  228 

5,0 

40,1 

24 

525,8 

58 

2574 

92 

5  407 

6,0 

55,5 

26 

604,0 

60 

2728 

94 

5  595 

7,0 

71,8 

28 

698,2 

62 

2874 

96 

5  788 

8,0 

90,9 

80 

790,4 

64 

8027 

98 

5  976 

9,0 

110,4 

82 

891,9 

66 

8182 

100 

6172 

10,0 

129,9 

84 

997,0 

68 

8889 

110 

7180 

11,0 

149,4 

86 

1108 

70 

8499 

120 

8  269 

12,0 

168,9 

88 

1226 

72 

8660 

180 

9  425 

18,0 

188,4 

40 

1850 

74 

8824 

140 

10  642 

14,0 

210,9 

42 

1477 

76 

8990 

150 

11938 

StaÜBohe  Momente  @». 

h. 

@« 

fti 

©• 

!  h. 

6. 

0,5 

9,0 

22*) 

2  030 

64 

13  359 

1,0 

18,0 

24*) 

2  398 

68 

14  780 

1,5 

28,6 

26* 

2  788 

72 

16  257 

2,0 

45,6 

;     28*) 

8186 

76 

17  790 

2,5 

62,6 

i    30*)  i    3  615    1 

80 

19  385 

8,0 

82,8 

82        4  075 

84 

21084 

8,5 

107,8 

84 

4  546 

88 

22  748 

4,0 

182,8 

86 

5  082 

92 

24  509 

4,5 

162,6 

88 

5  535 

96 

26  380 

5,0 

195,6 

40 

6  051 

100 

28  212 

6,0 

261,6 

42 

6  581 

105 

80  644 

7,0*) 

827,6 

44 

7  124 

110 

83166 

8,0*) 

898,6 

46 

7  682 

115 

85  778 

9,0*) 

471,6 

48 

8  256 

120 

88  480 

10,0*)  ^ 

558,5 

50        8  844 

125 

41271 

12,0 

744,6 

52 

9  446 

180 

44153 

14,0 

966,9 

54 

10  061 

185 

47125 

16,0 

1201 

56 

10  691 

140 

50187 

18,0 

1453 

58 

11388 

145 

58  889 

20,0*) 

1719 

60 

11 998    1 

150 

56  580 

*)  Ist  die  Stützweite  Z^fci  +  4,0m  so  sind  folgende  Werte  ru  nehmen: 


l 

Bn 

l 

(S>n 

7,0 

8SI,S 

22 

2088 

8.0 

409.8 

24 

2434 

9.0' 

487,8 

26 

2816 

10,0 

5663 

28 

S209 

2ü,0 

1768 

80 

8617 
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Die  zweite  Tabelle  dient  zur  Berechnong  der  größten  Qnerkräfte  und  entspricht 
unserer  Tabelle  I  auf  Seite  150.  Die  Strecke  &|  gibt  (nach  Fig.  587,  Seite  551)  die 
Entfemnng  der  ersten  Last  von  der  rechten  Stütze  an.  Die  Tabellen  des  Berichtes, 
aus  denen  wir  hier  einen  Auszug  geben,  erhalten  nur  die  statischen  Momente  ©», 
nicht  aber  die  Lastensummen  $»,  was  offenbar  ein  Mangel  ist,  da  man  diesen  Wert 
zur  schnellen  Entscheidung  der  Frage  nach  der  ungünstigsten  Laststellung  braucht 
Man  vergleiche  die  Zahlenbeispiele  am  Schluß  dieses  Anhanges. 


IL 
Neue  Belastungsvorschriften  für  die  Preuftischen  Staatsbahaen. 

Die  im  April  1901  vom  Preußischen  Ministerium  der  öffentlichen  Arbeiten 
erlassene  neue  ßelastungsvorschrift  führt  zu  noch  etwas  größeren  Momenten  und 
Querkräften  als  die  Yorschlage  unter  I.  Sie  zeichnet  sich  durch  die  größte  Einfachheit 
aus  und  erleichtert  deshalb  die  Berechnung  auch  in  solchen  Fällen,  in  denen  die 
für  einfache  Balkenbrücken  ausgearbeiteten  Tabellen  nicht  benutzt  werden  können. 
Fig.  585  zeigt  die  Anordnung  von  Lokomotive,  Tender  und  Güterwagen.    Alle  Rad- 


4^ 


Zokomotivif 


f^     ir    17 


Jknder  OuigrwHgen 


.-^--. 


1' 


«--«9^-> 


iJ    13     13 


13 


13  Tlmnen 


Fig.  585. 


stände  sind  durch  1,5  teilbar.  Es  ist,  wie  nach  der  früheren  Vorschrift,  ein  Zug 
aus  zwei  Lokomotiven  in  ungünstigster  Stellung  mit  einer  unbeschränkten  Anzahl 
einseitig  angehängter  Güterwagen  anzunehmen. 

So  lange  sich  weniger  als  5  Lokomotivachsen  auf  der  Brücke  befinden,  sind 
größere  Achslasten  in  Rechnung  zu  stellen,  und  zwar  ist  für  jede  Achse  anzunehmen: 

18'  bei  Belastung  mit  vier  Achsen, 
19*   „  „  „    drei  Achsen, 

20*   „  „  „    einer  oder  zwei  Achsen. 

a.  Momente. 

Die  Tabelle  A  enthält  die  größten  Momente  für  Stützweiten  von  1,0  bis  150"*. 
Für  dazwischenliegende  Stützweiten  ist  geradlinig  einzuschalten,  wobei  die  angegebenen 
Werte  A  Mmax :  A  l  benutzt  werden  können. 
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A.  Größte  Biegangsmomente. 


tm 


^Mm 


t 


l 


tm 


M 
t 


tm 


M 
t 


1,0 
1,2 
1,4 
1,6 
1,8 

2,0 
2,2 
2,4 
2,6 
2,8 

3,0 
3,2 
3,5 
4,0 
4,5 

5,0 

6 

7 

8 

9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 


5,00 
6,00 
7,00 
8,00 
9,00 

10,00 
11,00 
12,00 
13,16 
15,01 

16,88 
18,76 
21,61 
28.50 
85,63 

42,75 
57,00 
73,45 
98,50 
114,7 

135,9 
157,1 
178,4 
199,7 
221,6 
243,9 


5,00 
5,00 
5,00 
5,00 

5,00 

5,00 
5,00 
5,80 
9,25 

9,80 

9,40 
9,50 
13,8 
14,2 

14,2 

14,3 
16,4 
20,1 
21,2 

21,2 

21,2 
21,3 
21,8 
21,3 
22,9 


15  i 

16  ! 
17 
18 
19 

20 
22 
24 
26 
28  I 

I 
30 
32 
34 
36 
38 

40 
42 
44 
46 
48 

50 
52 
54 
56 
58 
60 


243,9 
270,0  I 
297,8 
327,0 
359,8 

394,0 
469,0 
550,5 
632,0 
728,2 

832,3 
939,2 

1050 

1165 

1286 

1416 
1552 
1689 
1832 
1976 

2123 
2273 
2423 
2577 
2737 
2900 


26,1 
27,8 
29,2 
32,8 

34,2 

87,5 

40,8 
40,8 
48,1 

52,1 

53,5 
55,4 
57,5 
60,5 

65,0 

68,0 
68,5 
71,5 

72,0 

73,5 

75,0 
75,0 
77,0 
80,0 
81,5 


60 
62 
64 
66 
68 

70 
72 
74 
76 
78 

80 
82 
84 
86 

88 

90 
92 
94 
96 

98 

100 
110 
I  120 
I  130 
140 
150 


2  900 

3  063 
3  232 
3  402 
3  575 

3  751 

3  927 
4109 

4  295 

4  484 

4  674 

4  868 

5  063 
5  263 
5  464. 

5  669 

5  876 

6  089 
6  308 
6  520 

6  740 

7  918 
9176 

10  520 
11965 
13  510 


81,5 
84,5 
85,0 
86,5 

88,0 

88,0 
91,0 
93,0 
94,5 

95,0 

97,0 
97,5 

100 

101 

103 

104 
107 
107 
109 

110 

118 
126 
134 
144 
155 


Die  Kurve  der  größten  Mo- 
mente Mm  an  den  verschiedenen 
Stellen  (x)  einer  Brücke  wird  genau 
genug  durch  zwei  ParabeLstücke  und 
eine  gerade  Linie,  deren  Länge  gleich 
0,121  ist,  daigestellt.  Zur  Berech- 
nung von  Mm  dient  die  Zahlenreihe 
B.  Für  die  dazwischenliegenden 
TVerte  xil  ist  geradlinig  einzu- 
schalten,    wobei     die     angegebenen 


Werte  ^^'-.H^  benutzt 
können. 


werden 


0,1^1 
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B. 


X 

3Cr 

Mmax 

M 

l    . 

1 

Mma» 

X 

T 

Mutmx 

l 

4 

Jlfmax 

'T 

'f 

0,00 
0,02 
0,04 
0,06 
0,08 

0,10 
0,12 
0,14 
0,16 
0,18 

0,000 
0,089 
0,174 
0,254 
0,381 

0,408 
0,471 
0,585 
0,595 
0,651 

4,45 
4,25 
4,00 
8,85 

3,60 

3,40 

8,20 

8,00 

1      2,80 

1 

0,18 
0,20 
0,22 
0,24 
0,26 

0,28 
0,80 
0,82 
0,84 
0,86 

0,651 
0,703 
0,750 
0,793 
0,833 

0,868 
0,899 
0,926 
0,948 
'     0,967 

2,60 
2,35 
2,15 

2,00 

1,75 

1,55 
1,35 
1,10 
0,95 

0,86 
0,88 
0,40 
0,42 
0,44 

0,967 
0,981 
0,992 
0,998 
1,000 

0,70 

0,55 

1     0,80 

0,10 

Die  Werte  der  Tabelle 


wo  d  =  0,44  /  ist. 


B  folgen  dem  Gesetze 


b.  Querkräfte. 

Der  Tabelle  C,  welche  znr  Bereohnung  des  Stützenwiderstandes  dient,  der  am 
linken  Auflager  einer  Balkenbrücke  durch  einen  vom  rechten  Auflager  aus  vor- 
rückenden Eisenbahnzug  hervoigerufen  wird,  haben  wir  genau  dieselbe  Anordnung 
gegeben,  wie  der  Tabelle  I  auf  Seite  152.  Wir  verweisen  daher  auf  Seite  145, 
No.  85.    Der  Auflagerdruck  A  wird  mittels  der  Gleichung  berechnet 


i 

•  ••-■ 

* 1 

11     M  j" 

k                          f. 
A 

« - 

r 
• 

4 

^ ^d — H 

"T ^ 

f - -   - 

Fig.  587. 


Die  ersten  vier  Zeilen  sind  nicht  für  den  über  der  Tabelle  stehenden  Lasten- 
zug berechnet,  sondern  nach  der  für  die  Belastung  durch  eine  kleinere  Anzahl  vom 
Achsen  geltenden  Yorsohrift.    Es  ist  also  gesetzt  worden: 

¥,  =  20S  ¥,  =  2.20  =  40*,  %  =  3. 19  =  57*,  ^$4  =  4. 18  =  72* 

und  für  diese  schwereren  Lasten  sind  auch  die  Momente  Sn  berechnet  worden. 
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I        Lokomotive         1     Tender     1        Lokomotive         |     Tender     i    Güterwagen 
Tonnen  I  17  — 17  — 17  — 17  — 17  |  18  — 18  — 18  1 17  — 17  —  17  — 17  — 17  |  18- 1»  — 13  I  tS  — 1»  j  18— IS 
Meter         1^     1,5     1,5     1,5     4^     1,5     1,5    4,5     1^     1,5     1,5     1,5    4.5     1,5     1,5    8/>    8jO    8^    8,0 


n 

Ci 

*. 

@. 

n 

Ci 

». 

a. 

1 

0, 

20 

0 

81 

76,5 

443 

19  389 

2 

1,5 

40 

80 

82 

79,5 

456 

20  718 

8 

8,0 

57 

85,5 

i   33 

82,5 

469 

22  086 

4 

4,5 

72 

162 

<   84 

85,5 

482 

28  493 

5 

6,0 

85 

255 

,   85 

88,5 

495 

24  939 

6 

10,5 

98 

687,5 

36 

91,5 

508 

26  424 

7 

12,0 

111 

784,5 

37 

94,5 

521 

27  948 

8 

18,5 

124 

951 

38 

97,5 

534 

29  511 

9 

18,0 

141 

1509 

39 

100,5 

547 

31113 

10 

19,5 

158 

1  720,5 

40 

108,5 

560 

32  754 

11 

21,0 

175 

1  957,5 

41 

106,5 

573 

34  434 

18 

22,5 

192 

2  220 

42 

109,5 

586 

36153 

13 

24,0 

209 

2  508 

43 

112,5 

599 

37  911 

14 

28,5 

322 

8448,5 

44 

115,5 

612 

39  708 

15 

80,0 

235 

8  781,5 

45 

118,5 

625 

41544 

16 

81,5 

248 

4134 

!   46 

121,5 

688 

43419 

17 

34,5 

261 

4  878 

:   47 

124,5 

651 

45  833 

18 

87,5 

274 

5  661 

!   48 

127,5 

664 

47  286 

19   . 

40,5 

287 

6  488 

1   49 

130,5 

677 

49  278 

20 

48,5 

800 

7  844 

1   50 

183,5 

690 

51309 

21 

46,5 

818 

8  244 

51 

186,5 

708 

53  379 

22 

49,5 

826 

9188 

52 

139,5 

716 

55  488 

23 

52,5 

889 

10161 

53 

142,5 

729 

57  686 

24 

55,5 

852 

11178 

54 

145,5 

742 

59  828 

25 

58,5 

865 

12  234 

55 

148,5 

755 

62  049 

26 

61,5 

878 

13  829 

56 

151,5 

768 

64  814 

27 

64,5 

391 

14  463 

57 

154,5 

781 

66  618 

28 

67,5 

404 

15  636 

58 

157,5 

794 

68  961 

29 

70,5 

417 

16  848 

59 

160,5 

807 

71348 

80 

78,5 

480 

18  099 

60 

163,5 

820 

73  764 

^  Die  folgende  Tabelle  ist  wichtig  für  die  Berechnung  der  iFüllungsstäbe  weit- 
maschiger Fachwerke.    Wir  verweisen  auf  das  Zahlenbeispiel  im  §  54. 
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Tounazi 
Meter 


I     Tender 
1 18  — 18  - 18 


LokomotiTe 

17  —  17  —  17  —  17  —  17 


D. 

Lokomotive 

17—17  —  17  —  17-17 


Tender 
18-.  18— 18 


Güterwagen 

18  —  18  1  18  —  13 


1,5      1^    4^     1^      1^     1^     U    6>0    1,5     1,5     1,5     1,5    Afi    1.5     1,5    8,0    8,0    8,0     8,0 


n 

Ci 

*. 

@» 

n 

1 

Cl 

*« 

©• 

1 

0 

18 

0 

31 

78 

443 

19  847 

2 

1,5 

26 

19,5 

82 

81 

456 

20  676 

3 

8,0 

89 

58,5 

38 

84 

469 

22  044 

4 

7,5 

56 

234 

84 

87 

482 

23  451 

5 

9,0 

78 

818 

85 

90 

495 

24  897 

6 

10,5 

90 

427,5 

36 

93 

508 

26  882 

7 

12,0 

107 

562,5 

87 

96 

521 

27  906 

8 

13,5 

124 

728 

88 

99 

584 

29  469 

9 

19,5 

141 

1467 

89 

102 

547 

81071 

10 

21,0 

158 

1  678,5 

40 

105 

560 

82  712 

U 

22,5 

175 

1  915,5 

41 

108 

573 

84  892 

12 

24,0 

192 

2178 

42 

111 

586 

86111 

13 

25,5 

209 

2  466 

43 

114 

599 

37  869 

14 

80,0 

222 

8  406,5 

44 

117 

612 

89  666 

15 

81,5 

285 

8  789,5 

45 

120 

625 

41502 

16 

88 

248 

4  092 

46 

123 

688 

48  877 

17 

86 

261 

4  886 

47 

126 

651 

45  291 

18 

89 

274 

5  619 

48 

129 

664 

47  244 

19 

42 

287 

6  441 

49 

182 

677 

49  286 

20 

45 

300 

7  802 

50 

135 

690 

51267 

21 

48 

318 

8  202 

51 

188 

703 

58  837 

22 

51 

826 

9  141 

52 

141 

716 

55  446 

28 

54 

839 

10119 

53 

144 

729 

57  594 

24 

57 

852 

11186 

54 

147 

742 

59  781 

25 

60 

865 

12192 

55 

150 

755 

62  007 

26 

63 

878 

13  287 

56 

158 

768 

64  272 

27 

66 

891 

14  421 

57 

156 

781 

66  576 

28 

69 

404 

15  594 

58 

159 

794 

68  919 

29 

72 

417 

16  806 

59 

162 

807 

71301 

80 

75 

480 

18  057 

60 

165 

820 

78  722 

Bei  gewissen  Stützweiten  kann  es  vorkommen,  daß  für  Querschnitte  in  der  Nähe 
des  linken  Auflagers  die  größte  Querkraft  entsteht,  wenn  die  erste  Maschine  rück- 
wärts fährt  und  der  Tender  die  Brücke   bereits  verlassen  hat,  Fig.  588.     Es  gilt 


ilLil 


I   y   tf  f 


iü 


Fig.  538. 
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dann  die  Tabelle  £,  deren  fünf  erste  Zeilen  mit  denen  der  Tabelle  C  überein- 
stimmen. Sobald  hl  >  33^23"*  ist,  liefert  die  Tabelle  C  stets  den  größeren  Stützen- 
widerstand  A.  Die  Unterschiede  zwischen  den  für  die  beiden  Znganoidnungen  sich 
ergebenden  Werte  sind  übrigens  unwesentlich,  wie  ans  den  beiden  folgenden  Zahlen- 
reihen hervorgeht.  Die  obere  Reihe  ist  mittels  Tabelle  C  berechnet  worden,  die 
untere  mittels  Tabelle  D. 


Z=10   !  12  1  14 

16  !  18 

20 

22 

24 

26 

28 

30 

32  Meter 

A  =  59,5 
A  =  59,5 

65 
64 

72 
70 

79   84 
77   85 

90 
94 

97 
100 

104 
107 

113 
114 

119 
121 

126 
127 

133  Tonnen 

134  „ 

E. 

I         Lokomotive  Lokomotive         I       Tender      1     Güterwagen 

Tonnen   |  17- 17  -  17  —  17  — 17  i  17  —  17  — 17  —  17  — 17  |    18  —  18  —  13    |    18  — 13|18  — 13 
Mater         1,5      1.5     1,5     1,5     6.0     1,5     1.5      1,5     1.5     4,5     1,5      1,5      3,0     8,0     8,0     8,0 


n 

- 

% 

ä. 

n 

Ci 

*H 

©• 

1 

0 

20 

0 

9 

16,5 

153 

1300,5 

2 

1,5 

40 

30 

10 

18,0 

170 

1530,5 

3 

3,0 

57 

85 

11 

22,5 

183 

2295,0 

4 

4,5 

72 

162 

1   12 

24,0 

196 

2569,5 

5 

6,0 

85 

255 

1   13 

25,5 

209 

2863,5 

6 

12,0 

102 

765 

1   14 

28,5 

222 

3490,5 

7 

13,5 

119 

918 

1   lö 

31,5 

235 

4156,5 

8 

15,0 

186 

1096,5 

16 

34,5 

248 

4861,5 

III. 

Zahlenbeispiele  für  die  Benutzung  der  Tabellen.*) 

1.  Bereohiiniig  der  Qaerkrftfte  und  Ghirtspaimkr&fte  für  einen  Parallel- 
träger Yon  86«*  StfttBweite  und  8,6"*  Feldweite.    Fig.  539. 


-Z-/W.  ^'sM 


^£ 


i. 


Fig.  539. 


*)  In  diesen  Beispielen  handelt  es  sich  nur  um  den  Einfloß  der  Yerkehrslast 
Den  Zeiger  p  haben  wir  überall  fortgelassen. 
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a.  Qutrkriftt.    Nach  Seite  139  muß  der  von  B  nach  A  vorrücicende  Eisen- 
bahnzug die  Grondsteliong  überschreiten,  sobald  ißM>>$i-r-  wird.    Da  nun  $i -r- 

=  17 -10=  170'  ist,  so  lehrt  ein  Blick  anf  die  Tabelle  C,  daß  ^  erst  bei  einer 

Zuglänge  von  21,0"*  größer  als  170*  wird.    Für  die  Felder  5  bis  9  sind  also  die 

Gnindstellangen  maßgebend;  in  den  anderen  entsteht  Qmm^  wenn  die  zweite  Achse 

an  dem  das  Feld  rechts  begrenzenden  Knotenpunkte  hegt.    Im  linken  Knotenpunkte 

1  5 
des  Feldes  greift  dann  die  Last  17  -^  =  7*  an.    Den  Zug  noch  weiter  vorzuziehen, 

ist  nirgends  nötig,  weil  %  den  Wert  (P»  -f  P^)  —  =  840*  erst  bei  einer  Zuglänge 

von  52,5«*  überschi-eitet.  Nach  dieser  Eatscheidung  über  die  Zugstellungen,  die  in 
Fig.  539  durch  kräftige  Linien  angedeutet  worden  sind,  wurde  die  Berechnung  der 
maxQ  in  der  folgenden  Tabelle  durchgeführt.  Der  Abstand  der  ersten  Last  vom 
rechten  Auflager  ist  mit  g  bezeichnet  worden. 


Feld 

5 

Cl 

d,=  5-ci 

*- 

@» 

^  =  ^(*.ft-  +  @.) 

ma*e  =  ^  — 7,0 

m 

m 

m 

t 

im 

t 

t 

1 

33,9 

31,5 

2,4 

248 

4134 

131 

124 

2 

30,3 

30,0 

0,3 

235 

3782 

107 

100 

3 

26,7 

24,0 

2,7 

209 

2508 

85 

78 

4 

23,1   22,5 

0,6 

192 

2220 

65 

58 

5 

18,0 

18,0 

0 

1509 

^  =  42=^e 

6 

14,4 

13,5 

0,9 

124 

951 

80 

7 

10,8 

10,5 

0,3 

98 

638 

19 

8 

7,2 

6,0 

1,2 

85 

255 

10 

9 

3,6 

8,0 

0,6 

57 

86 

3,3   „ 

Die  Benutzung  der  den  früher  üblichen  Belastungen  entsprechenden  Tabelle  I 
auf  Seite  310  liefert  folgende  Querkräfte 

^§  =  88*,  66',  52«,  40S  28*,  19*,  12',  6,4',  2,4'; 

dieselben  sind   wesentlich  (nämlich   um   50  v.  H.)   kleiner  als   die   oben   berech- 
neten Werte. 


b.  Gurttpannkrflfte. 


Man  erhält  —  0«  =  -^ 
n 


Das  größte  Moment  ist,  nach  Tabelle  A,  «,«Jf  =  1165*". 
=  324'  und  mit  Hilfe  der  Tabelle  B 


Ms^_  1165 


Ui  ist  gleich  Null. 


für  y  =  0,1 

0,2 
0,3 
0,4 


3,6 

—  Ol  =  +  27,  =  0,403  •  324  =  131' 

—  0,  =  +  CT,  =  0,703  •  324  =  228' 

—  0,  =  +  CT*  =  0,899  •  324  =  291' 

—  O4  =  +  CTfi  =  0,992  •  324  =  321*. 


2.  Berechnnng  der  Spannkräfte  I},  V,  TT,  O  des  in  Fig.  540  darge- 
stellten Parabelträgers. 

a.  FOllungsttäbe.  Überschreitet  der  von  B  aus  vorrückende  Eisenbahnzug  die 
Grundstellung  so  weit,  daß  die  Lasten  P^  bis  Pr  im  m^  Felde  liegen ^  Fig.  541, 
so  wird  der  Knotenpunkt  m  —  1  mit 
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belastet.    Am  linken  Auflager  entstellt 


2P« 

1 


:sp6 


A  — 


Fig.  540. 


Die  Spannkraft  in  der  Diagonale  nimmt  die  Form  an 

D^AD'  +  P'D'' 

und  für  die  Vertikale  erhält  man 

Hierin  sind  D'  und  V'  die  Spannkräfte  infolge  ^=1,  deren  Ermittelung  in 
No.  151,  Seite  255  gezeigt  worden  ist.  D"  und  V"  sind  die  Werte,  welche  die 
in  Fig.  245  auf  Seite  260  dargestellten  Spannkräfte  D'"  und  F'"  für  P*  =  1  an- 
nehmen. Auf  der  linken  Trägerseite  gehören  bei  untenliegender  Fahrbahn  zum 
mten  Felde  die  Stäbe  Dm  und  Fm~i,  auf  der  rechten  Trägerseite  die  Stäbe  Dm  und 
Vm.    Wir  wollen  die  ganze  Untersuchung  rechnerisch  durchführen. 


Fig.  541. 


Für  die   linke  Trägerhälfte   ergibt  sich   für  den  Zustand  A  =  l  die  Gleich- 
gewichtsbedingung (Fig.  542) 

1+  F'«+O'^sinß«  =  0 
und  hieraus  folgt,  da 


OmCosp,H  =  - 


Mm 


hm    ' 


0'«sinß^  =  — 1^-tgß« 
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ist,  die  einfache  Beaehong 


Xm  hm- 


1  Xm—l 


und  ebenso  findet  man  für  die  rechte  TrSgerhälfte 

Xm    hm  +  i         aS»+l_ 


=  D'm  sin  <^^*)\ 


-r«=: 


x«+, 


D'm+\sin<pm+\ 


Fig.  542. 


Sind  alle  Felder  gleiohlang,  so  ergibt  sich  (mit  a?m  =  mX) 


(1) 


'  linke  Seite  —  Vm  =  +  D'm  8in9„         =  m  ^^^— ^ —  im  -  1) 
^  rechte  Seite  —  F',»  =  +  D '• +i  sin  9« +i  =  m  ^—  —  (m  +  1 ). 


Da  nun  die  Hohen  h  des  Parabelträgers  dem  einfachen  Gesetze  folgen 
__ 4fxm{l  —  Xm)  _  4fm(A;  — fii) 

wo  k  die  Anzahl  der  Felder  und  f  die  Trägerhöhe  in  der  Mitte  bedeuten,  so  erhält 
man  schließlich  die  einfachen  "Werte 


[Unke  Seite 


(2) 


F  «  =  +  D'm  sin  9« 


m— 1 
k  —  m 


[rechte  Seite  +  r'«  =  —  D'«+i  sin 9^+1  =  ——!- — 


Für  die  Spannkräfte  F"  und  D"  findet  man  (nach  Fig.  245  Seite  260) 
[linke  Seite    F''-  =  +l, 

1  rechte  Seite  F"^  =  -  -^ - ,  D"«  =  + 1^,   D"«  sin  9«  =  +  1. 


(8) 


Z>"«  =  -^,   Z)''«sin9«=-^ 


Nach  diesen  Vorbereitungen  gehen  wir  zur  Untersuchung  der  geföhrlichsten 
Laststellung  über.  Verschieben  wir  den  Zug  unendlich  wenig  nach  links,  so  ändert 
sich,  da  de  =  db  ist,  D  um 


(^P  ip  \ 


*)  Diese  Gleichung  kann  auch  aus  Dm  cos  9«  = 


Xm-I 


gefolgert  werden.    Vergl.  auch  Seite  814—816  und  §  54,  Nr.  288. 


hm. 
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Die  Spannkraft  D  nimmt  also  zu,  sobald 

n  ^         l    ])" 

l  1  A     Z> 

ist     Eine  et^-a  am  Knotenpunkte  m  gelegene  Last  gehört  nach  der  Verschiebung 
zur  SP.    Verstehen  "wir  also   unter  {-jy  I  das   absolute    Verhältnis   der   Zahlen 

D"  und  D',   und  führen   wir  die   Bezeichnung  ^  für  SP  ein,   so   erhalten    wir 
den  Satz: 

Ist  *»>*-y(^)  t*nrf¥^<*r+iy(^),  80  muß  die 
(r  +  ])**  Achse  des  Zuges  am  Knotenpunkte  m  liegen.  *) 


Den  beiden  zu 


Bei  den  Vertikalen  tritt  natürlich  \-^)  an  die  Stelle  von  (-yy-j- 

demselben  Felde  gehörigen  Füllungsstäben  können  verschiedene  gefährlichste  Zug- 
stellungen entsprechen. 

Für  den  in  Fig.  542  abgebildeten  Parabelträger  erhält  man  nun  mit  k=^\0 
und  f=5,0"* 

Äi  =  1,800-,  A,  =  8,200-,  »,  =  4,200-,  Ä*  =  4,800-,  Ä»  =  5,000-. 

sin  9  h 

ferner 


:  2,4369     1,6008,     1,8810     1,3017, 


Z)',sin9,  =  +  y  =  -  r, 
I  2>'3sin9,  =  +  -?-  =  _r, 
I      Z)',sin9*  =  +  y  =  -F'4 

D'5sin9»=:  +  — 


S 


Z)'e8in9e  =  — y 


£      D',sin9,==  — —  =  —  r'e 

-2  8 


D',  =  +  0,305 
D\  =  +  0,457 
D\  =  +  0,690 
Z>'5  =  +  1,04 


/>'e  =  —  1,56 
/)',  =  —  2,42 
Z>'8  =  -  4,27 
D'g  =r  -  10,97 


I 


r4=+i.oo 


D", 

=  +1,38 

I>\ 

=  +  1,60 

D\ 

=  +  2,44 

r'e  =  -l,04 

r".  =  - 1,31 


Es  sind  nur  die  Werte  D"  und  V'*  angegeben  worden,  welche  gebraucht 
werden,  was  durch  die  folgende  Au&uchung  der  ungünstigsten  Zugstellungen  ent- 
schieden wird.  Die  Zahlen  (-yrA  folgen  beim  Parabelträger  auf  der  linken  und 
rechten  Seite  dem  einfachen  Gesetze 


\D  J  m 


hier 


11— m 


*)  Hierbei   ist  natürlich   auch   dai-auf   zu  achten,   daß   beim  Vorziehen  des 
Zuges  um   eine   endliche  Strecke   neue  Lasten  aof  die  Brücke  kommen  können. 
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und  man  erhält  daher,  weil  P^  ~-  =  no*  ist,   die  folgenden  Zahlenreihen   für  die 
Belastungslängen  £  =  jp'm+  1,5"*  (zweite  Achse  in  m): 
f  ür  m  =  9         8         7         6  5 


p. 


(^)= 


9. 
38' 


3 
3 


64«     97«     142«    204«    298'    458'    765' 


g  =  5,5-  9,5-  13,5-  17,5- 
Cj=4,5-    6,0-  13,5-  13,5- 
¥•  =  72'     85'     124«     124«. 

Für  die  ersten  drei  Felder  ist  ?»•  >  A  v  ("tv  ) '  ^   müssen   also   hier  (und  nur 

hier  allein)  die  Grundstellungen  überschritten  werden.  Für  die  anderen  Felder 
braucht  man  in  die  vorstehenden  Zahlenreihen  die  Werte  $m  erst  gar  nicht  auf- 
zunehmen, da  die  Werte  Pj  —  \-jrr)  viel  stärker  anwachsen  als  die  ¥».  Man 
erkennt,  daß  der  Parabelträger  sich  in  dieser  Beziehung  ganz  entgegengesetzt  ver- 
hält wie  der  Parallelträger;  bei  letzterem  ist  \-fy)  =  1   und   die   Grundstellung 

muß  gerade  bei  den  Feldern  in  der  Nähe  von  Ä  überschritten  werden. 

Es  ist  nun  noch  nachzusehen,  ob  nicht  noch  ein  weiteres  Vorrücken  des 
Zuges  für  irgend  ein  Feld  geboten  ist.  Dies  ist  in  der  Tat  erforderlich  für  das 
9*«    Feld.      Sobald    sich   nämlich    der   Zug    um    1,5-    weiter   vorschiebt,    wird 

5ß«  =  85« >  (Pi  +  P^)  ~  (^)  =  2  .  88  =  76«.    Man  erhält  für  diese  Stellung 
^  =  -^.85«=  8,5',    p^^  17(1,5  +  3,0)^^^, 
«*J>,  =  — 10,97  •  8,5  +  2,44  •  19  =  —  47«.*) 

Die  folgende  Tabelle  enthält  die  Berechnung  der  ^tnD  und  maxD.    £  bedeutet 

1  5 

wieder  die  Länge  der  belasteten  Strecke.    Es  iat  P'  =  17  ~z-  =  6,4'. 

4,0 


Feld 

6 

m 

m 

m 

t 

tm 

,   *-6.  +  @« 
^-           l 
t 

D  =  AD'  +  P'D" 

8 
7 

9,5 
13,5 

6,0 
13,5 

3,5 

0 

85 

255 
951 

13,8 
23,8 

•.ihX>s=-4,27  13,8 

+  1,60  .  6,4  =  -49 
...*J),==-2,42  .23,8 

+  1,38  .  6,4=— 49 

6 
5 
4 
3 
2 

16,0 
20,0 
24,0 
28,0 
32,0 

13,5 
19,5 
24,0 
24,0 
31,5 

2,5 

0,5 

0 

4,0 

0,5 

124 
158 

209 
248 

951 
1721 
2508 
2508 
4134 

31,5 
45,0 
62,7   • 
83,6 
106 

«<»I>e=-l,56  .31,5=— 49 
^i)j=  +  l,04  .45,0=+47 
^D^ = + 0,690. 62,7  =  +  4« 
,^D3=+ 0,457. 83,6 =+88 
«,«D,  ±=+0,805. 106  =+32 

♦)   Für   die   Grandstellung   würde    sich    ergeben:    (?i  =  8,0-;    6»  =  4,0  — 3,0 
=  1,0-;      %  +  57«;      ©«  =  85,5«;    '  Ä  =±  ^  (57  .  i,o  +  85,5)  =  3,56«     und 
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Bezüglich  der  Vertikalen  geben  zunächst  die  folgenden  Zahlenreihen  Aufschluß 
über  die  ungünstigste  Laststellung 

m=   8  7  6  4 

{-y^)=  0,29        0,4«        0,59        2,00 

P,Y(^„)  =  17o(y,-)  =  49*  78*        100«        840' 

5=   9,5-      18,5-      17,5-      21,5- 
€i=   6,0-     13,5-     18,5-      21,0- 
%=   85'        124*       124*        175«. 

Für  die  Vertikalen  4,  8  und  2  kommen  also  Grundstellungen  in  Betracht,  und  zwar 
entstehen  «.«.F«,  m*^V^  mimV^  der  Reihe  nach  gleichzeitig  mit  .mxDs,  «o«/)«,  mmrO^. 
Man  erhält  mit  den  oben  berechneten  Werten  Ä: 

.,rt«r4=--|-. 45,0  =  -22,5*;   ^r,  =  — y .62,7  =  -18*; 
«^«F,  =  -  y .  83,6  =  —  10,5. 

Weiter  entsteht  maxV^,  wenn  die   zweite   Achse   bei  6   li^.    Es  ist  dann 
5  =  16,0  +  1,5  =  17,5;     c,  =  13,5;    6»  =  4,0;    ¥»  =  124;    S»  =  951;    .4  =  86,2* 

««Fe  =  +  -^  .86,2—1,04.6,4  =  57* 

«h»Ft  und  mtnDj  entstehen  bei  derselben  Laststellung;  ebenso  maxV^  und  muD^, 
Man  erhält  daher 

•«Fy  =  -|-  •  28,8  —  1,14  .  6,4  =  56' 

««Fe  =  y .  13,8  —  1,31  .  6,4  =  54*. 

Die  Vertikalen  1  und  9   werden  nur   auf  Zug  beansprucht    Bei  der  in  Fig.  550 

10-4-2  5 
angegebenen  Laststellung  entsteht  ««« F«  =  17  +  2  •  17  —  7^  ^    =  47*. 

4,0 

Für  die  Vertikale  5  ergibt  sich  für  jede  Laststellung 

Fi  =  -2  0.sinß5  =  +  2  ^^igP5  =  0,10^. 

Dieser  Wert  ist  stets  positiv.  Ans  der  Tabelle  Ä  auf  Seite  539  entnehmen  wir 
mmaMs  =  1420*-  und  erhalten  daher 

1420 
0,5 
b.    Berechnung  der  Spannkräfte  in  den  Gurtungen.    £s  ist 


,F5  =  0,10-^  =  +  28* 


—  Om  cos  Pm  =  +  Um  +  \  =  + 


^nD9  =  — 10,97.8,56  =  —  39*.  Das  bedeutet  aber  einen  Fehler  von  20  v.  H. 
Im  vorliegenden  Falle  ist  nicht  nur  die  Größe  der  Aohsenbelastung,  sondern  auofa 
die  des  Badstandes   wichtig.    Ermäßigt  man   z.  B.  die  Achslast  auf  16*  und  den 

Radstand    auf    1,3-,    so    erhält    man   ^  =  ^.  80  =  8*  und /^  =  ^^fi^|i^ 

=  15,6«  und  findet  dann  mtmD^  =  —  10,97  •  8,0  +  2,44  •  15,6  =  —  50*. 
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ET     —  U-         ^^mi2d--Xm) 
Mm  —  JBmm» ^j 

hm  =  ^f-''^^^^  und  d  =  0,44Z, 


mithin  für  x  <  0,44 1 


1^  =  1,39^ 


0,88  /  —  Xm 


l  —  Xm 

Setzt   man   /=10X,   Xm  =  tn\^    /=5,0"»,    if«iw=  1420*",    so    erhält   man    für 
ar<0,44/  d.  h.  für  m<4,4 


-Äf». Qfifi  8,8  —  m 


m  =  l  2 

liefert  ^  =  317«        811* 


4 
293'. 


In  der  Mitte  ist  -t^=   ,  ^   =284*.    Man  erhält  nun  weiter  für 


5,0 

m  =  l  2 

secß„=:l,10        1,06 


3 
1,03 


5 

1,00 


4 
1,01 

880«        812'        296'        284«. 

Die  berechneten  Spannkräfte  sind  in  Fig.  548  zusanunengestellt  worden. 


—  0«  =  ^secp«  =  349« 


';^96 


-zstt- 


8.  Aufgabe.  £s  sind  die  von  der  Yerkehrslast  herrührenden  Stutzenwider- 
stände  Amax  und  Am4m  des  in  Fig.  544  dargestellen  Oerher-Balhens  zu  berechnen. 
Die  positive  ^-Fläche  unterscheidet  sich  von  der  EinfluBflache  ftir  das  Moment  Mx 


l< 7-f^ 


.^..-__^,*,^....^     ^'-!^!:-1 


Fig.  544. 
MaUer-BresUa,  OrftphiMhe  Stottk.    I. 
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an  der  Stelle  C  eines  gewÖhnlioheD  Balkens  AB  nur  dadurch,  daß 


AD 
AC 


nicht 


gleich  1,  sondern  gleich  1  • 


l 


l 


ist.*)    Man  erhält  also 
91 


Jfx  = 


-Jf,  =  0,0581  AT,. 


l^a  49-85 

Nach  Tabelle  (A)  ist  für  «  =  91" 

•«Jf  =  5670  +  105  =  5775«*  =  rd.  5780«- 
und  nach  Tabelle  (B)  für  a? :  Z  =  85 :  91  =  0,885 

M^  =  (0,981  +  0,005  •  0,55)  •  5780  =  0,984  -  5780  =  5690«" 
Man  erhält  also  schließlich  .1mm  =  802«. 

BE  a  85 


Für  die  negative  Emflaßfläche  ist 


BP 

.N«Jf=1550'*  für  Z  =  42— , 

y  =  -^  =  0,17,  M,  =  (0,595  +  0,01  •  2,80)  1550  ==  966*'" 
A^i^  =  —  0,0170  .  966  =  —  16«. 


IV. 

Zusammeostelluog  verschiedener  Qewichtsverteiluogen  ffir 
Lokomotiven  und  Tender. 

Da  68  immerhin  vorkommen  kann,  daß  es  zweckmäßig  ist,  auch  noch  andere 
Belastungen  in  Betracht  zu  ziehen  als  die  unter  I  nnd  11  angegebenen  —  wir  braachen 
nur  auf  unsere  Untersuchungen  über  mehrteilige  Eachwerke  und  auf  die  Fußnote 
auf  Seite  560  zu  verweisen  —  so  dürfte  die  folgende  zum  Teil  dem  auf  Seite  547 
erwähnten  Ausschußberichte  entnommene  Zusammenstellung  nicht  überfläsaig  sein. 


Badische  Staats- 
Eisenbahn 


J,o 


IJ    (J    (J    ß4 

\ — *  (Z-*  ^ZH*  iTlä 


¥,S 


/ff    16    19    jff    m 


-  r7,z^' — 

Fig.  545. 


U 


v 
vt 


^ 


n     vt 


r^* 


^^ 


Bayerische  Staats- 
Eisenbahn 


Z,J 


/f 


l^ 


f^* 


♦  « »E *i >( >6- 


/,♦ 


;^/  Meter 


f* 


-r       f       i       y       T 
/ff      /ff      /ff      /ff     /ff 


-6t*^ 

Fig.  546. 


-J 


♦)  Vergl.  Seite  157,  §  19  und  Seite  168  No.  99. 
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Sächsische  Staats-Eisenbahn 


Al. 


l^ 


u 


*tr^ — ¥t'     >(■ 


-*i^^ 


U 


..^^^^^ 


^eier 


ts      IS     IS  15     is     is 


Fig.  547. 


tTtfüTien^ 


Österreich. 
Kaiser  Ferdinands-Nordbahn 


^M^^UJä^iL, 


1» 


^.     »'^ 


/tf       fo      ts    $s     ts     n 


1j9^^%8^etcr- 


IX       IX 


I 


IX        \^4n 


t9,9^       J 

Fig.  548. 


K.  K.  Österreichische  Staats - 
bahnen 


.JL^' 


Jeter 


ITonnen 


3,0 


Österreich. -Ungar.  St.-E.-G. 


//fr 


1,'t 


//fr 


1  I •  «—*-:»  i *  *■ 


/> 


*/^ 


^57 


w  ^  ^  V  V 

/1^     16      16     16      » 


tS^JgJüter 


I 


»       ij      a        iTtnnerv 
fyßin. ^ 

Fig.  550. 


j:^ 


K.  Ungarische  Staatsbahn       | 


l,z 


*- »b 


<* 


*/* 


w  le    16    » 


U 


1^ 


X,0   JfeUr 


M li H — -4| 


I 

o     u      13         ^T§iurverv' 


U 1S,9^ J 

Fig.  551. 


2.7 


Ministerium  der  Verkehrswege 
in  Eußland 


4^ 


k-^^^^e 


h^ 


13 


^/^  Slß^ß^'^l/'^ ^  ^'^  J'^  ^«^«r 


rr^Y\    f 


15  15  15' 15  ^2^^t512fi 


Fig.  552.*) 


W        10     Tonrun. 
Gülerwagav 


)  In  Rußland  müssen  auf  beiden  Seiten  der  Lokomotiven  Güterwagen  angenommen  woi-den. 

36* 
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Eisenbahn  Moskau-Kasan 


7:^1  2^ 


X  2:2  1,51515    ^.2  ilfiifßiJß^mili      6.2     [t7|i:(y. 


13     17  77 17  17       13  13  13 


10  10  10  10    Toiuvav 

GüJtemjogero 
Kg.  553.*) 


Eigengewichte  eiserner  Balkenbrücken  ffir  Eisenbahnen. 

1.  Die  in  der  Tabelle  F  zusammengestellten  Formeln  von  JHrk^tn*^  gelten  für 
eingleisige  Eisenbahnbrücken,  die  nach  den  für  die  Preußischen  Staatsbahnen  er- 
lassenen Vorschriften  berechnet  werden  und  setzen  voraus:  rechtwinkligen  Grund- 
riß, nicht  beschränkte  Bauhöhe  und  ein  in  der  Geraden  liegendes  Gleis. 

Zur  Ergänzung  dienen  folgende  Angaben: 

a)  Höhe  des  vollwandigen  Hauptträgers  —l   statt  —  {,     Erhöhung    des 


14 


10 


Hauptträgergewichtes  um  20  v.  H. 

b)  Höhe  des  ParalleltrSgers  ^l  statt  4" ^  Erhöhung  des  Haaptträger- 
gewichtes  um  15  v.  H. 

c)  Sehr  beschränkte  Bauhöhe,   Erhöhung  des  Fahrbahngewichtes   bis  zu 
20  V.  H. 

d)  Schiefer  Grundriß,  Erhöhung  des  Fahrbahngewichtes  bis  zu  15  v.  H. 

e)  Krümmung  des  Gleises  über  800"*  bei  Stutzweiten  unter  40"*,  Erhöhung 
des  Gesamtgewichtes  bis  etwa  12  v.  H. 

Annahmen  über  die  bauliche  Ausbildung  der  Brücken. 

Zu  1)  und  2):  Stegblechdicke  der  Blechträger  1,2*"*,  Stegblechaussteifungen  in 
Entfernungen  gleich  der  Stegblechhöhe;  bei  Stützenweiten  über  15"*  Bollenlager. 

Zu  8):  Bei  Überbauten  mit  Stützweiten  über  40"*  wird  ein  oberer  Windver- 
band angeordnet,  daher  der  Sprung  in  der  EisengewiohtsformeL 

1 
12 


Zu  8):   Stegblechhöhe   mit  Rücksicht   auf  die  meist  beschränkte  Bauhöhe 


der  Stützweite. 

Bedielung  5"^  stark,  Schwellenentfemung  60*^,  Schwellenstärke  20-26'*,  nur 
bei  den  Blechträgerbrücken  mit  2"*  Hauptträgerentfemung  24*80.  Gewicht  des 
Holzes  1V••^  der  Bettung  2'/»*.    Bettungsstärke  86 '^  über  Fahrbahnträgeroberkante. 

Falls  Leitschienen  angeordnet  werden,  ist  noch  ihr  Gewicht  von  150*»/«,  zu 
berücksichtigen. 

Für  zweigleisige  Eisenbahnbrücken  sind  die  angegebenen  Zahlen  zu  verdoppeln. 


*)  Wiedeigegeben  nach  Abrundung  der  Zahlen. 
♦*)  IHrhsen^  HilfBwerte  für  dan  Entwerfen  der  Brücken  mit  eisernem  Unter- 
bau.    Enthält  außer  Gewichtsangaben   eine  Beihe   von  wertvollen  Hilfstafeln  zur 
Berechnung  der  Fahrbahn  eiserner  Eisenbahnbrücken  und  zur  Querschnittsbestinunung 
auf  Druck  beanspruchter  Füllungsglieder  eiserner  Fachwerkbrücken. 
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F.  Eigengewichte  eiserner  Eiaenbahnbrttoken  nach  XHrksen. 


Eisengewioht 
(zu  Yeranschlagangen) 


Bauart  der  Brücke 


1)  Blechträger  mit  amnittelbarer 
Schwellenanflagening. 
i  =  10  —  25". 


Hauptträger  mit 

Querverband, 

Windverband 

und  Lager 


Fahrbahn- 
tiäger 

"1" 


lll 

2.(3.1 

I 


Gesamtes 
Eigen- 
gewicht 


"/« 


.Breite 


240  +  54/ 
l  =  Stützweite 


m  m 


Fig.  554. 


1,8') 
2,0») 


640 
775 


880  +  54Z 
1015  +  54Z 


2)  Blechträger  mit  versenkter 
FahrbaJm  u.  einem  seitlichen 
Fußweg.    Z  =  10  — 25-. 


^-^>^-a" 


Rg.  555- 


8,0 


270  + 44  Z 


880 


8,8    I    480 
8,7        520 


1 
595      1245  +  44/ 

630      1880+44/ 

660      1450  +  44/ 


8)  Fachwerkträger,  Fahrbahn 
versenkt,  ohne  besonderen 
Fußweg.    /  =  20  —  40-. 


TT 


n 


)^U 


J  i     'fc-^'^-^  i 


n — \r 


540  +  27/ 


4,8 
4,9 
6/) 


600 
625 
670 


680 


1820+27/ 
1845  +  27/ 
1890  +  27/ 


Fig.  556. 


>)  Hauptträgerentfemung  statt  Breite. 
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Bauart  der  Brücke 


Eisengewicht 
(zu  Yeranschlagtuigeii) 


I 


Hauptträger  mit 

Querrerband, 

Windverband 

und  Lager 


Fahrbahn- 
trager 


11  i 


Hl 


Gesamtes 
Eigen- 
gewicht 


•»/« 


4)  Fachwerkträger,  Fahrbahn 
versenkt,  ohne  besonderen 
Fußweg.    Z==40  — 80-. 


680  +  27/ 


Breite 
4,8 

5,0 


600 
625 
670 


680 


1960  +  27/ 
1985  +  27/ 
2030  +  27/ 


5)  Fachwerkträger,   Falirbahn 
oben. 


Fig.  557. 


540  +  27/ 


Fig.  558. 


6)  BlechtrSger  mit  durchgehen- 
dem Kiesbett.  /=:10  — 25"'. 


270  +  49/ 


Fig.  559. 


*)  Hauptträgerentfemung  statt  Breite. 


2,5') 

8,5*) 


490 
580 


8,3 
8,7 


670 
840 


550 


1580  +  27/ 
I  1670+27/ 


2840 
8260 


8780  +  49/ 
4870  +  49/ 
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Bauart  der  Brücke 


Eisengewicht 
(zu  Veranschlo^DgeD) 


Hauptträger  mit 

Querverband, 

Windverband 

und  Lager 


Fahrbakn- 
tröger 


•/. 


7)  Blechträger  mit  durchgehen- 
dem Kiesbett 

Z=10  — 25-. 


270  +  49/ 


Fig.  560. 


Breite 


3.3 
3,7 


Gefiatnte;^ 
Eigen - 
^  wicht 


*»/-. 


770 

940 


2680 
2820 


8720  +  49/ 
4030  +  49/ 


8)  Blechträger  mit  durchgehen- 
dem Kiesbett  über  den  Haupt- 
trägem. 

/=  10  —  20-. 


Fig.  561. 


Eisengewicht  für  l-  Brücken- 
breite. 

160  +  24/ 


•SB 


920 


1080+24/ 


2.  Die  Tabelle  G  enthält  Angaben  von  Paton  über  die  Eigengewichte  einer 
größeren  Anzahl  russischer  Brücken.  Der  in  Rußland  für  die  statische  Unter- 
suchung vorgeschriebene  Lastzug  ist  leichter  als  der  Preußische  Lastzug,  dafür  sind 
aber  die  zugelassenen  Spannungen  9  niedriger. 
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G. 

Eigengewichte  eisomer 

i! 

Ständige  Belastung 
g  =  al  +  F 

1 

Eisengewicht 

Nr.  1 

9 

a 

F 

der  beiden 
Hanptträger 

i 
Querverbände  IFahrbahntafel 

s>® 

m 

liängs-  u. 
QuertrÄger 

Fahr- 
bahn^) 

im 
ganzen 

»9 

v.H. 

im 
ganzen 

v.H. 

im 
ganzen 

v.H. 

< 

1 

2,67 

765 

123,2 

— 

486 

648 

73,5 

233 

26,5 

— 

~  1  290 

2 

3,85 

859 

96,4 

— 

488 

1085 

72,5 

405 

27,5 

— 

— 

235 

3 

5,00 

885 

85,8 

— 

456 

1721 

80 

425 

20 

— 

— 

409 

4 

6,91 

965 

73,6 

— 

456 

2860 

81 

653 

19 

—  i  — 

565 

5 

9,14 

1028 

62,1 

— 

456 

4180 

81 

1010 

19 

— 

— 

619 

6 

11,48 

1148 

60,3 

— 

456 

6240 

78,5 

1720 

21,5 

— 

— 

612 

7 

14,85 

1161 

46,8 

— 

456 

8200 

79,5 

2130 

20,5 

— 

— 

646 

8 

18,56 

1221 

89,0 

— 

498 

11618 

87 

1830 

13 

— 

— 

1682 

9 

19,51 

1689 

56,7 

46  g 

518 

19582 

85 

2473 

11 

900| 

4 

2509 

10 

22,8 

1661 

49,6 

1 
33  1 

497 

21924 

82 

3849 

14 

1 
755  1 

1 
2  1  2162 

11 

26,6 

1764 

46,6 

8Ö  ^ 

485 

29025 

85 

4008 

11 

0? 

1 

wog' 

4 

2854 

12 

27,02 

1720 

42,6 

69  1 

500 

28313 

85 

2899 

8,5 

1890| 

6,5 

2080 

13 

83,14 

1932 

41,9 

42  1 

500 

42948 

90 

3120 

6,5;  1412I 

2,5 

8098 

14 

55,25 

3121 

89,6 

420 

523 

109400 

76 

10800 

8  28200 

16 

7865 

15 

65,43 

4552 

41,9«) 

806«) 

1005«) 

159892 

69 

19541 

9 

52743 

22 

1167» 

16 

87,5 

4290 

36,2 

648 

475 

242736») 

73 

34438 

10 

56736 

17 

10109 

)  Die  Fahrbahn  besteht  aus  den  Schienen  und  Leitsohienen,  der  Befestigong 
«)  Gewicht  verhaltzusmäßig  hoch,  weil  Brücke  während  der  Zugpaosen  von 
')  Infolge  nicht  ganz  gelungener  Querschnittsbildung  der  Dmckstäbe  ist  das 
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des  gesamten 
äsens 


auf  1  m 


ö  2 

©  q 


leg 


Angaben  über  den  Hauptträger 
h  =  Höhe 


Form  des  Trägers 


I 


Feld- 
weite 

X 


I 


f  s 

^8 


0) 

■s 
■s 
■ä 


I 


1171 
1675 
2555 
4078 
5809 
8572 
10976 
15130 

25464 


28690 


36827 


35182 


50578 


151265 


243855 


344019 


489 
432 
511 
590 
637 
746 
738 
816 

1800 


706 
708 
710 
714 
718 
723 
727 
736 

714 


1255  I  745 


1390 


1800 


1530 


2740 


3725 


3980 


758 


754 


766 


785 


806 


850 


IAlAlAIAlMAiAt>M 


Fig.  562—570. 
des  Belags  und  den  Quersohwellen. 
Fuhrwerken  befahren  wird. 
Gewicht  zu  hoch  ausgefallen. 


7,12 
6,47 
8,13 
8,00 
8,18 
9,42 
9,78 
10,7 

7,89 


8,6 


8,87 


7,16 


1,22 
1,43 
1,50 
1,93 
1,83 
345 
4,67 


1,88 
1,83 
1,83 
1,83 
1,88 
1,88 
1,98 
1,98 

1,83 


2,44 
2,28 
2,13 
2,13 
2,72 
4,87 


I 


0) 

•I 


3 


I 

7      1 6,25    4,25 


ef  g 


a 


a 

S3 


^ 


9 

SP 

iS 

s 
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S 

1 

l 

m 

Ständige  Belastung 

1 

Eisengewicht 

Nr. 

9 

OL 

F 

j  der  beiden 
;  Hanpttiüger 

Querverbände 

Fahrbahntalei 

Auflager- 
teile 

Längs-  u. 

Fahr- 
bahn') 

im 

ganzen 

»g 

v.H. 

im 
ganzen 

v.H. 
»g 

im 
ganzen 

kg 

v.H. 
hg 

17 

18,58 

2106 

50,0 

882 

565 

1 

8507 

40 

715 

8 

11979 

57 

997 

18 

17,88 

2104 

48,8 

666 

565 

14909 

54 

700 

8 

11908 

48   1525 

19 

22,86 

2151 

43,8 

656 

516 

'  21180 

1 

58 

804 

2    14676 

1 
40   1826 

20 

22,8 

1957 

37,9 

591 

502 

18655 

56 

1055 

3 

18474 

41   1517 

21 

88,14 

2490 

38,6 

695 

516 

40966 

68 

1440 

8 

28080 

86   3751 

22 

44,5 

2875 

41,1 

541 

505 

75608 

72 

5872 

6 

24069 

22   5100 

28 

55,06 

8097 

36,0 

618 

505 

99159 

70 

9854 

7 

38782 

23 

6241 

24 

66,14 

8892 

34,4 

628 

492 

134462 

70 

16878 

8 

41155 

1 
22  i  8780 

25 

78,0 

8698 

33,1 

658 

464 

180181 

72 

21055 

8 

50909 

20 

9189 

26 

98,0 

4388 

31,3 

818 

508 

270897 

72 

30287 

8 

80019 

20 

18145 

27 

109,2 

4678 

31,8«) 

770 

486 

842762 

74 

86854 

8 

84122 

18 

13492 

28 

126,8 

4993 

29,8 

788 

486 

428816 

73 

52606 

9 

102702 

18 

176!  6 

')  Die  Fahrbahn  besteht  aus  den  Schienen  und  Leitschienen,  der  Belestigiiiig  des 
>)  Der  Träger  ist  verhältnismäßig  schwer,  weil  zwei  Gehwege  vorhanden  sind. 
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des  gesamten 
Eisens 


^ 


aoflm 


hü 

bq  5 


22198 
29042 

38437 

34701 

69187 

110645 

149036 

200770 

261284 

393848 

476780 

596780 


1635 
1624 

1719 

1522 

2087 

2486 

2706 

3034 

3349 

4018 

4365 

4706 


Angaben  über  den  Hanptträger 
h  =  Höhe 


726 
772 

789 

766 

766 

789 

810  I 

832 

856 

896 

918 

953 


Form  des  Trägers 


/IMXIX-MXI/IX 


Feld, 
weite 


10 
7,9 

7,85 

6,41 

9,06 

6,44 

7,42 

6,58 


Fig.  571-582. 


Belags  und  den  Querschwellen. 


7.11,4,88 


6,58 


6,74 


6,71 


2,18 
2,24 

2,85 

3,8 

3,66 

4,47 

4,57 

4,72 


7,00 


7,8 


7,98 


5,18 
5,23 

5,23 

5,4 

5,29 

5,48 

5,49 

5,58 

5,58 

6,00 

6,0 

6,1 


a 

'S 


JA 


CS 

<y 

s 

I 


0 


a 
=  :§ 
11 

a 
a> 

O 


®   0) 


.2 


1 


es 


il 
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VI. 

Eiserne  Strafieobrfickeo. 

1.  Eigengewichte  von  StrabenbrDdcen  mit  Ballcentrtlgern.*) 

Nach  der  Stärke  des  aufzunehmenden  Verkehrs  kann  man  leichte  Landstraßen- 
brücken und  schwere  Stadtstrafienbrücken  unterscheiden. 

LaiidstraboiibrflefcM  mit  doppaltom  BoUenbtlage. 

Das  gesamte  Eisengewicht  der  Fahrbahn  einschl.  der  Haupttrager  ist: 

^  =  105  +  2,8Z  +  0,02Z»  *^/^. 
Gewicht  des  Bohlenbelages  (160  mm  stark)  =  110 'v/pn. 

Finden  sich  außerhalb  der  Hauptträger  noch  besondere,  mit  Holz  bedeckte  Fuß- 
wege^ so  entspricht  diesen  ein  Eisengewicht  (einschl.  der  erforderlichen  Verstärkung 
der  Hauptträger,  aber  ausschl.  der  Geländer)  von: 

y'=60  +  2,öZ*»/^. 

LaadstraftdiibrOckM  mit  BesciiotttniiHi. 

Eisengewicht,  ausschl.  des  Gewichtes  der  Belageisen: 
^  =  125  +  2,8«  +  0,025/«  *»/^. 
Pur  Belageisen  sind  65*^/««  und  für  Schotter  iOO^/qm  hinzuzurechnen.    Eisen- 
gewicht  g'  außenliegender  Fußwege  wie  vorhin: 

^'=60  +  2,8/*»/^. 

StadtttraftanbrOckM  mit  doppeltem  Bohieebelage. 

^  =  155  +  2,7 1  +  0,021  P  *»/^;  ^'=  80  +  2,7  Z  '^J^ . 
Gewicht  des  Bohlenbelages  (200mm  stark)  =  140*^/j«. 

etadtttrabeelNrOckeii  mit  Beecbottenmg. 

^  =  170-t-8,2l4-0,028Z»«»/^;  /=80  + 2,7/*^/^. 
Gewicht  des  Schotters  =  480  *'/^«;  Gewicht  der  Belageisen  =  80*^/j«. 

StadtitrabenbrIlGicen  mit  Pflattening. 

^=180  +  3,7/+0,029Z"*^/^;  /=80  + 2,7/»»'/.«. 
Gewicht  der  Pflasterung  — 700 *^/g„;  Gewicht  der  ßelageisen  =  80*''/tw;  Ge- 
wicht der  Buckelplatten  (8  mm  stark)  =  65  *»/,«.. 

2.  Eigengewidite  von  Stitibenbrllclcen  mit  Bogentrigem.**) 

Das  Gewicht  der  Haupttrager  (einschl.  der  Wind-  und  (^erkrenze)  ist  für 
1  lfd.  m  Stutzweite  (für  Bögen  mit  zwei  Gelenken): 

^  =  Y&  +  85«  in  Icg^ 
worin:  h  die  Breite  der  Brücke  in  m, 

z  die  Anzahl  der  Hauptträger  und 

Y  der  folgenden  Zusammenstellung  zu  entnehmen  ist 

*)  Nach  Engesser,  Zeitschr.  f.  Baukunde  1881,  S.  66. 
**)  Nach  Engesser,   Theorie   und  Berechnung  der  Bogenfachwerkträger   ohne 
Scheitelgelenk,  Berlin  1880. 
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Stützweite  Z  in  in  = 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

70 

80 

90 

100 

Fahrbahn  mit  Beschotterung;  y  = 

82 

62 

94 

129 

168 

209 

255 

800   850 

410 

Fahrbahn  mit  doppeltem  Bohlen- 
belage; T  = 

28 

58 

80 

110 

144 

180 

220 

260 

305 

355 

Für  Bogenträger  mit  drei  Gelenken  darf  man  die  vorstehenden  Zahlenwerte 
um  15®/o  vermindern. 

3.  VerkehrslastAn  der  StrabenbrUcken. 

Die  Verkehrslast  besteht  aus  der  Belastung  durch  Menschen  und  Fuhrwerke. 
Für  die  Hauptträger  bei  Brücken  bis  etwa  80m  Spannweite  wirken  die  größten  Rad- 
lasten in  der  Regel  ungünstiger  als  Menschengedränge  (s.  unten).  Es  genügt  dann, 
für  Landstraßenbrüchen  Wagen  mit  8,0  bis  8,5  m  Radstand  und  (je  nach  derBe- 


^.2,0^.  -♦,5 M-  — «tö- -  -il*-  -3,0-  -»ICjJ*;  k-ZJ-»        'ik-2,0^'-3,S  -  -^--^,0  — M-J,Ö  — jiO' 

: : \  I— ^        : \     i s ! .- — i \m 


^P ^ 

hot  VC 


Fig.  588. 


-71 


^Oßt  rc/,fJi 


deutung  der  Straße)  8  bis  6^  Achsbelastung  anzunehmen,  femer,  veigleichsweise,  eine 
6^  schwere  Ghausseewalze. 

StadtstraßenMlcken  berechnet  man  unter  der  Annahme  der  Belastung  durch 
einen  zweiachsigen  Wagen  mit  je  10 1  (bis  12  ^)  Achsdruck  und  mit  4,5  m  Radstand 
(vergl.  Fig.  583).  In  besonderen  Fällen  ist  die  Last  der  Dampfwalze,  10  ^  für  das 
Vorderrad,  18  Hür  die  Hinterräder  zusammen,  einzuführen  (Fig.  585).  Der  übrige  Teil 
der  Fahrbahntafel  wird  mit  leichteren,  zweiachsigen  Wagen  von  je  6  ^  Achsdruck 
und  3,5  m  Radstand  (veigl.  Fig.  584)  und  mit  Menschengedränge  belastet  gedacht. 

Die  Hauptträger  von  Straßenbrücken  größerer  Spannweite  werden  gewöhnlich 
für  Belastung  durch  Mensohengedränge  berechnet. 


Dampfwalze. 


lS5-*>, 


Last  des  Vorder- 
rades 10  t. 


-T- 

■|.-t-1- 


tzn 


*J2 

4^ 


-r    , 

7,60 -< 
K 2.75- 


m- 


Hi 


Last  der  beiden 

Hinterräder  zusammen 

18  t. 


Fig.  585. 


Für  die  Berechnung  der  Fahrbahn  sind  in  jedem  Falle  die  ungünstiger  wir- 
kenden Einzellasten  einzuführen. 

Für  Menschengedränge  rechnet  man  durchschnittlich  (fünf  bis  sechs  Menschen 
auf  1  gm)  pm'=  400 '^jqm.  Bei  Lage  der  Brücken  in  einem  Dorfe  pm  vielleicht 
nur  300,  in  Städten  besser  500  '''lfm. 
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Literatur  zu  den  Abschnitten  I,  11  und  IIL 


1.  G.  CwlTnann,  Die  graphische  Statik.  Die  erste  Auflage  dieses  grandlegenden 
Werkes  des  Begründers  der  Graphischen  Statik  erschien  1864,  die  zweite  1875. 

2.  0.  Mohr«  Über  die  Bestimmung  und  die  graphische  Darstellung  von  Träg- 
heitsmomenten ebener  Flächen^  Zivilingenieur  1887,  S.  43.  Diese  Abhandlung 
enthält  u.  a.  die  in  No.  84  des  vorliegenden  Buches  mitgeteilte  graphische  Dar- 
stellung der  Trägheitsmomente  mit  Hilfe  eines  Kreises  vom  Durchmesser  Jmmz  -\-  Jmtn . 
In  der  zweiten  Auflage  benutzte  ich  einen  Ereis  vom  Durchmesser  Jmax  —  Jmini 
der  aber  bei  geringem  Unterschiede  der  beiden  Grenzwerte  weniger  beqnem  ist 
wie  der  von  Mohr  eingeführte  Kreis.  Dagegen  habe  ich  an  dem  in  meiner 
früheren  Darstellung  befolgten  Verfahren,  den  Kreis  durch  zwei  Trägheitsmomente 
und  ein  Zentrifugalmoment  zu  bestimmen,  festgehalten. 

8.  R.  Land,  über  die  Berechnung  und  die  bildliche  Darstellung  von  Trägheits- 
momenten und  Zentrifugalmomenten  ebener  Massenfiguren,  Zivilingenieur  1888, 
S.  123  u.  Zeitschr.  f.  Bauwesen,  1892,  S.  550.  Es  wird  der  von  Mohr  ein- 
geführte Kreis  benutzt  und  als  drittes  Bestimmungsstück  ßn  Übereinstimmung 
mit  der  zweiten  Auflage  meiner  Graphischen  Statik)  ein  Zentrifugalmoment 
gewählt.  Ich  hebe  dies  nur  deshalb  hervor,  weil  im  Taschenbuch  der  HiUte  1899, 
Teil  I,  S.  180  steht:  Der  Trägheitshreis  na€h  Mohr-Land,  während  es  nur 
heißen  darf  nach  Mohr. 

4.  W.  Bitter,  Eine  neue  Festigkeitsformel,  Zivilingenieur  1876,  S.  309.  Zeigt  die 
Berechnung  der  Spannungen  a  mit  Hilfe  des  Kerns. 

5.  W.  Keok,  Exzentrische  Druckbelastung  eines  zylindrischen  Mauerwerkkörpers 
außerhalb  des  Kerns,  Zeitschr.  des  Arch.  u.  Ing.  Vereins  in  Hannover  1882, 
S.  301  und  Exzentrische  Druckbelastung  außerhalb  des  Kerns  bei  Mauerwerks- 
kSrpern  von  ringförmigem  Querschnitte,  dieselbe  Zeitschrift,  1882,  S.  627. 
Enthält  u.  a.  wertvolle  Formeln  und  Tabelen  zur  Berechnung  von  Schornsteinen 
auf  Winddruck. 

6.  0.  Mohr,  Über  die  Verteilung  der  exzentrischen  Druckbelastung  eines  Mauer- 
werkkörpers, Zeitschr.  d.  Arch.  u.  Ing.  Vereins  in  Hannover,  1888,  S.  168. 
Gibt  die  auf  Seite  87,  Fig.  82  mitgeteilte  Konstruktion  der  Nulllinie  an. 

7.  Hflppner,  Zur  Emlittelung  der  Druckverteilung  in  Mauerwerksquerschnitteft, 
Zivilingenieur,  1885,  S.  39.  Behandelt  zum  ersten  Male  den  Fall  eines  nicht  in 
einer  Symmetrieachse  liegenden  Angriffspunktes. 
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8.  F.  Heinemann,  Exzentrische  Druckbelastung  außerhalb  des  Kerns  bei  Mauer^ 
werkskörpem  ringförmigen  Querschnitts,  Zeitsohr.  d.  Arch.  u,  Ing.  Vereins  in 
Hannover,  1891.    Erweiterung  der  Kecksohen  Tabellen. 

9.  A.  Heyerhof,  Die  Biegungsspannungen  der  Z- Eisen  zu  Schiffbauzwecken ^ 
Zeitschr.  d.  Vereins  deutscher  Ing.,  1899,  S.  607. 

10.  W.  Ritter,  Anwendungen  der  Graphischen  Statik,  Teil  I,  1888,  Teil  II,  1890. 


Literatur  zu  den  Abschnitten  IV  bis  XIH. 


1.  Aug.  Ritter,  Elementare  Theorie  und  Berechnung  eiserner  Dach'  und  Brücken- 
konstruktionen,  Hannover  1868.  6.  Auflage,  Leipzig  1904.  Untersuchung  des 
einfachen  Dreiecksystems  mit  Hilfe  von  Momentengleichungen. 

2.  G.  Galmaim,  Die  graphische  Statik,  1864,  1875.  Behandlung  des  einfachen 
Dreiecksystems  mittels  der  Zerlegung  einer  Kraft  nach  drei  Richtungen. 

3.  J.  Clark  Maxwell,  On  the  applicaiion  of  the  theory  of  reciprocal  polar 
figures  to  the  construction  of  diagrams  of  forces.  Engineer,  Vol.  24,  S.  402. 
Hier  wird  zum  ersten  Male  die  Konstruktion  reziproker  Kräftepläne  für  Fach- 
werke mit  konstanter  Belastung  gezeigt.  Allgemeinere  Untersuchungen  hat 
Maxwell  niedergelegt  in  der  Abhandlung:  On  reciprocal  figures  and  diaarams 
of  forces.    Philosophical  Magazine,  April  1864,  S.  250. 

4.  L.  Gremona,  Le  figure  reciproche  nella  Statica  Grafica.  Milano,  J.  Giugno, 
1872.  Die  Untersuchungen  von  Cremona  sind  viel  allgemeiner  gehalten  als 
die  von  Maxwell. 

5.  E.  Winkler,  Vortrag  über  die  Berechnung  von  Bogehbrücken.  Mitteil.  d. 
Archit.  u.  Ing.  Vereins  für  Böhmen,  1868.  In  dieser  Arbeit  wurden  zum  ersten 
male  Einflußlinien  benutzt.  Die  allgemeine  Bedeutung  dieses  Verfahrens  hatte 
Winkler  aber  damals  noch  nicht  erkannt,  was  daraus  hervorgeht,  daß  er  in  der 
ersten  Auflage  des  unter  &  angeführten  Werkes  die  statisch  bestimmten  Träger 
ohne  Einflußlinien  behandelte. 

6.  B.  Winkler,  Theorie  dßr  Brücken,  Heft  I:  Äußere  Kräfte  der  Balkenträger, 
Heft  11:  Innere  Kräfte  der  Balkenträger,  Wien,  1873—1886. 

7.  0.  Mohr«  Beitrag  zur  Theorie  der  Bogenfachwerkträger,  Zeitschrift  des 
Architekt,  u.  Ing.  Vereins  in  Hannover,  1874,  S.  223.  Enthält  in  Form  einer 
Anmerkung  ein  beachtenswertes  Verfahren  zur  graphischen  Berechnung  des 
Fachwerkbalkens. 

8.  Fränkel,  Über  die  ungünstigste  Einstellung  eines  Systems  von  Einzellasten 
auf  Fachwerkträgern  mit  Hilfe  von  Infiuenzkurven.    Civilingenieur,  1876. 

9.  H.  MttUer-Breslaa,  Abschnitt  über  die  Berechnung  des  Fachwerks  im  Taschen- 
buch  der  Hütte.  11.  Auflage,  1877.  Enthält  die  erste  Arbeit  des  Verfassers  über 
Einflußlinien.  Der  fragliche  Abschnitt  befand  sich  bereits  1875  in  den  Händen 
der  Tiischenbuchkommission. 

10.  H.  Zimmeniianiif  Das  Momentenschema,  Zeitschr.  d.  Architekt,  u.  Ing.  Vereins 
in  Hannover  1877,  S.  61.  Aufstellung  von  Tabellen  zur  Erleichterung  der 
Berechnung  der  Eisenbahnbrücken  für  Einzellasten. 
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11.  H.  Hüller -Breslau,  Theorie  und  Berechnung  der  eisernen  Bogenbrücken. 
Berlin  1880.  Die  dort  gegebene  Daistellung  der  Einfloßlinien  stammt  ebenfalls 
ans  dem  Jahre  1875  und  wurde  vor  der  Veröffentliohung  vom  Verfasser  in  seinen 
damals  gehaltenen  Privatvorlesungen  benutzt'*'). 

12.  A.  Foeppl,  Theorie  des  Fachwerks,  Leipzig  1880.  Enthält  eine  Reihe  grund- 
legender Untersuchungen. 

18.  L.  Henneberg,  Statik  der  starren  Systeme,  Darmstadt  1886. 

14.  Grübler,  Beitrag  zur  Theorie  des  ebenen  einfachen  Fachwerks,  Rigasche 
Industrie-Zeitung  1887.  Behandelt  die  Frage  der  Starrheit  eines  Fachwerks 
mit  Hilfe  der  Folbestimmungen  für  kinematische  Ketten. 

16.  H.  MüUer-Breolati,  Beitrag  zur  Theorie  des  ebenen  Fachwerks^  Schweiz.  Bau- 
zeitung 1887,  Mai  S.  121,  und  Nov.  S.  129.  Entwicklung  der  kinematischen 
Theorie  des  Fachwerks  sowohl  mit  Hilfe  der  Figur  F'  als  auch  mittels  der 
augenblicklichen  Drehpunkte  der  Glieder  kinematischer  Ketten.  Hinweis  auf 
die  Wiliiotsche  Darstellungsweise  der  Verrückungen  der  Knotenpunkte  eines 
elastischen  Faohwerks**). 

16.  0.  Mohr,  über  Geschwindigkeitspläne  und  BesdUeunigungspläne  kinemaiiscker 
Ketten,  Zivilingenieur  1887.  Anwendung  des  IFÄWotechen  Verfahrens  auf  die 
Darstellung  der  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  kinematischer  Ketten. 

17.  R.  Land^  Kinematische  Theorie  der  statisch  bestimmten  Träger,  Zeitschr. 
d.  österr.  Ing.  u.  Arch.  Vereins  1888,  S.  11  u.  162.  Stützt  sich  hauptsächlich 
auf  die  Anwendung  der  WiUiotschen  Darstellungsweise,  benutzt  aber  auch  Pol- 
bestimmungen. 

18.  F.  Schur,  über  ebene  einfache  Fachwerke,  Mathematische  Annalen  1897,  S.  142. 
^üpft  an  meine  unter  11  aufgeführte  kinematische  Theorie  des  Fachwerks  an. 
Wenn  Schur  die  Einführung  eines  einzigen  Momentenpunktes  als  ein  neues 
Verfahren  hinstellt,  so  beruht  dies  wohl  auf  Übersehen  meiner  späteren  Arbeiten 
(veiigl.  u.  a.  Zentralblatt  d.  Bauverwaltung  1892,  S.  246). 

19.  G.  Hehrtens,  Statisch  bestimmte  mehrteilige  Wandgliederung  der  Gitterträger, 
Zeitschr.  f.  Architektur  u.  Ingenieurwesen,  "Wochenausgabe,  1898,  S.  329.  Vergl. 
die  Anmerkung  auf  Seite  583  des  vorliegenden  Buches. 

20.  Landflberg,  Statik  der  Hoehbaukonstr.  Handbuch  der  Architektur,  I.  TeiL 
2.  AufL  1899. 

21.  W.  Diets,  Beitrag  zum  statisch  bestimmten  gegliederten  Balkenträger  mit 
zweifachem  ÄusfOllsystem,  Zeitschr.  d.  Vereins  Deutscher  Ingenieure  1899, 
S.  280.  Enthält  eine  beachtenswerte  vei|;leichende  Untersuchung  verschiedener 
Doppelfachwerke. 

22.  Schlinkf  StabilitätS'  und   Spannungsuntersuchungen  von  Fackwerksträ^fem. 

Zeitschr.  für  Architekt,  u.  Ingenieurwesen,  1908,  S.  397. 


*)  Die  in  diesem  Buche  und  in  meiner  Graphischen  Statik  mitgeteilten  Ver- 
fahren zur  Darstellung  der  Einflußlinien  statisch  bestimmter  Träger  hat  Herr  Mehrtens 
in  seinen  kürzlich  erschienenen  Vorlesungen  über  Statik  der  Baukonstruktionen  ohne 
Angabe  der  Quelle  benutzt,  desgleichen  meine  kinematischen  Beiträge  zur  Berechnung 
statisch  bestimmter  Systeme  und  noch  manches  andere.  Der  große  Umfang 
•dieser  EnÜehnungen  zwingt  mich  zu  dieser  Feststellung. 

**)  Vergl.  Abschnitt  I,  §  1  der  ersten  Abteilung  des  11.  Bandes. 
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GS  GS  GS  Empfehlenswerte  Werke  ssssssss 

aus  dem  Gebiete  der  Technologie  und  Ingenieur- 
Wissenschaften  sowie  verwandter  Disziplinen« 


Alfred  Kroner  Verlag  in  Stuttgart, 

Autenheimer,  Friedrich,  Aufgaben  aber  mechanische  Arbeit, 

für  GewerbeschxQen  und  angehende  Techniker  elementar  bearbeitet.  Mit 
26  Abbildungen  im  Text.  Preis  geheftet  1  M.  25  Pf. 

Bai^ht  Dr«  C.^  Die  Maschinen-Elemente.  Ihre  Berechnung  und  Kon- 
struktion mit  Bücksicht  auf  die  neueren  Versuche.  9.  vermehrte  Aufl. 
2  Bände.  Mit  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen,  3  Lichtdrucktafeln 
und  59  Tafeln  Zeichnungen.     Preis  geh.  32  M.    In  Halbfranz  geb.  38  M. 

— —  Abhandlungen  und  Berichte.  Mit  zahlreichen  Abbildungen  im 
Text  und  14  Tafeln.  Preis  kartoniert  18  Mark. 

— —  Die  Konstruktion  der  Feuerspritzen.  Mit  emem  Anhange:  Die  allge- 
meinen Grundlagen  für  die  Konstruktion  der  Kolbenpumpen.  Mit  94  Ab- 
bildungen im  Text  und  36  Tafeln  Zeichnungen.       Preis  geh.  16  Mark. 

Berg,  H.9  Handbuch  des  Maschinentechnikers.  Bemoullis  Yade- 
mecum  des  Mechanikers.  23.  Auflage.  Nachschlagebuch  fiir  Tech- 
niker, Gewerbetreibende  und  technische  Lehranstalten.  Mit  zahlreichen 
Abbildimgen  im  Text.  In  Leinwand  gebunden  Preis  6  Mark. 

Bermbach,  Dr.  W,,  nnd  C.  Müller^  Elektrizitätswerke,  elek- 
trische Beleuchtung  und  elektrische  Kraftübertragung.  Ge- 
meinverständliche Darstellung.  Dritte,  xungearbeitete  u.  stark  verm.  Aufl. 
Mit  267  Abbild,  im  Text     Preis  geh.  7  M.     In  Leinwand  geb.  8  M. 

Berno Ullis  Dampfmaschinenlehre.  Handbuch  zum  Gebrauche  in 
der  Praxis  und  zum  Selbstunterricht  für  angehende  Ingenieure,  sowie  für 
den  Unterricht  an  technischen  Lehranstalten.  8.  Auflage.  Neu  bearbeitet 
imd  vermehrt  von  Fr.  Freytag.  Mit  396  Abbildungen  im  Text  und 
7  Tafeln.     Preis  geheftet  14  Mark.     In  Leinwand  gebunden  15  Mark. 

Braulik,  Aug.,  Altägyptische  Oewebe.  Unter  Zugrundelegung 
einer  reichhaltigen  Sanunlung  fachlich  untersucht  und  besprochen.  Mit 
126  Originalabbildungen  im  Text.  Preis  geheftet  4  Mark. 

Bruggemann,  H»,  Theorie  u.  Praxis  der  rationellen  Spinnerei. 

I.   Die    nötigen   Eigenschaften    der   Gtospinste    und   deren 

Prüfung.     Mit  einem  AÜas  von  7  Tafeln.         Preis  geheftet  7  Mark. 
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Mit  einem  Attas  von  24  Tafeln.  Preis  geheftet  15  Mark. 
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Bujard,  Dr.  Alfons,  Leitfaden  der  Pyrotechnik.  Einführung 
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Cremona,  L.,  Elemente  der  projekÜTischen  Oeometrie.  Unter 

Mitwirkung  des  Verfassers  übertragen  von  Fr.  R.  Trautretter.  Mit 
214  Figuren  im  Text  Preis  geheftet  5  Mark. 

Enßlin,  Dr.  M.,  Mehrmals  gelagerte  EnrbelweUeii  mit  ein&cher 

und  doppelter  Kröpfung.  Ihre  Form&nderung  und  Anstrengung.  Mit 
74  Abbildungen  im  Text.  Preis  geheftet  6  Mark. 

Fischer,  Dr.  Perd.,  Taschenbnch  fbr  Feuerungstechniker.  An- 
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Qentsch,  Wilhelm,  Oasgltthlicht  Dessen  Geschichte,  Wesen  und 
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68  Abbildungen  im  Text  Preis  geheftet  2  Mark  40  Pf. 

— i  Sicherheits-  und  Rettongswesen  auf  See.  Mit  einem  Anhang: 
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Preis  geheftet  8  Mark. 
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Yorw&rtsstrebende  Arbeiter.  2.  Auflage.  Mit  96  Abbildungen  im  Text  und 
vielen  Tabellen.     Preis  geheftet  7  Mark.    In  Leinwand  gebunden  8  Mark. 
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Text     Preis  geheftet  4  Mark  40  Pf.     In  Leinwand  gebunden  5  Mark. 
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der  Untersuchung  der  Formänderungen.  4.  Auflage.  Mit  585  Abbildungen 
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eiserner  Dach-  und  Brflcken-Eonstruktionen.    6.  Auflage.    Mit 
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